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AVANT-PROPOS, 



J'ai donné à cet ouvrage le titre de Développements de géoméirie descriptive ^ 
parce que j'y examine et discute diverses questions^ et que J'y donne la solu- 
tion de divers problèmes dont les auteurs des traités de géométrie descriptive 
n'ont point parlé. 

Cet ouvrage est donc destiné à servir de amplement aux divers traités de 
géométrie descriptive publiés jusqu'à ce jour. 

J'ai divisé cet ouvrage en ^ept chapitres;, dans chaque chapitre j'ai groupé 
les questions et les problèmes qiii avaient quelque analogie entre eux. 

J'aurais puaugmenter eet ouvragedeplusieurs autres chapitres ; mais comme 
je me pnopose de réunir et de classer entre eux les divei^ mémoires que j'ai 
publiés sur la géométrie descriptive^, dans le J^mal de l'Écok polytechnique^ 
dans le Bulletin de la société philomatique|,<dans la Correspondiance mathé- 
matique et physique rédigée par M. Quetelet de Bruxelles , et dans- le Journal 
de mathématiques pures et appliquées, publié par M. Liou ville ^ et de former 
ainsi un volume qui, avec celui que j^ publie aujourd'hui, formera un cùmplé-t 
ment de géométrie descriptive ^ c'est dans cette seconde publication que je pla- 
cerai diverses notes sur des recherches géométriques non encore publiées. 

Dans le premier chapitre de cet ouvrage, que je soumets au jugement des 
savants et des ingénieurs qui aiment et cultivent la géométrie descriptive , 
je traite des propriétés des hélicoides coniques, et je démontre les analogies qui 
existent entre ces surfaces et les surfaces hélieoides cylindriques. 

Dans le second chapitre , je démontre les propriétés des trois spirale» 
d'Archimède, logarithmique et hyperbolique, en les regardant comme la 
projection sur un certain plan de trois spirales à double courbure ; et je crois 
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que les propriétés de ces courbes à double courbure n'avaient point encore 
.été étudiées. 

Dans le troisième chapitre ^ j'essaye d'énumérer les courbes eoniques du 
troisième et du quatrième degré et de les «classer par leurs points singuliers. 
Je résous ensuite un certain nombre de problèmes nouveaux au moyen des 
courbes d'erreur. 

Dans le quatrième chapitre, je m'occupe du problème des éclipses ; la sol ution 
que je donne n'est point astronomique ^ mais si les trois corps avaient des 
dimensions moindres et étaient àdes distances moindres les uns desautres^ la 
solution graphique que j'expose résoudrait complètement la question. C'est 
donc seulement comme ^or^rtr^ de géométrie descriptive que je m'occupedans 
ce chapitre du problème des éclipses. 

Dans le cinquième chapitre , je traite d'une courbe nouvelle et encore non 
étudiée, de Tépicycloide annulaire^ courbe à double courbuire engiendrée par 
un point d'un cërcTe roulant angulàirement sur un autre cet^cle. 

Cette courbe se présente dans les applications et ainsi dans les chemina de 
fer et dans les engrenages. Je crois que jusqu'à présent personne n'en a 
fait mention et que cette courbe est une nouveauté en géométrie. 

Dans le sixième chapitre , je cherche le centre et le rayon d'une sphère 
satisfaisant à quatre conditions^ ces conditions étant de paéser par des points 
ou d'être tangente à des droites ou d'être tangente à des plans. Dans les 
traités' de géométrie dësctîpflvè publiés jusqu'à cte jour oH ne dôtine la 
solutlbû'^ué' dés deux pr^àbfêinei^ sùit^àïits : f* sphère {Passant pal" quatre 
points ; V sphère tànfgénte & icjtiatfe plans. 

Je termine ce chapitre par des questions relatives aux engrenages / en 
dienchant là surface lieu des points de l'ëspacedont les distances à deux dxes 
fixes sont dans un rapport constant. 

Dans le septième chapitre^ je développe la théorie des infiniment petits en 
géométrie descriptive, et je résous diverses questions et diversj)roblèmes en 
me servant de cette théorie que je crois nouvelle en plusieurs points et dont 
il me semble que la rigueur ne peut être contestée. 
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DE LA NOTATION 

EMPLOYÉE DANS CET OUVRAGE 



Il est QéceflflBÎre d'expliqué la notatioo adoptée dans cet ouvrage , et d'en faire- ressortir les 
avantages. 

1* Un point de l'espace est représenté par une petite lettre (lettre minuscule) et ainn par mV 
ou II, ou a, ou (, ou rr , etc., et ses projçctions par la même lettre accompagnée de Tindice v ou 
h , suivant que la projection du point est sur le plan vertical ou sur le plan horizontal. 

Ainsi m^ ou n^ ou x% etc. , désigne la projection verticale du peint m ou du point ti ou du point 
X 9 etc. situé dans Tespace. 

Ainsi m* ou n* ou ap*, etc., désigne la projectim horizontale du même point m ou du même 
point fi on du même point x , etc. de Pespaoe. 

2» Une droite est désignée par une grande lettre (lettre majuscule) ou une lettre grecque, ainsi 
on dit : la droite A , ou D, ou Y, ou 6, ou y, ou 9, etc. , et ses projections prennent les indices v ou *, 
et ainm on a : D* et D^ prqections horizontale et verticalede la droite D situéedans l'espace , etc. 

3» Une oourbe est toujours désignée par une grande lettre ou une lettre grecque, et ses {mjec* 
tions portent les indices veih comme pour la droite. 

4o Un plan est désigné par une grande lettre , ainsi on dit : le plan P, ou le plan <^, ou le plan 
X, etc., et ses traces sont désignées, la trace horizontale par H et la trace verticale par V, et 
de {rius ces lettres H et V prennent pour indice le nom du plan dont elles désignent les traces, 
ainsi H' et V» désignent les traces horizontale et verticale du plan P, etc. 

n y a bientôt qunze ans que j'ai adopté cette notation dans mesoours de géométrie descriptive 
et j'ai lieu de m'en applaudir, caries élèves peuvent, au moyen de cette notation, sténographier sur 
la figure même et à mesure qu'ils la construisent, les raisonnanents géométriques qui les con- 
duûentà faire telle ou telle construction graphique. 

On remarquera sans peine que cette notation a le gmnd avantage de pouvoir démomirer dans 
Vefpaeey caron peut parler du point m, de la droite D, du plan P, et l'élève lit sur r^^Miv le point 
m dont les points m^ et m^iont les projections, la droite 1> dont les droites D^ et D* sont les pro- 
jections^ le plan P dont les droites H^ et V» sont les traces , etc. 

Par ce moyen l'unir» se trouve intimement liée à la démonstration orafe et la complète, et la 
démonstration est plus brève et de plus peut être donnéede manière à oeque (suivant une expression 
•dmi^) en parlant dans l'espace , l'élève apprend à Ure éUm$ Fespaœ. ftr l'emploi de eette nota- 
tion,rélève parvient «i peu de temps à voir comment seront les projedioDS d'un système de l'espaoe 
et ain8iq>pr0nd Vari ieprcjeierm système de l'espacent en même temps il acquiert l'habitude de 
ooncevoir les relatifs de position qui existent entre les points, les lignes, les plans qui composent 
un système de l'espace, en regardant sur une épure les projections horizontales et verticales de ces 
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divers points etde ces diverses lignes, et les traces borizontales et verticales de ces divers pians. 

Les figures qui composent les planches annexées à cet ouvrage , sont de deux sortes* 

Les premières sont des figures en perspective représentant à peu près les relations de position 
qui doivent exister entre les points et les lignes dont on parle. Ces figurée ne servent qu'à aider 
Tesprit du lecteur et à lui permettre de mieux^concevoir la ferme véritable du système de Tespaoe 
dont on s'occupe et dont on cherche les propriétés géométriques. 

Les secondes sont des ^res, ces .figures sont construites rigoureusement à la règle et au 
compas; les résultats graphiques auxquels on est conduit par leur construction, sont ensuite 
traduits (m langage géométrique dans le texte. 

Les ^jwres sont faciles à reconnaître parmi les figures tr9cées sur chacune des planches de cet 
ouvrage, parce que Ton y voit toujours une Ugne de terre désignée par les lettres L et T; et pour 
mieux distinguer cette ligne de terre des aulres droites tracées sur Vépure^ on« eu le soin d'y 
faire graver en dessous une suite de petites hachures. 

Entre la géoméirie descriptive ou langue graphique^ et Yanaly$e ou langue alg^trique il j a 
un point de ressemblancequ'iiest bon d'indiquer. 

Ainsi, étant donné un syMème (de J'espace) composé de points, de lignes, de plans, de sur- 
&ces , on commence en analyse par écrire. les équations qui représentent ces points , ces lignes , 
ces plans , ces surfaces, et c'est ce qu'on appelle. sneUre le problème en équation ; ensuite on com- 
bine ces équations entre elles (d'après les règles de Yanalyse ), et l'on arrive à un résultat exprimé 
.par une formule algébrique que l'on traduit en langage ordinaire. 

En géométrie descriptive on trace sur l'Eure les projections des points et des lignes, les traces des 
iplans, les projections des lignes qui déterminent chacune des sur&ces données, ces lignes étant 
choisies en vertu du mode de génération de chaque surface donnée. 

Ce premier travail est en langue graphique l'analogue de la mise en équation dans la langue 
Algébrique; ensuiteon combine les projections des points, les projections des lignes, les traces 
des plans, les projections des lignes qui représentent les surfaces, d'après les règles graphiques^ 
«t on arrive à un résultat graphique que l'on traduit en langage ordinaire. 

C'est ainsi, qu'ayant mis un prdi)lèmeen équation, si par la combinaison des équations du pro- 
blème on arrive aux trois équations finales {l)y=ax'^p\ (2) y=a'x+q et (Z)a(ii+1^0j 
on traduit le résultat analytique en langage ordinaire en disant : 

Les deux droites représentées par les -équations (1) et (2) sont rectangulaires entre elles en 
vertu de l'équation (3) de condition. 

.Et c'est ainsi, que par la combinaison des lignes tracées sur une épure , étant arrivé aux traces 
H' et y d'un plan P, si la droite H' est perpendiculaire à la ligne de terre , ou traduit ce résultat 
'graphique en langage ordinaire , en disant: le plan P dont on vient de construire les traces est 
perpendiculaire au plan vertical de projection ; ou bien étant arrivé par une série de constructions 
graphiques aux projections A^, A^ et B*, B^ (de deux droites A et.B) telles que la droite A^ soit 
parallèle à la ligne déterre et que lesdroitesf'^ et A'^ soient rectangulaires entre elles, on traduit ce 
résultai graphique en langage ordinaire en. disant , la droite A est horizontale et les deux droites A 
et B (situées dans l'espace) se coupent à angle droit. 

Au reste, en examinant de près de quelle nianière procèdent la géométrie descriptive et l'analyse 
dans la solution des questions de géoinétrie , on est conduit à reconnaître divers autres points 
tle ressemÊlanœ , entre les deux langues graphique et algébrique , non point quant aux méthodes^ 
mais dans les moyens de solution. 
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CHAPITRE PREMIER. 

DES SURFACES HÉLICOÏDALES CYLINDRIQUES ET CONIQUES ; DES DÉVELOPPANTES 

PLANES ET SPHÉRIQUE;Sy RALLONGÉES ET RACCOURCIES. 

§ I". 

Des développantes planes r allongées et raccourcies. 

Étant donné sur un plan un cercle C du rayon R, on sait que si l'on enroule 
un fil sur ce cercle et qu'on le déroule ensuite, un des points de ce fil décrit sur 
le plan du cercle une courbe d qui a reçu le nom de développante plane et circu- 
laire j et l'on sait que les tangentes au cercle C sont normales à la courbe i. 

Nous donnerons à la courbe d le nom de développante plane et parfaite du cercle C , 
pour la distinguer des développantes rallongées ou raccourcies, qui seront dites 
imparfaites. 

Si l'on prend sur le cercle C (fig. i ) une suite de points m, m', m" équi- 

distants entre eux, et si Ton mène en chacun de ces points les tangentes au 

cercle C, savoir : tj t'y t^' ces tangentes couperont la courbe d (développante 

parfaite du cercle C)en les points it, n\ n' 

Si sur t on porte à partir du point n une longueur égale à /, on placera sur t 
un point x,; si sur tf à partir du point n' on porte une longueur égale à 21, on 
placera sur f un point x\] en opérant de même pour t'\ et portant dès lors 3/ de 

n'' en x'\^ on aura une suite de points x,fX\, x" ( les longueurs/, 2/, 3/ 

ayant été portées dans le même sens) qui détermineront une courbe qui sera 
dite développante imparfaite du cercle G. 

La développante imparfaite sera une développante rallongée i' si les points :r,, x\ , 

1 
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oé\ sonl placés au delà de la courbe h par rapport au cercle G , et elle sera une 

dévehppanie raccourcie 6; si au contraire les points x^^ x\f x'\ sont placés ainsi 

que les points x, Xj oé' entre le cercle G et la courbe l. 

Gela posé : 

Le premier problème dont la solution doit être proposée est celui-ci : 

Une développante imparfaite 6 raccourcie ou 6" rallonges étant donnée par la 
construction géométrique précédente de ses divers points, construire la tangente 
en un point a; de 6 ou x^ de 6". 

Nous allons résoudre le problème de la construction de la tangente en un point 
delà développante circulaire rallonges ou raccourcie ^ en nous servant de diverses 
propriétés des surfaces héliccUdes gauche ou développable , et en même temps nous 
montrerons comment la spirale d'Ârchimède et les développantes parfaites et 
imparfaites du cercle se trouvent liées les unes aux autres sous le point de vue 
de la génération géométrique. 

Plus loin nous montrerons que la spirale d'Archimède est accompagnée de deux 
spirales du même genre auxquelles on doit donner le nom de spirales imparfaites 
d'Archimède, Tune étant raZ/bn^^^ et Fautre raccourcie. 

Goncevons un cylindre B (vertical et de révolution) , ayant pour axe une droite A 
et pour section droite un cercle G du rayon R. 

Traçons sur le cylindre B une hélice E coupant les génératrices de ce cylindre 
B sous l'angle constant a. 

Goncevons, par un point y de la courbe E, trois droites : l'une 6 tangente à 
l'hélice E et faisant dès lors avec la génératrice G du cylindre B ( laquelle droite 
passe par le point y) un angle a, l'autre D faisant avec)p un angle y plus grand 
que a; et enfin, une troisième droite D' faisant avec G un angle / plus petit 
que a. 

Goncevons que les trois droites 9 , D , D', sont situées d'un même côté par rap 
port à la génératrice G et toutes trois dans le plan T tangent au cylindre B sui- 
vante, et que dès lors les angles a^ y, y sont aigus. 

Gela posé : 

Si l'on fait mouvoir les trois droites 9 , D , D", sur l'hélice E de manière à faire 
toujours le même angle avec l'axe A, et à être en chacune de leurs positions D 
parallèle à l'une des génératrices d'un cône S de révolution ayant A pour axe et 
ayant son demi-angle au sommet égal à y; 6 parallèle à l'une des génératrices d'un 
cône 1 de révolution ayant A pour axe et son demi-angle au sommet égal à « ; D' 
parallèle à la génératrice d'un cône S' de révolution ayant A pour axe et son 
demi-angle au sommet égal à / ; ces trois droites engendreront trois surfaces 
hétic(ndesD,,9^^D\. 



— 3 — 

Les hélicoides D, et IV, seront gauches etThélicoîde S.sera dévehppable , l'arête de 
rebroussement de 9. étant l'hélice E. 

Cela posé : 

Si Ton coupe ces trois surfaces par un plan P perpendiculaire à Taxe A y on 
obtiendra trois courbes 6 sur D, , & sur D^ et i sur 9. qui seront : S et S' des 
développantes imparfaites du cercle C section du cylindre B par le plan P, la 
première 6 étant une développante raUongée et la seconde une développante 
raccourewy et d sera une développante parfaite du même cercle C. 

Et en effet : 

Si par la génératrice G on mène le plan T tangent au cylindre B et que Ton 
développe ce cylindre B sur le plan T , l'hélice E se transformera en sa tan- 
gente 9 ; de sorte qu'après le développement, les trois droites D, D' et 8 passeront 
par le point y. 

Dès lors pq (fig. 2) sera la longueur qu'il faudra porter sur i {fig. i) tangente 
au cercle C au point m et de m en n pour avoir le point n de la courbe d; et de 
même en portant pv (fig. 2) de m en x {fig. 1 ), on aura un point â? de la courbe 6'; et 
en portant pk (fig. 2 ) de m en ^, (fig. i ) on aura un point x, de la courbe 6. 

Et de même y en considérant la tangente f au point m' du cercle C (fig. 4), 
l'on aura l'arc mm rectifié égal à la droite pp' (fig.2)y et dès lors on devra porter 
p'qifig. 2)suri'()îjf. l)de m'enn'; pV(fig.^)àem'en x' (fig. \)eip'k!(fig. 2) 
de m' en x\ {fig. i ) , et l'on aura un nouveau point n' de 3, x' de 6' et x\ de 6. 

La construction des trois courbes d, 6, ^' (fig^ 1 ) étant bien comprise, par ce 
qui vient d'être dit , il est évident , par X^fig. 2^ que si : 



V p'q^=^^.pq Oïï aura çi;'=3 2.çt; et qh'=^^.qh, 

2" p"qT=3.pq on aura qv"z=^^.qv et qh''=^3.qh. 

Par conséquent, les courbes-sections faites dans les hélicoides D. et D', par le 
plan P sont bien des développantes raUongée et raccourcie du cercle C. 

Construction de la tangente d la développante plane raUongée ou raceourcie. 

D'après ce qui précède, il sera facile de résoudre le problème pro|vosé , savoir : 
Construire la tangente en un point x de la développante raUongée ^ ou x^ de la 
développante raccourcie g. 

Et en e&t : 

Il suffira de construire au point a; de Vkélicciide D\ ou au point x, de l'hélicoide 
D, le plan tangent 0, lequel coupera le plan P suivant la tangente demandée. 

Or , on sait construire ce plan tangent 6. 
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Car il suffit de concevoir une hélice cylindrique H' tracée sur rtiélicoide D', et 
passant par le pointa;. Cette hélice H' aura même pas que Thélice Eel son rayon 
sera égal à la distance du point x à Taxe Â. 

On connaîtra donc l'inclinaison de cette hélice H' sur Taxe A et par suite sa 
tangente X^ au point x. 

Cela posé : 

Si Ton considère un paraboloîde hyperbolique V ayant pour directrices droi- 
tes, les tangentes, 6 à Thélice E au point y et X' à l'hélice H' au point Xy et 
pour plan directeur le plan A tangent au cône S' et mené à ce cône suivant 
'a génératrice d! parallèle à la droite D' génératrice de la surface hélkcfide D\ , 
laquelle génératrice passe par les points a; et j/; ce paraboloîde 1' sera tangent 
à la surface D', tout le long de D^ , par conséquent son plan tangent en x sera 
tangent à D', et ne sera autre que 0. 

Il suffira donc pour déterminer le plan 6, de faire passer un plan par les 
droites D' et X"; et ce plan coupera le plan P, suivant la tangente au point x 
à la développante imparfaite &. 

Le problème proposé est donc complètement résolu (*). 

Remarque. Au sujet de la construction du plan tangent à Thélicoide D'., je 
ferai la remarque suivante. 

La surface hélicoide a été donnée, comme engendrée par une droite se mou- 
vant dans l'espace : 

1^ En s'appuyant sur une courbe ; 

2^ En restant tangente à la surface qui contient cette courbe; 

3^ En restant parallèle aux diverses génératrices d'un cône. 

En vertu de ces trois conditions le mouvement de la droite est complètement 
déterminé, et la surface engendrée est complètement définie. 

11 faudrait pouvoir , en vertu de ce mode de génération , cx)nstruire le plan 
tangent en un point de la surface. 

Jusqu'à présent la géométrie descriptive n'a pu , en ne s'appuyant que sur c 
mode de génération , résoudre ce problème. 

On est toujours obligé de chercher sur la surface une seconde courbe passant 
par le point donné et à laquelle on sache construire une tangente. 



(*) Dans roavrage que j'ai publié sur les engrenages et qui a pour titre : Théorie géométrique des 
engrenages destinés à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes situés ou non dans un 
même plan , imprimé en 1842 par Bachelier , j'ai donné la construction de la tangente en un point de 
la développante hyperboloïdique du cercle , en admettant que Ton savait construire la tangente à une 
développante plane , rai longée ou raccourcie du cercle. 
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Ainsi , pour rhéiicoîde D',, od peut se procurer une hélice cylindrique H' et 
passant par le point x; et Ton se procure cette courbe H' sans laquelle la solution 
du problème serait impossible, parce que le mode de génération de tout héiicoïde 
cylindrique nous permet de reconnaître que tout cylindre concentrique au cylindre 
B coupe des hélicoîdes tels que D, , 0,, D', gauches ou développabtes suivant des hélices 
ayant même pas que l'hélice directrice E. 

Mais, je le repète, pour la plupart des surfaces gauches ayant le mode de géné- 
ration indiquée ci-dessus, le problème du 'plan tangent reste insoluble , à moins 
que l'on ne parvienne à découvrir une courbe qui, tracée sur la surface donnée, 
soit telle qu'on sache lui construire la tangente en un quelconque de ses 
points. 

Je regarde le problème du plan langent à une surface gauche engendrée comme 
il a été dit précédemment, comme devant probablement rester insoluble par les 
méthodes de la géométrie descriptive. Ce problème ne peut être résolu complète- 
ment et dans tous les cas et avec tous les modes de génération /que par V catalyse; 
en un mot, le problème est toujours soluble par V analyse lorsque l'on a V équation 
de la surface; il ne l'est que dans des cas très-particuliers, par les méthodes gra< 
phiques ou la géométrie descriptive^ lorsque la surface est définie par le mode précé- 
dent de génération. 

De la spirale d^Archimède, 



Le cylindre B peut se réduire à son axe Â ; dès lors l'hélice E se réduit à cet 
axe A. 

Les trois hélicoîdes D. , 9,, D', deviennent alors trois hélicoîdes gauches engen- 
drées par trois droites D , 9 , D' coupant constamment Taxe A , la première sous 
l'angle y, la seconde sous l'angle a et la troisième sous l'angle / et restant dès 
lors , pendant leur mouvement de rotation, D parallèle au cône S, 9 parallèle au 
cône 1 et D' parallèle au cône S'; de plus, ces trois droites se meuvent ( puisque 
l'hélice E s'est transformée en la droite A, ou en d'autres termes que l'axe A doit 
être considéré comme une hélice cylindrique dont le rayon est nul ) de telle 
manière que les espaces parcourus sur l'axe A sont proportionnels aux angles de 
rotation autour de cet axe A. 

11 est dès lors évident que tout plan P perpendiculaire à l'axe A coupera la 
surface 9, suivant une spirale d'Archimède parfaite , et chacune des surfaces 
D, et D^ suivant une spirale d'Archimède imparfaite. 

La section faite dans la surface D, par le plan P sera une spirale d'Archimède 
raUongée, et celle faite dans la surface D\ sera une spirale d'Archimède raccovme. 
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Construction de la tangente â la spirale iArehimède parfaite ou imparfaite. 

Le problème que l'on doit se proposert out d'abord est celui-ci : Construire la 
tangente en un point d'une spirale à' krchimède parfaite ou imparfaite. 

Pour résoudre ce problème, il suffira de construire l'hélicoide gauche qui a 
pour trace la courbe donnée et ensuite le plan tangent à cette surface pour le 
point donné sur la courbe. 

Or, l"" étant donnée une spirale d'Archimède parfaite i^ on connaît , je suppose» 
l'origine a de celte courbe, on peut doncpar ce point o élever un axe Â perpendicu- 
laire au plan P de la courbe d. Cela fait, on fera mouvoir une droite 6 sur Taxe A 
et la courbe d de manière à ce qu'elle coupe constamment cet axe A sous un 
angle constant, mais arbitraire «; on aura dès lors la surface gauche 0.. 

Cola posé : 

Par le point x de la courbe 9 Ton fera passer sur la surface 6, une hélice cylin- 
drique H, dont on connaîtra le pas puisque l'angle a est donné, et le rayon 
puisqu'il est égal à la distance du point x à Taxe A , et par suite on connaîtra la 
tangente X au point x de H. Le plan tangent au point x de la surface 0, passera 
donc par X et 9 , et ce plan coupera le plan P suivant la tangente de- 
mandée. 

Or, 2'' étant donnée une spirale d'Archimède imparfaites, on pourra toujours 
concevoir la surface hélicoïde D, engendrée par une droite D , se mouvant sur 6 
et sur l'axe A, et de manière que cette droite D coupe, sous un angle constant et 
arbitraire y, l'axe A. 

On pourra toujours tracer sur la surface D, une hélice cylindrique H' dont on 
connaîtra le pas puisque Tangle y est donné, et le rayon puisqu'il est égal à la 
distance du point x, à Taxe A ; par suite on connaîtra la tangente X' à l'hélice H' 
pour le point x,. 

Le plan tangent 0. au point x^ de la surface D, passera doncpar X' et D, et ce 
plan coupera le plan P suivant la tangente demandée. 

On voit donc par ce qui précède que les deux courbes, spirale d'Archimède 
parfaite et développante parfaite d'un cercle, tout comme leurs dérivées, spirale 
d'Archimède imparfaite et développante circulaire imparfaite, proviennent de 
l'intersection d'un plan perpendiculaire à l'axe A et de surfaces hélicoides gauches 
ou développables, et que la tangente en un des points de ces courbes se construit 
de la même manière et par le même procédé graphique, au moyen d'un plan 
tangent à une surface hélicoïdale. 
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Résolvons maintenant le problème suivant : 

Par deux hélices cylindriques et circulaires et concentriques et ayant même pas, et 
rampant sur les cylindres dans le même sens , on peut toigours faire passer une infinité de 
surfaces héticcndates gauches et une seule surface héUctOde développable. 

Concevons (fig. 3) deux cercles concentriques ; ils représenteront sur un plan 
horizontal P, et perpendiculaire à l'axe A., les sections droites des deux cylindres 
de révolution sur lesquels sont tracés les deux hélices de même pas E et E'. 

Ces deux cercles représenteront aussi les projections orthogonales E* et E^* des 
deux hélices données. 

Supposons que le plan horizontal P coupe Thélice E au point a et l'hélice E' au 
point a'. 

Menons une droite D^ dirigée arbitrairement dans le plan P, elle coupera le 
cercle E* au point m* et le cercle E'* au point m'*. 

Ces deux points seront les projections sur le plan P des points m et m'y en 
laquelle la droite D, dont D* est la projection, s'appuie sur les courbes E et E'. 

Et comme on connaît le pas h des deux hélices E et E^, il sera facile, par une 
construction graphique (au moyen des procédés de la géométrie descriptive), 
de connaître la position de la droite D dans Tespace. 

Et en effet , il sera facile d'avoir les hauteurs des deux points m et m' au-dessus 
du plan horizontal P, 

Car désignant par R et R' les rayons des cercles E'^ et E'*, il faudra {fig. 4) tracer 
la droite indéfinie TB, élever en Bla perpendiculaii'e Bc et prendre Bcégal à h 
ou au pas des hélices données; 

Puis prendre BT égal à SttR et BT' égal à 27rR' ; 

Joindre le point G aux points T et T^, et, cela fait, 

Porter l'arc rectifié (fig. 3) am*de T en H {fig^ l) et l'arc rectifié (fig. 3) 
aW^de T'en M' (fig. A) ; les deux ordonnées MQ et WQ' donneront les hauteurs 
des points m et m' au-dessus du plan horizontal P. 

Gela fait : 

Si l'on abaisse du point 0| centre eomnuin aux deux cercles E* et £^^, une 
perpendiculaire op^ sur D^» on aura, en traçant le cercle E"'^ avec le rayon ap^ et 
du point comme centre^ la projection aur le plan P de l'h^ice £'' tracé sur 
le cylindre B'' auquel la droite D restera tangente pendant son mouvement de 
rotation , et cette hélice E''^ aura même pas h que les hélices E et E' et s^ra de 
plus le lieu des points de contact p de la droite D et du cylindre fi'". 

La droite D engendrera donc , en s'appoyant sur les deux hélices E et £' 
données et le cylindre h'\ une surface hélicoide gauche ^ si cette droite D coupe 
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rhélice E'% et au contraire une surface hélicoide développable y si cette droite D 
est tangente à Thélice E''. 

Or, si Ton se rappelle que la droite D* a été tracée arbitrairement sur le plan 
P^ ce qu'on vient de dire aura Heu pour toute autre droite D^ ayant D'^ pour 
projection ; par conséquent on doit conclure : que Ton peut engendrer une 
infinité de surfaces héiicoîdes gauches au moyen d'une droite s'appuyant sur 
deux hélices données, ayant même pas et même axe. 

Démontrons maintenant que parmi ces héiicoîdes gauches il peut en exister 
un qui soit développable. 

Si la surface hélicoîde était développable^ la droite D serait tangente à Thélice 
Ë'' et au point p, et dès lors les tangentes £ en m à Thélice E et t' en m' à Thé- 
lice E' seraient avec la génératrice D dans un même plan T, tangent à la surface 
développable tout le long de la génératrice D. 

Les deux tangentes ^ et r" étant supposées dans un même plan T se couperont 
dès lors en un point b dont la projection b^ serait à Fintersection des projec- 
tions t^ et i'^ des deux tangentes. 

Or, si par ce point b on fait passer un plan horizontal Q, il coupera : 

1^ L'hélicoïde développable qui a l'hélice E'' pour arête de rebroussement 
suivant une développante K" du cercle E"*. 

2o L'hélicoïde développable qui a Thélice E pour arête de rebroussement sui- 
vant une développante K du cercle E*. 

3^ L'hélicoïde développable qui a l'hélice E' pour arête de rebroussement sui- 
vant une développante K^ du cercle E'*. 

Et il est évident que les deux développantes K et K' se couperont au point b. 

Si donc on décrit sur le plan P : 

V La développante K, qui a pour origine le pointa de l'hélice £), point situé 
sur le plan P; 

2^ La développante K', qui a pour origine le point a de l'hélice E% point 
situé sur le plan P; ces deux courbes K et K' se couperont en un point 6, 
duquel on mènera les deux tangentes if^ et i^ aux cercles E'^ et E^. 

La droite D*^ passant par les points tn^ et m^, qui sont les points de contact 
des cercles et des tangentes, sera la projection de la génératrice droite D de 
la surface hélicoîde développable "O^s^ndée , et l'on pourra, par ce qui a été 
dit plus haut, constmir^>rl^élW%'V^iîc^te de rebroussement de cette surface 
développable. * • • ,. * ; '•^^'^ V J*" ^ '"î ^'-V^. ^ 

D'après ce que nous venons de dire , on voit que : 

1^ Toute surface hélicoîde gauche, engendrée par une droite s'appuyant sur 
es hélices, données E et E' et sur un cylindre directeur B'" plus petit que le 
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cylindre B"' qui contient ThéliceE'^ sera coupée par un plan Phorizontal, ou, en 
d'autres termes, perpendiculaire à l'axe A, suivant une développante racccurcie 
du cercle qui sert de base au cylindre directeur B""'. 

2* Et toute surface hélicoïde gauche , engendrée par une droite s'appuyant sur 
les hélices données- E et E' et sur un cylindre directeur B'^ plus grand que le 
cylindre B^ qui contient l'héUce E'^ , sera coupée par le même plan P, suivant 
une développante raUmgée du cercle qui sert de base au cylindre directeur B'\ 

3* Et que la surface hélicoide , engendrée par une droite s'appuyant sur les 
hélices données E et E' et ayant pour cylindre directeur le cylindre B'\ sera 
la seule qui soit développable et coupée dès lors par le même plan P , suivant 
une développante parfaite du cercle qui sert de base au cylindre directeur B'^ 

Démontrons maintenant qu'il n'existe jamais, lorsqu'elle existe, qu'une seule 
surface hélicoïde développable , passant par les deux hélices E et E^, ces hélices 
ayant mèmepa^ h et même axe A , et étant d'ailleurs dirigées dans le même sens ; 
et montrons en même temps qu'il peut arriver, suivant les positions respectives 
des deux hélices E et E' , que la surface hélicoïde développable n'existe pas. 

Les deux cercles concentriques E^ et E'* {fig. 5) représentant les projections 
horizontales des deux hélices E et E', lesquelles ont même pas et rampent du même 
côté l'une et l'autre sur leur cylindre respectif (le sens de la rotation étant 
indiqué par la flèche z) , construisons la développante complète (d, ^) du cercle 
E*, l'origine ou point de rebroussement de cette développante étant en a; cette 
courbe coupera le cercle £'^ en deux points b et b\ 

Or , il est évident que si l'hélice E' a son origine sur le plan horizontal P 
placée en d de telle manière que ce point soit situé entre les points b et b[j les 
deux branches <p et (f de la développante du cercle E'*, dont l'origine ou point 
de rebroussement sera en d^ ne rencontreront pas, soit la branche d, soit la 
branche ^ de la développante du cercle E*. 

Pour que cela ait lieu , il faut que l'origine de l'hélice E sur le plan horizon- 
tal P, soit en b onb\ ou bien en un point k placé au delà de b ou en un point 
k' situé en deçà de b\ 

Alors la branche ^, de la développante de E^ (l'origine de 1* hélice f:' étant en 
k sur le plan P) coupera la branche d en un point p ; ou la branche 9 , de la 
développante de £'* (l'origine de l'hélice E" étant en k' sur le plan P) coupera 
la branche d' en un point p\ 

On voit donc très-clairement^ que tant que l'origine de l'hélice E' sera située 
en un point de l'arc bb' , il sera impossible de placer les deux hélices E et E sur 
une surface développable; mais que pour toutes les autres positions de l'origine 
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de riiélice E", on trouvera une surface développabie , et une seuie, passant par les 
deux hélices Ë et E". 

Remarquons que lorsque l'origine de F hélice E' sera en 6 ou 6'^ rbélice E 
sera l'arête de rebroussement de la. surface développable cherchée, et que si 
Torigine de rhélice E' est située en A ou &\ Tarète de rebroussem^at de la sur- 
face développable cherchée sera une hélice qui se projettera sur le plan P, sui- 
vant un cercle d'un rayon plus petit que celui du cercle E^. 

Et dès lors , si l'origine de l'hélice E' étant placée comme en d , la surface 
développable cherchée pouvait exister, son arête de rebroussement serait une 
hélice dont la projection sur le plan P serait un cercle d'un rayon plus grand que 
celui du cercle E^, en sorte que Thélice £ ne pourrait évidemment être située 
sur cette surface développable en même temps que l'hélice E". 

Remarque. La solution du problème précédent peut trouver son application 
dans la coupe des pierres, lorsqu'il s'agit de douelles rampantes. 

Ainsi^ dans le cas d'une vis St.-Gilles, où ladouelle est une surface annulaire 
rampante , et où les arêtes de douelle sont des hélices cylindriques de même pas 
et tracées sur des cylindres concentriques de rayons différents, on peut préférer 
employer pour surface de joint une surface développable à une surface gauche. 

Il faut donc, dès lors, savoir faire passer par deux hélices cylindriques de. 
même pas et dirigées dans le même sens , une surface hélicoïde développable , et 
reconnaître si le problème est possible avec les données. 

Et comme en coupe des pierres, il vaut mieux employer des surfaces de joints 
développables que des surfaces gauches, parce que la taille des pierres est plus 
précise et qu'il est important pour la solidité des voûtes que \e% joints soient taillés 
avec soin , on voit que le problème précédent n'est pas sans intérêt pour la pratique. 

Des développantes ralhngées et raccourcies d doubk courte. 

Mous avons vu ci-dessus , qu^outre la développante parfaite d'un cercle , il 
existait une infinité de développantes imparfaites de ce même cercle, ces dévê^ 
loppantesra(/on9^6«ouraccourct6;< étant planes, étant tracées sur le plan du cercle. 

Mais si l'on considère la développante du cercle comme étant la développante 
d'une hélice c;jflindrique, alors on peut arriver à des développantes impaifaUes 
de l'hélice cylindrique, courbes qui pourront être raUongées ou raccaurdeiél qui 
seront à double courbure. 

Et en effet : 

On sait qu'une courbe plane d a une infinité de développées qui sont des 
hélices , tracées sur le cylindre ayant pour section droite la développée plane de 
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celte courbe d. Si doDC nous considérons la courbe d développante parfaite d'un 

cercle C, toutes les développées de 3 seront des hélices E, E', E", tracées 

sur le cylindre B ayant le cercle C pour section droite. 

Considérons une de ces hélices et ainsi l'hélice E par exemple. 

« 

Les points m,, m'., m". de l'hélice E(yi^. 4), équidistants entre eux sur cette 

hélice y se projetteront orthogonalement en m, m\ m" sur le cercle C, 

projection orthogonale de l'hélice E, et ces points m, m , m" y seront aussi 

équidistants entre eux. 

Les génératrices 6^ G', G'^ deThélicoide développable I ayant la courbe E 

pour arête de rebroussement se projetteront suivant les tangentes au cercle C , 

savoir : en mt^ mV, ni'i' et si Ton conçoit par la développante imparfaite et 

raccourcie et plane 6 un cylindre vertical , il coupera la surface 2 suivant une 
courbe y à laquelle nous donnerons le nom de développante imparfaite et raccourcie 
de l'hélice E. 

De même, si l'on conçoit par la développante imparfaite et rallongée et plane 6^ 
un cylindre vertical , il coupera la surface 2 suivant une courbe / à laquelle 
nous donnerons le nom de développante imparfaite et rallongée de Thélice E. 

Et il est évident que les courbes y et -{ seront des courbes à double courbure. 

Gela posé : 

il est évident que si Ton désigne par y, y', y les points de la courbe y 

qui se projettent en x , a;^ x'. . . sur la courbe 6 9 on aura {fig. \)\ 

et ainsi de suite. 

En sorte que la construction de la courbe y ou y' sera la même sur la surfece 2 
que celle employée sur le plan horizontal P, pour obtenir les courbes 6 et g'. 

C'est ici le lieu d'entrer dans quelques nouveaux détails touchant la génération 
de ces courbes 6 et 6^, y et y. 

Concevons deux cylindres B etB'de révolution tangents l'un à l'autre suivant 
une génératrice L, et ayant pour section droite , le premier un cercle C du rayon K , 
et le second un cercle G" du rayon H'. 

Enroulons sur le cercle G un fd/ et sur le cercle G' un fil /'. 

Supposons que ces deux fils sont fixés » le premier au cercle G par une de ses 
extrémités, et le deuxième au cercle G' et aussi par une des ses extrémités, et de 
manière à ce que les deux bouts libres se confondent et soient dirigés dans le plan 
des deux cercles suivant la tangente commune à ces deux cercles. 

Supposons que les cercles G et G' restent fixes , et que le cylihdre B tourne 
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autour de son axe, le fil / s'enroulera ou se déroulera de dessus le cercle C, 
et un de ses points décrira sur le plan P une développante parfaite du cercle G, 
en supposant que ce plan P tourne autour de l'axe du cylindre B, et en sens 
inverse et avec la même vitesse de rotation imprimée au cylindre B. 

Supposons maintenant que les deux fils sont noués et que le noeud soit le point 
du filf, qui décrive sur le plan P la courbe demandée. 

Si les deux cylindres B etB' tournent en sens inverse (en les supposant extérieurs 
l'un à Tautre ) et que leurs vitesses soient dans un rapport inverse des rayons R 
et R", les deux fils /et/' s'enrouleront ou se dérouleront en restant juxtaposés, 
et le nœud décrira la développante parfaite du cercle G , si l'on suppose que le 
plan P tourne en sens inverse du cylindre B et autour de son axe avec la vitesse 
imprimée au cylindre B. 

Mais si , tout restant dans les mêmes conditions, on imprime au cylindre B une 
vitesse plus petite ou plus grande, soit dans le même sens, soit en sens inverse, 
alors le nœud sera forcé de décrire une courbe différente. 

En définitive, tout peut se réduire à ceci : 

Supposer que le cylindre B tourne d'un angle a et dans un temps i , de droite 
à gauche, puis, que dans le même temps i, il tourne d'un angle a« de gauche à 
droite; un point m du fil /décrira les développantes diverses du cercle G. 

Le point m décrira une développante parfaite si ai=0, une développante im- 
parfaite si a. est > 0. La développante imparfaite sera rallongée si l'angle a. est 
décrit en sens inverse de l'angle a ; la développante imparfaite sera raccourcie si 
l'angle a, est décrit dans le même sens que l'angle a. 

Dès lors on voit que Ton devra avoir a^=^mx,. 

D'où l'on déduit "î^^^^* = constante = K et ^^^' j= constante = K, (*). 



Ce qui vient d'être dit nousservira lorsque nous examinerons les développantes 
sphériques. 

D'après ce quia été dit plus haut, il est facile de reconnaître que si Ton coupe 
Thélicoïde développable par une suite de plans parallèles entre eux et perpendi- 
culaires à l'axe du cylindre sur lequel rampe l'hélice arête de rebroussement de 
la surface , toutes les sections seront des développantes parfaites et circulaires , et 
que si l'on coupe les hélicoides gauches par des plans perpendiculaires à l'axe de 



(*) Ou plus ûmpiemeat : supposouB que le cerde G tourne autour de son centre o avec une viteaae. 
uniforme o , et que son plan P tourne ensenb inverse autour du même point o et avec une vitesse uni- 
forme v'; un point m du fil f enroulé sur le cercle C décrira sur le plan P nue développante parfaite 
m l'on a tJ = tj', raUongée si l'on a t> <t?' [et raccourcie si l'on at>> t?'; le point m se mouvant sur la 
ligne fquï a une direction invariable et qui est tangente au cercle C. 
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ce cylindre les sections seront des développantes imparfaites, et qui seront rai- 
longées ou raccourcies suivant l'angle sous lequel les génératrices de rbélicoîde 
couperont les génératrices de ce cylindre. 

Ainsi y Ton peut dire : 

V Si Ton se donne deux plans parallèles P et P% et sur Tun F la dévelop- 
pante parfaite d d'un cercle G, et que Ton fasse mouvoir une droite d'une lon- 
gueur constante D de telle manière qu^elle soit toujours , pendant son mouve- 
ment , tangente au cylindre B qui a pour section droite le cercle C, Tune de 
ses extrémités décrivant sur le plan P la courbe d, l'autre extrémité décrira sur 
le plan P' une développante parfaite 3, identique à d; et la courbe, lieu des 
contacts de la droite D et du cylindre B, sera une hélice E à laquelle cette 
droite D sera constamment tangente. 

2^ Si l'on se donne deux plans P et P" parallèles , et sur l'un P la développante 
imparfaite, raccourcies ou rallongée 6^ d'un cercle G, et que l'on fasse mou- 
voir une droite d'une longueur constante. D / de telle manière qu'elle soit tou- 
jours, pendant son mouvement, tangente au cylindre B qui a pour section 
droite le cercle G, Tune de ses extrémités déc^'ivant sur le plan P la courbe 6 
ou la courbe 6', l'autre extrémité décrira sur le plan P' une développante 
imparfaite , raccourcie 6, ou rallongée &, , identiques , la première à 6 et la 
seconde à 6"; et la courbe > lieu des contacts de la droite D et du cylindre B, 
sera une hélice E , que la droite mobile coupera sous un angle constant. 

3* Si sur un hélicoide développable 2 , on trace une développante parfaite i 
de l'hélice E , arête de rebroussement de la surface 2 , et si l'on porte sur les 
diverses génératrices droites de cette surface 2 une longueur constante à partir 
des divers points de la courbe 3 , on tracera sur la surface 2 une dévelop- 
pante parfaite d, identique à i. 

4^ Si sur cette même surface développable 2 on trace une développante 
imparfaite à double courbure, raccourcie y ou rallongée y', et que. l'on porte 
sur les diverses génératrices droites de la surface 2 une longueur constante à 
partir des divers points de la courbe y ou de la courbe y% on tracera sur 
cette surface développable 2 une développante imparfaite à double cour- 
bure, raccourcie y. identique à la courbe y , ou rallongée y', identique à lu 
courbe y. 

Tout ce qui précède peut être généralisé, car il est évident que tout ce que 
nous venons de décrire aurait lieu , quelle que fût la section droite <lu cylindre 
B ; mais alors les sections 3 et i',, y et y, , y' et y\ , 6 et 6. , 6' et S', ne seraient 
plus des courbes identiques , parce que le cercle est la seule courbe plane , 
et l'hélice cylindrique circulaire est la seule courbe à double. courbure, pour 
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lesquelles les dévelof^antes sont toutes identiques , quelle que soit la position 
de Torigine de la développante sur sa développée. 

Remarque. Dans l'engrenage de force , destiné à transmettre le mouvement de 
rotation entre deux axes non situés dans le môme plan, on retrouve les déve- 
loppantes imparfaites à double courbure, celles qui sont raccourcies. (Voir le 
modèle fonctionnant de cet engrenage , que j'ai fait exécuter pour les collec- 
tions de TÉcole polytechnique et du Conservatoire des Arts et Métiers. ) (^) 

On sait que dans cet engrenage : 

1® La dent d'une des roues est terminée par une surface cylindrique B ayant 
pour section droite une développante parfaite d'un cercle; et que la dent de 
l'autre roue est terminée par une surbce bélicoide dévelo{q[>able 2. 

2^ Ces deux surfaces 6 et 2 se mettent successivement en contact par leurs 
génératrices droites. 

Pendant le mouvement de rotation , la section droite du cylindre B laisse pour 
trace sur la surface hélicmde 2, une développante raccourcie à double courbure. 

Des ipiraies imparfaitei d'jérchtméde. 

Tout ce que nous avons dit plus haut sur les développantes parfaites et im- 
parfaites du cercle, s'applique, mot à mot, aux spirales d'Archiméde parfaites 
et imparfaites. 

Ainsi nous pouvons énoncer ce qui suit : 

10 Outre 1a spirale par&ite d'Archiméde, il y a deux espèces de spirales 
imparfaites , Tune rallongée et l'autre raccourcie et toutes deux planes ; elles 
se construisent de la même manière que les développantes imparfaites du 
cercle. 

2^ Si l'on fait mouvoir une droite D sur une spirale parfaite d'Archiméde d 
et sur un axe A perpendiculaire au plan P de la courbe d (la droite D coupant 
l'axe A sous un angle constant) on engendre une surface hélicolde gauche S; 
et la spirale à double courbure rallongée ou raccourcie tracée sur la surface 
2> aura pour projection, sur le plan P, une spirale plane d'Archiméde ral- 
longée ou raccourcie. 

3^ Si l'on a deux plans P et P" perpendiculaires à Taxe A , et que Ton fasse 



(*) On peut lire k ce sujet le chapitre II de la Théorie géométrique dei engrenageê destinés à 
transmettre le mouvement de rotation entre deux axes situés ou non situés dans un même plan ^ que 
j'ai pabliée en 1842. 
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mourir une droite d'une longueur constante D sur l'axe A^ lune de ses exlré^ 
mités décrivant une spirale par&ite d'Archimède d, tracée sur le plan P ; i'aiH 
tre extrémité de la droite D décrira sur le plan P" une seconde spirale par- 
faite d'Archimède i, , et les deux courbés d et d, seront identiques ; de plus , 
pendant le mouvement, la droite D coupera Taxe A sous un angle constant. 

A'' Si l'on a deux plans P et P^ perpendiculaires à Taxe A ^ et que Ton fasse 
mouvoir sur Taxe A une droite d*une longueur constante D , Tune de ses extré- 
mités décrivant sur le plan P une spirale d'Archimède imparfaite rallongée g ou 
raccourcie S'; l'autre extrémité de cette droite D décrira sur le plan P^ une seconde 
spirale imparfaite d'Archimède rallongée g. ou raccourcie g', , et les courbes 6 et 
6, , 6^ et 6", seront identiques; et de plus, pendant le mouvement, la droite D 
coupera Taxe A sous un angle constant. 

5** Si Ton porte sur chaque génératrice droite de l'hélicoïde gauche I qui a 
pour trace sur un plan perpendiculaire à l'axe A une spirale parfaite d'Archimède, 
et à partir de chaque point d'une spirale imparfaite d'Archimède-et à double cour- 
bure, rallongée y ou raccourcie y', tracée sur cette surface I\ si Ton porte, dis-je, 
une longueur constante D, on tracera sur la surface 1 une nouvelle spirale 
imparfaite d'Archimède à double courbure ^ rallongée y, ou raccourcie y', , et les 
courbures y et y,, y et y\ seront des ccturbes identiques. 

Cansiruction de la tangente à la développante imparfaite à double courbure 
et à la spirale d'Archimède imparfaite à double eonrbure. 

Il nous reste à donner la construction de la tangente en un point d'une déve-^ 
loppante imparfaite à double courbure et en un point d'une spirale imparfaite 
d'Archimède à double courbure. 

l^De la tangente à la développante imparfaite à double courbure* 
Désignant par y la développante imparfaite à double courbure ^ et nous rappe^ 
lant que cette courbe est tracée sur une surface hélicoide développable, et qu'elle 
a pour projection une développante imparfaite g du cercle qui est la section 
droite du cylindre sur lequel est tracée l'arête de rebroussement de la surface 
hélicoide, nous construirons le plan tangent T à la surface hélicoîde; puis nous le 
couperons par un plan vertical Q passant par la tangente à la courbe g y tangente 
que nous avons appris à coostruire au comineBoemeiit de ce cliapitre , et Tinter^ 
section des deux plans T et Q sera la tangente demandée. 
2" Delà tangente à la ipirate imparfaite d'Archimède à double courbure. ^ 
Désignant par y la spirale imparfaite â double courbure , et nous rappelant que 
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celle courbure est tracée sur une surface hélicoide gauche ayant l'axe A pour 
directrice, et que cette courbe y a pour projection une spirale plane et imparfaite 
d'Arehimède 6, et que Ton sait construire la tangente en un point de cette 
courbe g, ainsi qu'on Fa dit au commentement de ce chapitre, nous construirons 
à la surface hélicoide le plan tangent T pour le point considéré sur la courbe y ; 
puis menant un plan vertical Q par la tangente à la courbe 6, Tintersection des 
deux plans T et Q sera la tangente demandée (^). 

Passons maintenant aux développantes sphériques rallongeas et raccourcies , et 
établissons les analogies géoméiriifues qui existent entre ces courbes et celles que 
nous venons d'étudier, 



Des ^développantes sphériipj^es rallongées et raccourcies. 

Dans le mémoire Sur les épicycUAdes sphériques que j'ai publié dans le 
23' cahier du Journal de l'École polytechnique , j'ai donné la génération de la 
développante sphérique, en considérant t^etle courbe comme une épicycloide 
particulière; et en vertu de ce mode de génération j'ai démontré que l'enveloppe 
des plans normaux de cette courbe était une surface conique de révolution ayant 
son sommet au centre de la sphère sur laqi^elle la courbe était tracée et pour 
base le cercle fixe sur lequel roulait un grand cercle de la sphère, un point de 
ce grand cerle engendrant la développante sphérique. 

Mais il est fecile de reconnaître que la développante sphérique peut être en- 
gendrée d'une autre manière. 

Et en effet : 

On se rappelle que, Monge a démontré que toute courbe à double courbure C 
avait une infinité de développées qui étaient toutes des hélices tracées sur la sur- 
face développable enveloppe de l'espace parcouru par le plan normal à cette 
courbe C. 



(*) On doit comprendre qtie lorsqne nons conridérons trois spirales d^Archimède, l'une intermé- 
diaire dite parfaUe et le9 deux antres dites imparfaites^ ces trois spirales ne doivent être considérées , 
denx d'entre elles comme ifqparfaites par rapport à la troisième occupant la position intermédiaire , 
que par analogie géométrique ; car ces trois courbes , considérées i^parément, sont trois spirales ayant 
la même équation , savoir : p^zacû, dans laquelle le coefficient a prend une valenr particulière pour 
chacune des trois courbes spirales. 
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Dès lors, on voit que si, par un point de la développante spbérique C, on 
mène une doite K quelconque , mais tangente au cône D enveloppe des plans 
normaux de la courbe G, et qu'on plie librement cette tangente K sur ce cône D , 
on formera une hélice conique E qui sera la développée de ta courbe G. 

Ainsi , si Ton considère la surface développable 1 formée par toutes les tan- 
gentes K à une hélice conique E ( le cône sur lequel cette hélice E est tracée étant 
de révolution) , toute courbe G tracée sur cette surface 2 et coupant ses géné- 
ratrices K sous l'angle droit sera une développante sphérique. 

TYoeé mécanique de la développank ^hériqtie sur la surface concave d^une sphère. 

Ce qui précède nous permet de tracer sur la surface concave d'une sphère une 
développante sphérique, par un mouvement continu et d'une manière très- 
simple et très-commode pour la pratique. 

Et en effet : 

Imaginons une demi-sphère creuse S et un cône solide de révolution B, ayant 
son apothème égal en longueur au rayon de la sphère , et pour base un cercle 
d'un rayon arbitraire. 

Plaçons le cône B dans la demi-sphère creuse S^ de manière que son cercle- 
base s'applique exactement sur la surface concave de la sphère ; dès lors le centre 
de la sphère et le sommet du cône coïncideront. 

Gela fait, plions sur le cône B une bande de parchemin , cette bande s'enrou- 
lera sur le cône sans déchirure ni duplicàture, et chacun de ses bords tracera sur 
le cône une hélice conique; et si Ton s'arrange de manière à ce que l'extrémité 
du parchemin vienne aboutir précisément en un point du cercle-base du cône; 
en dépliant le parchemin et le tendant , cette extrémité décrira sur la sphère 
creuse une développante sphérique* 

D'après ce qui a été dit ci -dessus, on peut facilement déduire ce qui 
suit : 

1' Si l'on a un cône de révolution B et si on le coupe par une suite de plans 

perpendiculaires à son axe, on obtiendra une suite de cercles V, V, V" 

dont les rayons seront entre eux comme les distances du sommet du cône aux 
centres de ces cercles , ou , en d'autres termes, comme les parties de l'apothème 
comprises entre le sommet du cône et les différents plans sécants.. 

Désignant donc le sommet du cône par a , et par 6, b', b*" les points en 

lesquels l'apothème G du cône B se trouve respectivement coupé par les plans 

3 
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des cercles V, V, V'^ et désignant par R , R', R" les rayons de ces cercles , 

on aura : 

Gela posé : 

Concevons le plan T tangent au cône B suivant rapothéme ou génératrice G , 
et traçons dans ce plan T une suite de cercles ayant le sonunet a pour centre 
commun et pour rayon les droites ab^ ab', ab" et désignons ces cercles par 

Q.Q'^Q'' 

On voit de suite que les cercles Y et Q sont en contact par le point 6; que les 
cercles Y' et Q' sont en contact par le point b\ et ainsi de suite. 

Maintenant , si l'on suppose que tous les cercles Q y Q\ Q" roulent ensemble et 

en même temps sur les cercles Y, Y', Y" les points é, b\ 6"..... décriront 

chacun une développante sphérique. 

Et ainsi, le point b décrira la développante y qui sera située sur la sphère S 
ayant ofr pour rayon et le point a pour cmtre. 

Le point b' décrira la développante y qui sara située sur la sphère S' ayant ùb' 
pour rayon et le point a pour centre, et ainsi de suite* 

Et comme , en même temps que le cercle Q roule sur le eetde Y, les autres 

cercles Q', Q" roulent sur les cercles Y', Y'' en décrivant autour de Taxe 

du cône B le même angle en vertu des équations (i), on voit que toutes les déve- 
loppantes y, y^ y' scront placécs sur un cône ^icycloîdal ayant le point a 

pour sommet. 

On peut donc énoncer ce qui suit : 

I. Lorsque l'on a une suite de développantes sphériquesy^ y^ y'^, ayant 

une même surface conique B pour enveloppe de leurs plans normaux , et coupant 
celte surface conique B en des points bj b\ b'\ situés sur une même géné- 
ratrice G de ce cône B , toutes ces courbes y 9 y% y"? sont situées sur un même 

cône U, qui a pour sommet le sommet du cône B. 

Analogie géométrique. Si l'on suppose que le cône B devienne un cylindre de 
révolution B, , alors les courbes à double courbure y, y', y' deviennent des déve- 
loppantes planes y,, y',, y\. Et comme y dans ce cas , on a : ofr =zab'^=^ab"=^ rinfini y 
etqueR=ft=R''=con«toite, dès lors, les développantes planes 7,, y\ , y", sont 
des courbes identiques et situées dans des plans parallèles et elles percent le 
cylindre B, en d^ points 6,, *',, V\ qui sont situés sur une même génératrice G, 
de ce cylindre B,; et le cône épicydoidal U devient un cylindre U. sur lequel se 
trouvent situées toutes les développantes planes et circulaireB y. , y'., y"".. 



On peut encore déduire ce qui suit : 

2** Étant donné un cône de révolution B^ ayant tracé sur ce cdne une hélice 
E , et ayant construit la surtSetce développable 2 formée par les diverses tan- 
gentes K, de Thélice E; si l'on coupe la surface 1 par une suite de sphè- 
res concentriques S , S' , S" , ayant pour centre commun le sommet a du cône 
B j les courbes de sections obtenues y, y y y\ seront des développantes sphéri*- 
ques ; et Fhélice E s^ra coupée par la courbe y en un point d , par la 

courbe y' en un point (f et ainsi de suite; ces points d, <f , étant les points 

de rebroussement ou les origines des courbes 7 9 y' » y"'- 

On peut donc énoncer ce qui suit : 

H. Si l'on a une suite de développantes sphériques 7» y\ y\ ayant une 
même surface conique de ^évolution B pour enveloppe de leurs plans normaux ; 
si ces courbes coupent le cône B en des points d , ^ %^\ situés sur une hélice 
E tracée sur ce cône B ; toutes les courbes 7 , 7' 9 7'' seront situées sur une 
surface développable 2» ayant l'hélice £ pour arête de rebroussement. 

AsMiog^ géomMrique. Et si Ton suppose que le cône B devienne un cylindre de 
révolution B,, alors les courbes à double courbure 797', y' deviennent des 
développantes planes et circulaires} et les points cf , cT» <t\ sont situés sur une 
hélice E^ tracée stfr le cylindre B, ; et la surface 2 devient ua hélicoide dévelop- 
pable l,y ayant l'héliee E, pour arête de rebroussement. Dans ce cas, les sphjères 
S , S% S'\ deviennent des plans parallèles entre eux et perpeadiculaires à Taxe 
du cylindre B, (*). 

Examinons maintenant les développantes sphériques rallongées et raccourcies. 

Concevons le cône de révolution B, enveloppe des plans normaux d*une déve* 
loppante sphérique; la base de ce cône étant le cercle G^ son sommet étant 
au point a , son axe étant la droite aa qui unit le sommet a et le centre du 
cercle-base G {fig. 6). 

Imaginons le plan T , tangent au cône B suivant une de $es génératrices ab ; 
et dans ce plan T , traçons le cercle L tangent en b au cercle G , ayant son centre 
au sommet a> et. ayant dès lors pour rayon la droite ab. 

Cela fait : 

Concevons que le point m du cercle G est l'origiiie de la développante 



C) Car Tm plan est rigourenBement une sphère de rayon infini ; car une sokede aphèref ooiiMBtriqines 
•e transforment en nne suite de plans pu^Uèlcs, kmqa'oo sappote qne leor eenlre omofina est trana- 
porté k l'infini ; et comme les sphères concentriques coupaient sons Tangle droit Taxe dn cône B , il fent 
qae les plans parallèles coopent aussi sons Tangle droit Taxe dn cylindre B. , si Panalogie géométrique 
existe ; et c'est ce qui a lieu en efiet. 
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sphérique d, dès lors si, sur le cercle L » on prend un point x tel que Ion ait : 

Arc rectifié émc=: arc rectifié 6x, 

Le point x appartiendra à la développante sphérique d. 

Supposons maintenant trois positions du plan T, et par suite trois positions du 
cercle L (en supposant que le cercle L a roulé sur le cercle C, pour passer suc- 
cessivement on chacune de ces trois positions). 



Nous aurons le plan 



T tangent au cône B suivant 
T' - 



ab 
ab' 
ab"', 



Nous aaroos dans le plan 



T le cercle 

T' 
T" 



L tangent au cercle C au point 
L' . — 



b 
b' 
b". 



arc hx 



Supposons que les arcs bb\ b'b'^ A\x cercle C sont égaux entre eux; dès lors les 
plans T et T', T' et T'' feront entre eux des angles dièdres égaux; dès lors aussi 
les génératrices abeXab' ^ oh' et ab" comprendront entre elles des angles égaux. 

Cela posé : 

Si sur le cercle M on prend : arc rectifié 6V = arc rectifié b'm ; 

Si sur le cercle IT on prend : arc rectifié b"x = arc rectifié 6"m, on placera 
sur le cercle M un point x% et sur le cercle L" un point a!\ tels que ces points 
appartiendront à la développante sphérique d. 

Si maintenant je prends, sur le cercle L, un point y tel que l'on ait : ^ . — 

une constante K; 

arc \! od 

sur le cercle L', un point jf' tel que Ton ait : — jr* = ^ 5 

arc y^oi^ 

et sur le cercle \I\ un point y" tel que Ton ait : — -rrrr^ = K; 

tous les points jf^ ^ ^ y" formeront une courbe 9 tracée sur la sphère S , qui a 
son centre au point a et ab pour rayon; et cette courbe 9 qui aura son origine 
ou son point de rebroussement situé en m sur le cercleC, sera une déveiappame 
sphérique imparfaite» 

Si K est > 1, les points y^ y , y" seront placés respectivement entre les 
points x eib, x' et b\ x" et 6", et la courlie 9 sera dite dévelappanie sphérique 
raccourcie. 

Si K est < 1 y les points y ^ y 9 y' seront placés au delà des points Xy x ^x\ 
par rapport aux points b^ b' y b" y et la courbe 9 sera dite dévebppœUe sphérique 
rallongea. 

Si K = i, alors les points x et y, x et y' y x" et y" se confondent, et les 
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deux courbes ^ et d ne forment plus qu'une seule et même courbe qui est la dé- 
velapptttUe iphérique parfinie. 

On voit de suile l'analogie qui existe entre la construction des dévebppanies 
iphériques imparfaites et celle des dévelappanles planes imparfaites , les droites xm , 
x'm'ifig. 1) sont remplacées par les arcs yb , yfb' (fig. 6 ). 

Maintenant , si par le point x et dans le plan tangent T on mène une droite 
art)iiraire a:p et coupant la génératrice ab au point p, et si l'on plie librement 
cette droite sur le c6ne B, on aura l'hélice conique E qui passera par le point 
m du cercle G, et qui coupera les génératrices ab' au point p', ab" au point 
ft'i et les droites px, p'x, pV seront des tangentes à l'hélice E , aux points 

Si l'on unit le sommet a aux points y, y', y'^ les droites ay^ ay\ ay" cou- 
peront respectivement les droites px, p'x , p"x aux points %y z' , %" qui forme- 
ront une courbe y tracée sur la sur&ce hélicoide développable 2 ayant l'hélice 
E pour arête de rebroussement , et cette courbe y aura son origine ou son point 
de rebroussement situé en m sur le cercle G. 

Nous donnerons à cette courbe y le nom dedévetappaniehéUcO'Sphérique imparfaite. 

Il y aura des développantes hélico-sphériques raUongées ou raccouràesy suivant 
que la courbe y sera l'intersection de la sur&ce hélicoide 1 par un cône ayant 
pour directrice une développante sphérique rallmgée ou raccourcie ^ et pour som- 
met le point a (sommet du cône B). 

On voit de suite l'analogie géométrique qui existe entre la construction des 
développantes hélico-sphériques imparfaiies et celle des développantes bnparfaiies 
à double courbure : les premières se projettent coniquement et orthogonalement 
sur la sphère S , suivant des développantes sphériques imparfaites , tout comme 
les secondes se projettent cylindriquement et orthogonalement sur le plan de 
section droite du cylindre B, , suivant des développantes ptoiei imparfaiies. 

Gela étant établi : 

Décrivons dans les plans tangents T^T , T" des cercles L., L\ , L"", du point 
a comme centre , et avec a%, asi , as!' pour rayons. 

Le c^cle 



L. coupera la droite 

U — 

W - 



ax au point 
ax' — 



ax 



n 



It et la droite 
r -. 



ab au point 

at^ — 



n 



». 

»/ 



tt 



Et comme les cercles L et L, , VI et L'. , M' et \J\ sont deux à deux dans un 
même plan et sont concentriques , on aura évidemment : 

arc te arc g.f, arc i>/</ _ arc y/7 " ^ 

arc iy arc v^ arc %[ii "^ arc «| V ~~ ' 
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On peut donc conclure ce qui suit : 

III. 1* Si du point a sommet du cône B , comme centre , on décrit une suite 
de sphères S^ S% S'' coupant la courbe y (développante hélico-ephérique impar- 
faite) en les points s, %\ x"-^ 

2* Si Ton mène par les points 2, x\ %" des plans T, T', T' tangents au cône 
B, lesquels toucheront ce cône suivant les génératrices H, IT, H'% et lesquels 
couperont , savoir : 

Le plan T, la sphère S suivant un cercle L, du rayon az^^ 
Le plan T", la sphère S' suivant un cercle L\ du rayon az'] 
Le plan T'', la sphère S'' suivant un cercle L" , du rayon az" ; 

3** Si on trace sur la sphère S la développante sphérique d passant par le point 
k; sur la sphère S\ la développante if passant par z'i et sur la sphère S''^ la déve- 
loppante if' passant par zf\ 

Ces développantes d, if^if' viendront couper le cône B en des poinu l, t , l" , 
qui seront en ligne droite. 

Ces points / , f > T seront les origines ou points de rebroussement des courbes 

On peut de suite reconnaître les nouvelles anahgieê géaméiriques qui existent 
entre les développantes kéliahSf^iériques ralUmgée$ ou raccaurdei et les dévelop- 
pantes â double caiarbure raUongée ou raccourcie. 



JruUogies géoméirique$. 

Et en effet t 

Lorsque le cône B devient un cylindre B, , les sphères S^ S^ S'' deviennent des 
plans parallèles entre eux et perpendiculaires à l'axe de ce cylindre B,. 

Les cercles L, L^, V deviennent des droites parallèles entre elles et perpen- 
diculaires àFaxe du cylindre B.^ et les développantes sphériques d, Sf, if' deviennent 
des développantes planes ayant leurs origines ou leurs points de rebroussement 
placés en ligne droite et sur une génératrice droite du cylindre B.. 

Étsmt donné un cône de révolution B dont le demi-angle, au sommet, est égal 
à fld, menons par son axe A un plan sécant Y, ce plan coupera le cône suivant 
deux génératrices G et G, qui comprendront entre elles un angle égal à 2». 

Imaginons le plan T tangent au cône B suivant la génératrice G^ et pUiçons 
dans ce plan T une droite K perpendiculaire à G et la coupant en un point p 
distant du sommet a du cône B d'une quantité égale à X. 

Si nous plions librement la droite K sur le cône B, nous obtiendrons une hélice 
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conique E y dont les arcs de droite et de gauche , par rapport au poinl p j neu" 
dront se croiser en on point p, de la génératrice G. pour continuer à serpenter à 
droite età gauche de cette génératrice G. sur le cône B. 

Le point p est dit sommet de Théliee conique; la distance du point p, au sommet 
a du cône B est dite pas de la première circonvolution de Thélice; et la distance 
ap est dite rayon de Thélice. 

Or , il est évident que lorsque Ton connaîtra Fangle cù du cône B et le ra^n de 
rhéltce conique, cette courbe sera complètement déterminée. 

Imaginons Thélice E et ses diverses tangentes K ; je dis que toutes les droites 
K sont tangentes à une sphère S , décrite du sommet a du cône B comme centre, 
et ayant pour rayon le rayon de Thélice E. 

En effet : 

Si l'on conçoit une suite de plans tang^ts T, T% T^ au cône B, ehacun de 
ces plans contieodra une tangente K , K\ K" de Thélice E ; et lorsque l'on déve* 
loppera le cône B sur le plan T , l'hélice E se transformera en sa tangente K ; 
de même , si Ton développe le cône B sur le plan T' , l'hélice E se transformera 
en sa tangente K' et ainsi de suite. Et il est bi^i évident que si Ton abaisse, dans 
le développement du côoe sur un de ses plans tangents et du sommet a de ce 
cône, une perpendiculaire sur K, puis sur K' et ainsi de suite, toutes ces per* 
pendiculaires seront égales entre elles. 

Ainsi, si l'on conçoit la sphère S, le plan T coupera cette sphère suivant un 
grand cercle D qui sera tangent à K; le plan T' coupera cette sphère suivant un 
grand cercle D' qui sera tangent à K' ; et ainsi de suite. 

Cela posé: 

Gomme on sait que le plan osculateur en un point x d'une hélice E est per- 
pendiculaire au plan tangent T à la surface développable 2 sur laquelle cette 
hélice E est tracée (ce plan T étant construit pour le point xjy on en conclut 
que la droite K sera tangente à la sphère S; car le plan osculateur de l'hélice E, 
lequel est mené par la tangente K , étant perpendiculaire au plan tangent T , sera 
tangent à kt sphère $ et au point où la droite K touche le cercle D. 

Ainsi on peut énoncer le théorème suivant. 

Théorème : Toutes les génératrices droites d'une surface héliccide développable, ayant 
une hélice conique E pour ctréte de rebroussement , sont tangentes à une sphère ayant 
pour rayon celui de l'hélice E, et pour centre le sommet du cane B de révolution sur 
lequel l'hélice E se trouve placée. 

Le théorème précédent est général , en ce sens qu'il est vrai quelle que soit la 
base ou courbe directrice du cône B. 
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De ce qui précède on peut déduire ce qui suit : 

i* Étant donné un cône de révolution B et deux sphères S et S' ayant pour 
centre commun le sommet a du cône B, si Ton trace sur la sphère S une déve- 
loppante spbérique i , pour laquelle l'enveloppe de ses plans normaux sera le 
cône B et si Ton fait mouvoir une droite K s'appuyant : 1^ sur la développante 
sphérique d ; ^^ tangentiellement au cône B ; et 3* tangentiellement à la sphère 
S'; les diverses droites K seront coupées par la sphère S en des points qui for- 
meront une seconde développante sphérique i^ 9 ^t les parties interceptées par la 
sphère S, sur les diverses droites K, seront toutes égales entre elles. 

2"" Si Ton fait mouvoir tangentiellement à une hélice conique E tracée sur un 
cône B de révolution, une droite d'une longueur constante K, l'une des extré- 
mités de cette droite K décrivant une développante d de l'hélice E , Tautre ex- 
trémité de cette droite K décrira une seconde développante d, de l'hélice E, et 
les deux courbes d et d, seront situées sur une sphère S ayant son centre au som- 
met du cône B. 

3"* Si l'on fait mouvoir une droite G , s'appuyant tangentiellement sur un 
cône de révolution B et sur une sphère S' ayant pour centre le sommet du 
cône B, si l'une des extrémités de cette droiteG décrit une développante sphérique 
rallongée <f ou raccourcie 9 tracée sur une sphère S concentrique à la sphère S\ la 
surface gauche décrite par G sera coupée par la sphère S et par toutes les sphèr 
res concentriques à S et S\ suivant une développante rallonge 9, ou raccourcie 
o\. Les points de contact de la droite mobile G et du cône B formeront une 
courbe E , dont il faut déterminer la nature géométrique. 

Je dis que la courbe E n'est autre qu'une hélice tracée sur le cône B. 

Et en effet : 

L'équation de la droite A (yï^. 7) est en coordonnées rectangulaires : 

y a- — m • X + 6 (2) 

Pour avoir l'équation polaire de la droite A (prenant l'origine des coordonnées 
rectangulaires pour pôle et l'axe des x pour l'origine des angles a ) , il faudra 
remplacer dans l'équation ( 2 ) 

y par (p sin a), et a; par (p cos a) , 
et Ton aura : 

p ( sin œ H-m cos a) =-^ 6 (3) 

pour l'équation polaire de la droite k. 
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Cela posé : 

La sphère S (fig. 8) dont le centre est au sommet du cône B étant coupée, 
par le plan T tangent au cône B, suivant un grand cercle D; la génératrice de 
contact du plan T et du cône B étant ab ; le point x situé sur le cercle L tracé 
dans le plan T, étant un point de la^ développante spbérique parfaite d et le point 
y étant un point de la développante spbérique raccourcie ou rallongée <p, ; si par 
le point y on mène la droite yq tangente en q au cercle D , cette droite coupera 
la génératrice ab en un point p qui sera un point de la courbe de conUct 
cherchée E. 

Représentons : 

par X l'angle yaq*^ 

par ( Tangle t/ofr; 

par X l'angle qab] 

par a Tangle xab] 

par p le rayon vecteur op; 

par R le rayon du cercle D ou de la sphère S. 

Le triangle rectangle paq nous donne : 

pcosX = R (4) r 

Or 

XK x-^. X\ 

paq^yaq — yab 
Ou 

Remarquons que, pour tous les points de la courbe E, le triangle paq est con^- 
stant ; donc l'angle x est constant* 

Et l'équation ( 4 ) deviendra : 

pcos(x— = R (5) 

Mais comme le point y appartient à- une développante spbérique raccourcie ou 
rallongée , on a : 



Donc on peut poser : 



arcâ?fr 

— r- = eonstante. 

arc 6y 



n 
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Dès lors l'équalioD (5) deviendra : 



Ou 



pcos(x--^) = R 
P ( ^^s X' ^^ •" + ^^^ X' s^^ — ) = R (6) 



Et comme l'angle ^ est constant, d'après ce qui a été dit plus haut, on 
peut représenter cos ^ p^r une constante M, et sin ^ P^i* une constante N; et 
l'on aura : 






On voit de suite que l'équation (7) est de même forme que l'équation (3). 

Ainsi l'équation (7) est l'équation polaire d'une droite ; ainsi la courbe lieu 
des points p (après le développement du cône B sur son plan tangent T) est 
une droite. La courbe E y lieu des points de l'espace , est donc une hélice 
conique. 

Si dans l'équation (7) on fait varier la quantité n, on fera varier le rapport 

— — r; et la courbe E, tout en restant une hélice conique, changera de place 

sur le cône B. 

Or, si l'on fait varier it, on voit de suite que chacune des droites lieu des 
points p, passera par le pointa:^ ou, en d'autres termes, que toutes les hélices 
coniques E couperont le cercle C, base du cône B {fig. 6), en un même 

point. Car, si dans l'équation (7) on fait -^e=:0, on aura : 

R R 



COS Oi 



Et quelle que soit la valeur que Ton attribue à la quantité n] dans l'expression 

-- et dans l'équation (7), on aura toujours une équation de la forme p (sin a + 

m. cos a) = b ', et quelles que soient les valeurs attribuées à m et à 6 dans cette 

équation, on aura toujours— égale à une quantité constante, puisque ce point 

X {fig. 8) sera un point fixe par lequel passeront toutes les droites représentées 
par cette équation. 
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On voit aussi que les sommets q {fig. 8) des diverses hélices coniques E, que 
l'on obtiendra en faisant varier n , sont distribués sur la courbe lieu des cen- 
tres de courbure de la développante sphérique d décrite par le point a:, courbe 
qui (ainsi que nous le savons) se transforme en un cercle tracé sur ax , comme 
diamètre, lorsque le cône B est développé sur son plan tangent T. 

Remarquons encore que , suivant que n sera > i ou < 1 , la développante 
imparfaite décrite par le point y sera raccourcie ou rallongée , et l'on voit dès 
lors qu'en attribuant à n toutes les valeurs possibles , l'on obtiendra toutes les dé- 
veloppantes sphériques rallongées ou raccourcies de la développante sphérique 
parfaite i, décrite par le point x (fig. 8 ). 

En vertu de ce qui précède, on peut énoncer les théorèmes suivants : 

Théorème A. {fig. 9) Étant donné un cercle D ; ayant mené par son centre a une 
droite X, ayant ensuite mené une droite Y tangente à ce cercle D, si l'on mène 
deux droites, l'une X' par le point a faisant avec la droite X un angle a, et l'au- 
tre Y' tangente au cercle D et faisant avec la droite Y un angle <p, ces deux 
droites se couperont en un point p et tous les points p, ainsi déterminés, 
seront en ligne droite, si les angles a et 9 sont liés entre eux par l'équation : 

■ 

TuÉORÈME B. (fig. iO) Étant donnés un cercle D etune droite L; ayant mené par le 
centre a du cercle D une droite X coupant la droite L au point q ; ayant mené 

par le point q une droite Y tangente au cercle D; si par les points 7', 9", 

de la droite L, on mène les droites X', X", tendant au centre a, et les droi- 
tes Y', Y", tangentes au cercle D, on aura : 

XX XX " . m* 

-.--— := etc. == constante M. 



YY^ YY'' 

Ce théorème est le réciproque du théorème (A). 

Théorème C.(fig.H) Étant donnés un cercle D et une droite L ; on sait, en vertu 
du théorème (A), que si l'on mène par le centre a les droites X, X', cou- 
pant la droite L aux points p, q, et si par les points p et 9 on mène les 

droites Y, Y' , tangentes au cercle D , en désignant par « l'angle XX' , et par cp 
Tangle YY' , on aura «= Mcp, quelle que soit la position des droites X' et Y', par 
rapport aux droites fixes X et Y. 

Si maintenant on mène par le centre a une droite X, faisant avec la droite 
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X un angle y arbitraire , et que Ton suppose que cette droite X. soit l'origine 
des angles a , on aura , en vertu de l'équation de condition a=^U^, une droite 
L, qui sera tangente au cercle C , cercle auquel la droite L était tangente. 

Théorème D.^fig. i2) Étant donnés un cercle D et une droite L^si l'on mène par le 
centre a la droite X coupant L au point p, si par les points q de la droite 
L on mène les droites X' tendant aii centre a ; si l'on mène les droites X". 
tendant au centre a^ et telles que l'on ait l'équation de condition a. = Ncp, , 
tandis que Ton avait, pour la droite L, l'équation de condition a =M9, on 
obtiendra une droite L. passant par le point p. 

Et la droite L. se construira en portant aq , situé sur X' , de a en q, sur X", ; 
les points 9. seront sur la droite cherchée L,. 

Ainsi f le théorème (C) nous dit : si l'on suppose que l'on a a &=: Mtf et que 
l'on change Taxe X , à partir duquel on compte les angles a , pour le placer en 
X, , la droite L passera en L. en tournant autour du centre a d'un angle égal à 
Fangle y, que les axes X et X, font entre eux. 

Ainsi y le théorème (D) nous dit : si l'on ne change pas l'axe X , origine des 
angles a , mais que l'on fasse varier le rapport M qui existe entre les angles a 

et 9, on obtient diverses droites L, L. , se coupant en un même point sur 

l'axe X. 

J'ai cru devoir entrer dans tous ces détails, parce que les théorèmes A , B^ G, 
D, sont les théorèmes fondamentaux de toute la théorie des* courbes hélices coni- 
ques et des surfaces hélicoîdes coniques. 

Et par suite de tout ce qui vient d'être dit on peut énoncer ce qui suit : 

I. Étant donnés un cône de révolution B et une hélice conique E tracée sur ce 
cône, désignant par R la distance du sommet du cône B au sommet de la 
courbe E , si l'on décrit une sphère S du sommet du cône B comme centre et 
avec un rayon R. , et que Ton fasse mouvoir une droite G tangentiellement au 
cône B et à la sphère S , et de telle manière que cette droite G s'appuie sur 
l'hélice E, on formera une surface hélicoîde 2, telle que toute sphère S' con- 
centrique à la sphère S coupera cette surface 2. 

i"" Suivant une développante sphérique parfaite d, si l'on a R« = R. 

2'' Suivant une développante sphérique imparfaite 9, si R. est plus grand ou 
plus petit que R. 

3*" La développante imparfaite sera raccourcie si Ton a R, < Rj et elle sera 
ralUmgée si l'on a au contraire R, > R. 

II. Etant donnés un cône B de révolution et une hélice conique E tracée sur 
ce cône, et la développante sphérique parfaite i tracée sur une sphère S' et 
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ayant pour développée Théliee E; si l'on conçoit sur la sphère S' la développante 
sphérîque imparfifiite» rallongée ou raccourcie 9, et que l'on fasse mouvoir une 
droit^ G, 

i* Sur la courbe ^ et sur la courbe E et tangentiellement au cône B, on for- 
mera une surface liélicoîde gauche A ; 

2^ Sur la courbe 3 et tangentiellement à l'hélice E, on formera une surface 
hélicoîde développable 2. 

Les surfaces A et 2 seront respectivement tangentes à deux sphères , S. et S 9 
ayant pour centre commun le sommet du cône B; le rayon de la sphère S sera 
^al au rayon R de rhélice E , et le rayon R, de la sphère A sera plus grand que 
R si la courbe f est une développante rallongée , et il sera plus petit que R si la 
courbe f est une développante raccourcie. 

De plus, la surface A touchera la sphère S, suivant une développante sphérî- 
que imparfaite, rallongée si Ton a R. > R, et raccourcie si Ton a R. < R. 

Et la surface 2 touchera la sphère S suivant une développante sphérique 
parfaite. 

Tracé mécanique de la dévehppanie ^pkérûpue $mr la surface amvexe d'une spkére. 

Ce qui précède nous permettra de tracer , par un mouvement continu sur la 
surfoce convexe d'une sphère, une développante sphérique parfaite. 

Et en effet : 

Étant donnée une sphère pleine S , sur la surface convexe de laquelle on veut 
tracer une développante sphérique, on prendra un tronc de cône solide et de 
révolution ; on Févidera de manière à ce que la sphère pleine puisse reposer sur 
le petit cercle du tronc solide; ce tronc aura été construit de manière à ce que 
se trouvant en contact avec la sphère par son petit cercle , le centre de la 
sphère et le sommet du cône coïncideraient, si l'on supposait le tronc de cône 
prolongé. 

Gela fait : 

Qn enroulera sur le tronc de cône une bande de parchemin dont Tune des 
extrémités viendra aboutir en un point du petit cercle; en déroulant la bande de 
parchemin, cette extrémité décrira, sur la sphère, la développante sphérique ei 
parfaite draiandée. 

Pour compléter les analogie$ géométriques qui existent entre les courbes hélices 
et les surfaces héliccides soit cylindriques soit coniques, résolvons la question sui* 
vante. 
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Une surface hélicoïde conique développabU au, gauche est Umjaurê coupée for un eéne 
de révolution ayant même axe et même sommet que le cône de réwAuûxm mr lequel 
est tracée l'hélice conique , qui est l'arête de rebroussement de la surface dévelqppable 
ou l'hélice conique directrice de la surface gauche , smvant une hélice conique. 

V Rappelons-nous que les tangentes à Thélice tracée sur un cône forment la 
surface dite hélic(nde conique développable , et que toutes ces tangentes à l'hélice 
sont en même temps tangentes à une sphère ayant son centre au sommet du cône, 
et pour rayon la distance du sommet du cône au sommet de Thélice , et que 
Thélice conique est taréte de rebroussement de la surface. 

2° Rappelons-nous que , si Ton a un cône de révolution et une hélice tracée 
sur ce cône, et une sphère dont le centre soit placé au sommet du cône, et dont 
le rayon soit plus grand ou plus petit que la distance du sommet du cône au 
sommet de Thélice, si l'on fait mouvoir une droite tangentiellement au cône et à 
la sphère et en s'appuyant sur l'hélice, on engendre une surface dite hélicoide 
conique gauche y et cfue l'hélice est dite directrice de la surface. 

3» Rappelons-nous les théorèmes (A) et (B). 

Cela posé : 

Traçons sur un cône B de révolution une hélice conique E, et imaginons une 
sphère S du rayon R et ayant son centre au sommet a du cône B ; faisons glis- 
ser une droite 6 tangentiellement au cône B et à la sphère D, et de manière à 
ce que, pendant son mouvement, cette droite s'appuie sur l'hélice E; cette 
droite G engendrera une surface hélicoïde conique qui sera gauche ou dévelop- 
pable suivant la grandeur du rayon R. 

Gela fait : 

Remarquons que si l'on conçoit : 

l"* Le plan tangent T au cône B suivant la génératrice H, ce plan coupera, 
suivant une génératrice H' , le cône de révolution B' qui aura même sommet a 
et même axe X que le cône B. 

2"" Le plan tangent T, au cône B suivant la génératrice H, , ce plan coupera le 
cône B' suivant une génératrice H',. 

Par conséquent, les plans tangents T' et T", , menés au cône B' suivant les 
génératrices H' et H', , feront entre eux le même angle que les plans T et T, tan- 
gents au cône B. 

On aura donc : 

0/;= T\T,. 

3*" Et si l'on considère une suite de plansT, T., T,, T^, tangents au côn«- 
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B et suivant des géoératrioes H, H,, H,^ H,^ faisant entre elles des angles 

égaux, et qu'ainsi on ail : 

Hrît=0; = lCHr=etc., 

on aura une suite de plans T', T',, T',, T',, tangents au cône B' et sui- 
vant des génératrices H% H',, H',, H',, qui feront aussi entre elles des angles 

égaux, et Ton aura : 

hCh: = H/TïT; = h^h;= etc. 

4* Les droites H et H', H, et H',, H. et H',, etc., font entre elles des angles 
égaux. 

Ainsi on a : 



5^ Les angles dièdres T,T, et (X, H), (X, H,) C) sont égaux; on aura donc : 



T,T.= T.,Tt=T„T3=etc.=(X,H),(X,H.) = rï;H,),(X,H.) = etc. 
Et aussi : 



r,T'. = (t;,t/ = t;,t;= etc. = (x, ho, (x, h.o = (x, h/), (x, h/) = etc. 

&* Remarquons enfin que les angles dièdres , 



T,T. et r,T;; (X,H),(X,H,) et (X,H'), (X, H/) 



sont tous les quatre égaux entre eux, mais que les angles que font entre elles les 
génératrices H, H. du cène B et H', H", du cône B', ne sont pas égaux entre eux ; 
de sorte que lorsqueroo développera Je cône B sur son plan tangent T, les droites 
H et H. prendront lespositionsK et K.; et lorsque l'on développera le cône B' sur son 



(*) En désignant par (X, H) le plan méridien du cône B , qui passe par Taxe X de ce cône B et par sa 
génératrice H ; et par (X , H') )ç. plan méôdien du cône B' passant par son axe X et par sa génératrice 
H', etc. 
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plan langent T, les génératrices H' et fl'. prendront les positions K' et K^, et les 

angles K, K. et K\ K\ ne seront pas égaux entre eux. 

Cela posé : 

Traçons sur le cône B une hélice conique E ; menons une suite de généra- 
trices H 9 H,, H., du cône B^ équiangulaires entre elles et coupant E aux points 
m^m,, m/j par les points m^ m,y m^f menons des droites G, G,, G. tangentes au 
cône B et à une ^hère S décrite du point a, sommet du cône B , comme centre 
et avec un rayon R. 

Imaginons le cône B' ayant son sommet en a, et pour axe Taxe X du cône B; 

les droites G, G,, G, perceront le cône B' en les points p, p., p.» je dis que 

la courbe E' , lieu des points p,p,^ p, » est une hélice sur le cône B". 

Et en effet : 

Par les points p» p.» p.t passeront les génératrices H", H'. , H", du cône B'; 
ces droites seront équiangulaires entre elles. 

Si donc je développe le cône B' sur son plan tangent T', les droites H\ H', , 
H'^ prendront les positions K% K^., K^, équiangulaires entre elles; et les droi- 
tes G, G, , G, prendront les positions G' , G'. , G", tangentes au cercle D tracé 
du point a comme centre e^ avec R pour rayon (ce cercle D n'étant autre que 
la section faite dans la sphère S p^r le plan T'). Les droites G% G^,, G^, seront 
aussi équiangulaires entre elles, et les points p\ p". , p, en lesquels viennent se 
placer, après le développement, les points p, p., p., seront donc en ligne 
droite, en vertu du théorème (A); la courbe E' est donc une hélice tracée sur le 
cône B^ 

Il nous reste à trouver la longueur du rmfon de Thélice E'. 

Désignons, par L, le cercle suivant lequel I9 sphère S' du rayon R' est coupée 
par le plan T tangent au cône B; et par L', le cercle suivant lequel la même 
sphère S' est coupée par le plan T' tangent an cône B^ 

Les deux cercles L et L' auront même rayon R', et pour centre commun le 
sommet a, et leurs plans se couperoat suivant la génératrice H' du cône B'. 

Après le développement du cône B sur le plan T, les droites K, K,, K,, K, 
couperont le cercle L en les points A, &,, i!r,, k^^ les droites G', G',, G'., G', cou- 
peront le cercle L en Iqs points g' y g\j g\, g\ L'hélice E se transformera 

suivant une droite U qui coupera le cercle L au point x] et l'on aura : 

^c . xk arc xk, arc xk. . 

77 =* ,, ss ss et«. = constante = l; 

atc.g'k SLTcglk, arcf/i^ 
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ou , en désignant l'arc variable xk par (i et Tare variable g'k par y , on aura : 

L'équation de condition /x=^/.y. 

Equation qui est satisfaite puisque la courbe E est une hélice. 

Les génératrices H', H',, H',, H', du cône B', font des angles égaux avec les 
génératrices H, H,, H,, H, du cône B; en supposant donc que ces génératrices 
H'^ H'., H',, H', suivent le développement du cône B, elles viendront se placer 
sur le plan T, en les positions K', K',, K'^, K'^, et elles feront entre elles des an- 
gles égaux entre eux et à ceux que font entre elles les droites K , K, , K, , K,. Dési- 
gnant donc, par &% k\^ k\, k\^ les points en lesquels le cercle L est coupé 
par ces droites K', K'^, K'^, K'^, et par n, n, , n^y n^^ les points en les- 
quels les droites G' et K', G', et K',, G', et K'^, se coupent, on voit de suite , 
en vertu du théorème (À), que les points n, n., n,, n, seront sur une droite 13' , 
laquelle coupera le cercle L en un point x. 

Et l'on aura dès lors : 



arc a^H arc ccfk' arc afhl . 

—rr, = 77-; = --, = etc. = constante = /; 

arc g'K arcj/»/ arcjf/*; 



ou, en d'autres termes, l'équation 



= /• 



sera encore satisfaite ; de sorte que la droite U' sera tangente au cercle , au- 
quel la droite U, transformée de l'hélice E, était elle-même tangente , en vertu 
du théorème(C). 

Ainsi y par ce mode de transformation , l'hélice E' située sur le cône B', de- 
vient une droite sur le développement du cône B. 

Cela établi : 

Développons le cône B' sur son plan tangent T^ 

Les génératrices G, G,, G., G,, se transformeront en les droites G", G",, 
G/', G^^'y tangentes au cercle D , tracé dans le plan T' , et qui est la section faite 
dans la sphère S par ce plan T. 

Les génératrices H% H',, H',, H',, se transformeront en les droites K!\ 

K/', K/'; les droites G", G/', G/', seront équiangulaires entre elles, ainsi que les 

droites K'', K/', K/', et les droites G", G/', G/', couperont le cercle L' en les points 

g'' y g!\g" y et les droites K", K/', K/', couperont le cercle L'en les points 

k"y k" y k" y Les points p, p,y p., de la courbe E', deviendront les points p', 

5 
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Pm 1^ <1^ '^ droite M" traDâformée de Thélice E'; et cette droite U'^ coupera le 
cercle V en un point x\ et Ton aura : 

arc a?'fc" arc afk!' arc afk" 
arc y 'A" arc g;k, aicg"k" 

Et dé&ignant par ^' l'arc variable xk'\ et par y Tare variable ^"A", 
réquation de condition 

Il —l-y 

sera satisfaite. 

Or , lorsque Ton développe le cône B sur son plan langent , les deux géné- 
ratrices H et H. prennent les positions K et K. , et comprennent entre elles 
un angle qui est mesuré sur le cercle L, par Tare kk, ; et les deux génératrices 
H et H. comprenaient sur le cercle G, base du cône B, un arc A/t,. 

Si nous désignons par p le rayon du cercle G , nous aurons : 

arc kk^ = arc /lA,, 

et comme on peut poser (arc hh,) = —^, et (arc kk,) = — , 
on aura : 

n 171 

Si nous désignons par p le rayon du cercle G^ base du cône B% les deux géné- 
ratrices H' et H', comprendront^ sur le cercle G", un arc h'h\] et les droites K'' 
et K'',, en lesquelles ces génératrices se transforment sur le développement du 
cône B', comprendront 9 sur le cercle L\ un arc k''k^\y et Ton aura : 

arc k"k'\ s= arc h'h',. 
Et comme on devra poser (arc. h'h',) = ^ (*), et (arc A'V) == ^(**)» 

Il fît 



(*) Puisque les angles dièdres des plans méridiens (X, H), (X, H, ) et (X, H'), (Kj H/) sont égaux. 
(**) m' étant différent de m , puis que les angles compris entre les droites K et K( , Kf' et K/' sur le» 
dérdoppeme&fei retpeetife des ctoes B et B' ne sont pas égaux. 
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on aura : 

n tnl 



m' 



on aura donc : 

p m 

Ainsi , les angles développés (H , H,) et (H% H^J ^ sont entre eux dans le 
rapport inverse des rayons p el p' des cercles G et G\ qui sont les cercles- 
bases des cônes B et B^ 

D'après ce qui vient d'être dit, 
on aura : 

arc xk p^ 
arcûc^k'' p 

et , comme nous avons représenté Tare xk par pi et l'arc xk'\ par pi' , on aura : 

ft - 1' 



Et comme nous avons posé précédemment 

pi = l.y et pi'«=3 t,y' 

on en déduit : 



7 » .p 

P 



r' l. 



Si Ton suppose donc deux cercles concentriques G et C, et que l'on mène 
par le centre a commun à ces deux cercles une droite X, coupant le cercle G" 
au pointa:, puis deux droites Y et Y, tangentes au cercle G et coupant, la pre- 
mière le cercle G' au point y , et la seconde coupant le même cercle G" au point y,. 

Si l'on suppose que les arcs pi et pi% comptés sur le cercle C\ partent du 
point X et sont dès lors égaux entre eux , les arcs y et y comptés sur le cercle C, 
les premiers du point y et les seconds du point y, , ne seront égaux entre eux 
qu'autant que l'on aura lf=itf] et dans ce cas les deux droites construites en 
vertu des conditions pi = /y et pi' = ty\ seront toutes deux tangentes à un mê- 
me cercle D et se superposeront. Mais, si t n'est pas égal à /, alors les deux 
droites seront distincteset tangentes l'une à un cercle D, l'autre à un cercle D', ces 
deux cerices étant concentriques aux cercles G et € et ayant des rayons difKrents . 
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• 

Or, si (t=z l on en conclut que p=p'; et comme dans la question qui nou9 
occupe les deux cônes B et B' sont distincts, et que dès lors p et p ne peuvent 
être égaux , on en conclut que /' ne peut être égal à /; et dès lors on doit en con- 
clure que l'hélice conique E' ne peut avoir même rayon que Thélice E. Au resle, 
on peut démontrer d'une manière très-simple et au moyen de considérations 
purement géométriques, que les hélices E et E' ne peuvent avoir même rayon , en 
résolvant le problème suivant. 

Problème. Construire le lieu des sommets des diverses hélices coniques E', E'', E'", 
intersections d'une surface hélicoide conique gauclie ou développable 1 y par une suite 
de cônes de révolution B' , B'' , B'" concentriques au cône de révolution B sur lequel se 
trouve tracée l'hélice conique E, directrice de la surface 1. 

Étant donné un cône de révolution B et une sphère S du rayon R ayant son 
centre au sommet a du cône B et une hélice E tracée sur le cône B, en faisant 
glisser une droite G tangentiellement au cône B et à la sphère et s'appuyant sur 
l'hélice E , on engendre la surface hélicoide conique gauche ou développable 2. 
Si Ton coupe la surface 1 par un cône de révolution B' concentrique au cône B, 
c'est-à-dire ayant même sommet a et même axe X que le cône B, nous avons dé- 
montré que la courbe d'intersection était une hélice conique; plus loin nous 
ferons voir que cette courbe peut se composer de plusieurs hélices coniques , la 
surface 1 étant gauche ou étant développable. 

Mais en ce moment, admettons que la surface 1 soit gauche et que la sphère 
S ait un rayon R plus petit que le rayon de l'hélice E {*). 

Chaque génératrice G de la surface 1 coupera l'hélice E si 2 est gauche, et 
sera tangente à l'hélice E si 2 est développable ; on devra donc considérer deux 
parties sur chacune des génératrices G, savoir : la partie inférieure et la partie 
supérieure ; . 

Nous ne considérerons d'abord comme courbe d'intersection du cône B^ et de 
la surface 1 , que la courbe formée par la rencontre des parties des génératrices G 
dirigées dans le même sens ; 

Le cône B' est composé de deux nappes, nous ne considérerons d'abord que la 
nappe qui enveloppe la nappe du cône B , sur laquelle l'hélice E se trouve tracée. 

Gela posé : 

Remarquons que chaque génératrice G de la surface 1 fait avec la généra- 



(*) Les mêmes raisomiements s^appliqneront à l'hëlicoïde développable ; senlement , dans ce cas , le 
rayon R de la sphère S sera égal au rayon de l'hélice E. 
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trice du cône B un angle qui va en diminuant, depuis le point e, sommet de Thé- 
HceE, jusqu'aux deux points situés à l'infini sur Fhélice E; le demi^angle au 
sommet du c6ne B' étant donné , il sera facile de trouver sur le cône B deux 
génératrices Y, et V. situées à droite et à gauche du point ^ et à égale distance 
angulaire de ce point e, et telles que les génératrices G, et G, de la surface 2 cor- 
respondant à ces génératrices ) seront parallèles à deux génératrices K. et K, du 
cône B'. Dès lors toutes les génératrices G de la surface 2, comprises entre G. et 
G,, couperont la nappe inférieure du cône B% et la courbe obtenue sera une 
hélice complète E^ puisqu'elle aura ses deux points situés à l'infini , placés sur 
G. et G. ou K, et K . 

Il est facile de construire le sommet de cette hélice conique complète E'. 

Et en effet, 

Menons un plan T tangent au cône B suivant une génératrice Y, laquelle 
coupera l'hélice E en un point x ; par ce point x passera une génératrice G de la 
surface 2, et cette génératrice G sera dans le pian T et tangente au cercle D 
ayant son centre au point a, sommet du cône B, et ayant pour rayon le rayon de 
la sphère S, puisque ce cercle D sera évidemment un grand cercle de cette sphère S. 

Le plan T coupera le cône B' suivant deux génératrices K et K' et la droite 
G coupera K et K' en les points y et y'] or , si l'on suppose que le cercle D a un 
rayon plus petit que le rayon de Thélice E, le point y sera plus éloigné du som- 
met a que le point y^ ; ce sera ce point y qui appartiendra à l'hélice E'. Et dès 
lors on voit que plus le point x sera près du point a , plus le point y sera près 
de ce même point a , puisque pour tous les plans tangents , les droites analogues 
de Y et de K font le même angle. 

Dès lors, au point e de rhélice E correspondra le point e de l'hélice E% ce 
point e étant le sommet de la courbe E' , tout comme le point e est le sommet de 
l'hélice E. 

On peut donc dire que : les sommets des hétiees coniques^ intersections de la sur- 
face 1 et des cônes B', Bf', B"\ concentriques au cône B, sont ^tués sur la génératrice 
G de la surface 2 qui passe par le sommet e de l'hélice E. 

Et dès lors il est évident que l'hélice E^ n'a pas même rayon que l'hélice E. 

Maintenant remarquons : 

Que les cônes B", B'^, B'^'ont des ouvertures différentes, que leur demi-angle 
au sommet augmente jusqu'à l'angle droit, auquel cas le dernier cône concen- 
trique à B devient un plan Q passant par le sommet a et perpendiculaire à l'axe X 
de ce cône B. 

Dés lors la courbe E' peut bien ne pas exister pour certains de ces cônes con- 
centriques, et en effet : 
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La génératrice G de la surface 1 qui passe par le sommet e de Thélice E y fait , 
avec la génératrice du cône B correspondant à ce point e, le plus grand angle que 
puisse faire une génératrice de cette surface 2 avec la génératrice qui hii corres- 
pond sur le cône B (désignant par génératrices correspondantes celles qui se 
coupent en un point situé sur l'hélice E ). Si donc on mène un plan tangent au 
cône B par la droite G ; et que dans ce plan et par le point a on mène une droite U 
parallèle à G ; et que Ton fasse mouvoir la droite U autour de l'axe X , cette 
droite engendrera un cône B, qui ne coupera aucune des parties inférieures des 
diverses génératrices G de la surface I. Dès lors la courbe Ë^ n'existera plus , et 
à plus forte raison elle n'existera pas pour tout cône dont le demi-angle au 
sommet sera plus grand que celui du cône B, , et par conséquent elle n'existera 
pas pour le plan Q y limite des cônes concentriques et sécants. 

Admettant toujours que le rayon R de la sphère S est plus petit que le rayon 
de rhélice E, ou , en d'autres termes, que la droite qui unit le sommet a du cône B 
au sommet e de l'hélice E , cherchons toutes les courbes dont se compose l'inter- 
section de la surface hélicoide conique gauche 2 et le cône B' concentrique à B. 

Nous devons dès lors considérer les parties supérieure et inférieure de chaque 
génératrice G de la surface 2 , et en même temps les deux nappes du cône B'. 

De rifUerseeiùm complète de Fhélicolïde conique gauche i et d^un cùne B' concentrique au cône B 

9ur lequel egt tracée i' hélice conique £ directrice de la surface 2. 

Imaginons la génératrice H du cône B passant par le sommet e de l'hélice E , 
construisons le plan T tangent au cône B suivant H; traçons dans le plan T la 
droite G qui, passant par le point e, esttangente au cercle D , section faite par le 
plan T dans la sphère S ; menons dans le plan T et par le point a sommet du 
cône B une droite U coupant en un point y la partie inférieure de G , de telle sorte 
que ce point y se trouve au delà du point e par rapport au cercle D ; faisons 
tourner U autour de l'axe X du cône B , cette droite engendrera un cône B^ lequel 
coupera la surface 2 suivant une courbe Z composée de plusieurs branches qu'il 
s'agit d'étudier. 

Et d'abord , en vertu de ce qui a été démontré , si la courbe Z se compose de 
plusieurs branches, chacune de ses branches sera une hélice conique ou au moins 
une portion d'hélice conique. 

Cela posé : 

Puisque les droites U et G se coupent , on pourra toujours prendre sur l'hélice E 
deux points x ei s^ également distants du sommet e pour lesquels les plans tan- 
gents © et 0' au cône B couperont le cône B', savoir : le plan e suivant les gêné- 
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ratrices K et K, et le plan 0' suivant les droites K' et K/ ; les plans et & seront 
tangents au cône B suivant les droites V et \\ et la droite V' divisera en deux 

parties égales l'angle KK, et la droite Y divisera aussi en deux parties égales 

l'angle K'K/, et d'ailleurs les angles KK et K'K/ seront égaux. 

Les droites K et K' rencontreront les parties inférieures des génératrices G, et 
G, de la surface 1 , lesquelles passent , savoir : G, par le point x et G, par le point x ; 
et les droites K, et K/ rencontreront aussi les parties supérieures des droites 
G. et G,. 

Or, on voit de suite que les points x et x' peuvent être tels que les droites K et 
G,, E, et G, se trouvent parallèles, et il sera facile de fixer les positions des points 
X et X pour que cela ait lieu. 

Dès lors on voit : 

Que toutes les génératrices G de la surface 2 comprises entre les points x et x 
de l'hélice E perceront la nappe inférieure du cône B' en deux points; que les gé- 
nératrices G, et G^ paraUèles au cône B' ne perceront la nappe inférieure de ce cône 
B' qu'en un seul point; que toutes les génératrices G de la surface 2 passant par 
les points de l'hélice E situés au delà des points x et a:' jusqu'aux deux points de 
E situés à l'infini, couperont les deux nappes de la surface B^ chacune d'elles 
perçant la nappe inférieure et la nappe supérieure de ce cône B' et perçant chaque 
nappe en un seul point. 

On voit donc : 

Que toutes les génératrices G de la surface 2 comprises entre G, et G, donnent 
trois hélices coniques sur la nappe inférieure du cône B', : la première E' située 
sur les génératrices de ce cône B' comprises entre K et K , et qui est complète, 
puisqu'elle a deux points situés à l'infini , l'un sur K et l'autre sur K. ; la deuxième 
E/ qui est située sur les génératrices comprises entre K' et une certaine généra- 
trice V du cône B' ( dont nous déterminons plus loin la position) , et la troisième 
E/ qui est située sur les génératrices comprises entre U' et K/. 

Mais ces courbes E/ et E/ ne sont que des arcs d'hélices coniques, puisque 
aucun de leurs points ne se trouve situé à l'infini. 

Ces deux hélices E/ et E/ se coupent au point en lequel la génératrice U' perce 
la surface 2. Cette génératrice U' s'obtient de la manière suivante : le plan T^ tangent 
au cône B suivant la génératrice H passant par le pointe, sommet de l'hélice E, 

coupe le cône B' suivant deux génératrices U et U' dont l'angle U, U' est divisé en 
deux parties égales par H ; la droite U contient le sommet e de l'hélice E^ et la 
droite H' contient le point h , en lequel les arcs d'hélices Ex' et E/ se croismt. 
Les génératrices G, et G, percent le cône B' en les points g, et y., et l'arc E/ va^ 
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du point 9 au point h, l'arc E/ allant du point h au point g/, il est d'ailleurs 
évident que le point h est plus éloigné du sommet a que les points g^ et g^ , ces 
deux derniers étant d'ailleurs à égale distance de ce même sommet a. 

Les courbes tracées sur la nappe inférieure du cône B' étant trouvées , cher- 
chons celles qui existent sur la nappe supérieure de ce cône. 

Toutes les génératrices G situées au delà de G. et de G,, en marchant des points 
X et x^ vers les points infinis de E , perceront la nappe inférieure du cône B' en 
un seul point, et continueront dès lors les arcs E/ et E/. Et si nous désignons 
par H, et H, les génératrices du cône B qui contiennent les points infinis de E , on 
voit que si l'on mène parallèlement à H, et H., et tangentiellement au cône B et 
à la sphère S deux droites G/ et G/ , ces droites seront les génératrices extrêmes 
de la surface 2, lesquelles perceront la nappe inférieure du cône B'en les points 
g,' et 9/, et la nappe supérieure du cône B^ en les points h' et A/. 

Dès lors les arcs d'hélices E/ et E/ iront respectivement du point h aux points 
g! et jf/, et ces points g' et g^ seront les points de ces arcs les plus rapprochés et 
également distants du sommet a du cône B'. 

Revenons maintenant aux hélices situées sur la nappe supérieure du cône B". 

Nous avons vu que les génératrices G. et G, de 2 étaient parallèles aux généra- 
trices K et K ; par conséquent, ces génératrices K et K. contiennent les points 
situés à l'infini des courbes E, et E^ placées sur la nappe supérieure. On a donc 
des arcs d'hélices coniques non finis, mais infinis dans un sens, sur la nappe 
supérieure. 

La courbe E,' va de la génératrice K au point h,\ et la courbe E/ va de la géné- 
ratrice K, au point A/; les points A/ et A/ sont également distants du sommet a du 
cône B". 

Les cinq courbes E', E/, E/ sur la nappe inférieure et E/, E/ sur la nappe 
supérieure du cône B' sont donc maintenant complètement définies et déterminées. 

Lorsque l'angle au sommet du cône B' sera tel que la droite G qui passe par le 
sommet e de l'hélice E ne coupera ce cône B' qu'en un seul point, alors la courbe 
E' disparaîtra. 

Et lorsque l'angle au sommet du cône B', augmentant successivement, aura 
atteint une amplitude telle que la droite G percera la nappe inférieure et la nappe 
supérieure du cône B', alors la courbe E' n'existera plus; mais alors les arcs 
d'hélices E/ et E/ ne seront plus infinis et chacun dans un sens , car alors ils 
viendront s'arrêter angulairement en un point qui sera celui en lequel la droite G 
perce la nappe supérieure du cône B'. En sorte que les arcs E,' et E/ offriront la 
même disposition sur la nappe supérieure, que présentent les arcs E/ et E^ sur 
la nappe inférieure. 
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Eofio , lorsque le demi-angle au sommet du cône B" sera droit , ce cône B' 
deviendra un plan Q , et alors les nappes coniques se superposent et se confon- 
dent, et les arcs E/ et E,", E/ et E/ se superposent et se confondent. On aura donc , 
dans ce cas, deux arcs d'hélices s'arrêtant angulairement deux à deux ; et comme 
une hélice conique sur un plan ne peut être qu'une droite {*), on voit que Ton 
peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème : Une surface hélic&ide conique gauche 1 est coupée par tm plan Q passant 
par le sommet a et perpendiculaire à l*axe X d'un cône B sur lequel est tracée Vhélice 
conique Ede la surface 2, suivant deux portions finies de droite, s' arrêtant angulaire- 
ment à un même point. 

Examinons la forme que doivent présenter les deux portions de droite formant 
l'intersection de la surface 1 par le plan Q. 

Toutes les parties supérieures des génératrices G de la surface 2 sont seules 
coupées par le plan Q; et toutes les génératrices G sont coupées par le plan Q. 
Par conséquent, si Ton considère les deux génératrices H. et H. du cône B qui 
contiennent les points situés à l'inûni de l'hélice E, et si Ton mène les plans A, et 
À, respectivement tangents au cône B et suivant les génératrices H, et H., ces plans 
couperont la sphère S suivant deux grands cercles , l'un D. et Tautre D,. 

Et les tangentes à ces cercles qui seront parallèles aux génératrices H. et H,^ 
perceront le plan Q en deux points q, et q^. 

La droite G se mouvant sur l'hélice E percera le plan Q en divers points à partir 
du point q, jusqu'au point p en lequel sera percé ce plan Q par la génératriceG 
passant par le sommet e de l'hélice E, et tous ces points formeront une droite q,p. 

Le point p sera plus loin du point a, sommet du cône B, que le point ^,; à 
partir du point p, la droite G, continuant à se mouvoir sur l'hélice E, percera le 
plan Q en des points qui se rapprocheront du point a, jusqu'à ce que enfin elle 
prenne la dernière position en laquelle étant tangente au cercle D, elle percera 
le phn Q au point 9,9 et ces points formeront une droite pq^ \ on voit donc que la 
droite brisée qjni^ forme un angle dont le sommet p est plus éloigné du pointa que 
les extrémités 9. et 9, de ses deux côtés. 



(*) Un plan peut aToir deux modes de gënéi^atîoiiB : 1» XhgénéroHon cyUndrique, alon il est engendré 
par nne droite se mourant parallèlement à elle-mé||De , en s^appayant sur nne droite fixe ; 2** la généra- 
tion conique^ alors il est engendré par une droite passant par un point fixe et s'appnyant sur nne droite 
fixe ; et si Ton suppose un cercle C et une droite passant par le centre de ce centre G et s'appuyant sur 
ce cercle , on aura la génération d'un plan , limite des cdnes de révolution ; le plan Q peut donc être 
considéré rigoureusement comme un c6ne de révolution appartenant à la série des cônes concen- 
triques B', B", B"'. 
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Ce que nous venons de dire permeUra , dans tous les cas, de construire Tin- 
tersection d'une surface hélicoîde conique gauche 2 et du plan Q. 

De r intersection complète d'une surface hétic&ide conique développabWi 

par un cône F concentrique au cAne B 
sur lequel est tracée V hélice £ , arête de rebroussemeni de la surface z. 

Lorsque la sphère S a un rayon R plus petit que la dislance du sommet a du 
cône B au sommet e de Thélice E tracée sur le cône B , on peut faire mouvoir de 
deux manières différentes une droite G, cette droite étant assujettie pendant son 
mouvement à s'appuyer sur rhélice E et à être tangente en même temps et à la 
sphère S et au cône B. 

Car ayant construit un plan T tangent au cône B suivant une génératrice H de ce 
cône y laquelle coupe l'hélice E au point x , on peut mener par ce point x et dans 
le plan T deux droites G et M tangentes au grand cercle D, section de la sphère S 
par le plan T. 

On formera donc avec toutes les tangentes G situées à droite du cercle D une 
surface hélicoîde conique gauche 2, et avec toutes les tangentes M situées à 
gaui[;he du cercle D, une seconde surface hélicoîde conique gauche 2,. 

Il est évident que les deux surfaces 2 et 2, sont symétriques l'une à l'autre par 
rapport au plan P passant par l'axe X du cône B et le sommet e de l'hélice E. 

Mais si le rayon R de la sphère S augmente, aussitôt qu'il sera égal à ae(distance 
du sommet a du cône Bau sommet ede l'hélice Ë), en d'autres termes, aussitôt que 
R sera égal au rayon de l'hélice E , les deux surfaces gauches 2 et 2. ne se confon- 
dront pas en une seule et même surface , qui ne sera autre que la surface hélicoîde 
conique développable ayant l'hélice E pour arête de rebroussement ; l'une de ces 
surfaces 2, par exemple, deviendra la surface développable^ et l'autre surface 2, 
restera gauche, et la surface développable 2 sera symétrique par rapport au plap P. 

Cela dit , considérons la surface hélicoîde conique développable 2 ayant l'hé. 
lice conique E pour arête de rebroussement , et coupons cette surface 2 par un 
cône B'concentrique au cône B. 

Désignons par H, et H, les génératrices du cône B qui contiennent les points 
situés à l'inflni de l'hélice E^ et désignons par z, et z, ces poiats de l'hélice E. 

Toutes les génératrices de la surface hélicoîde développable 2 sont tangentes à 
l'hélice E et tangentes en même temps* à la sphère S dont le rayon est égal au 
rayon de Thélice E ; par conséquent , si je construis les plans A. et A, tangents au 
cône B suivant les génératrices H, et H,, ces plans couperont la sphère S suivant 
les grands cercles D, et D, ; et si l'on mène la droite G, tangente au cercle D„ mais 
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à émie ou à gauche du sommet e de Théliee fi, en un mot dans le sens convenable 
pour que la surface 2 soit développable et parallèlement à la génératrice H. , et la 
droite G, tangente au c^cle D., mais aussi à droite ou à gauche en sommet e de 
rhélice E etdirigée dans le même sens que G, et parallèlement à H, , ces deux droites 
G, et G, seront les tangentes de rtiélice E pour les points situés à l'iniini 2, et z,. 
Ces droites G, et G, font des angles nuls avec les génératrices H, et H, du cône B 
et la droite G tangente à Thélice E au sommet e coupe sous l'angle droit la gêné* 
ratrice H du cône B passant par ce sommet e. 

Cela posé :^ 

On voit que chaque génératrice G de la surface 1 fait avec la génératrice H du 
cône B , qui lui correspond y des angles qui vont de l'angle droit à Tangle nul, à 
mesure que Ton marche sur rhélice E du point e au point z., ou du point e au 
point z,. 

Par conséquent , le demi-angle au sommet du cône B' concentrique au cône B 
étant donné , il existera toujours deux points x et x' situés sur rhélice E et à égale 
distance du sommet e pour lesquels les génératrices G/ et G/ de la surface 1 seront 
parallèles à deux génératrices K, et K/ du cône sécant B'. Ces génératrices K. et 
K/ du cône B' étant déterminées, de position, ainsi qu'il suit : 

Par les points x et x^ passent les génératrices H/ et H/ du cône B; menaqt 
suivant ces génératrices les plans et €>', tangents au cône B , ces plans couperont 
le cône B', savoir : le plan suivant les droites K, et K/ et le plan 0' suivant les 
droites K. et K/. 

Les droites H/ et H/ diviseront respectivement en deux parties égales les 

angles K,K/ et K,K/; or^ comme la surface 2 est symétrique par rapport au plan P 
qui passe par Taxe X du cône B et le point e, sommet de Thélice E, il est évident 
que la génératrice G/ sera parallèle à K, et que la génératrice G/ sera parallèle à 
K,, les génératrices C/ et G/ venant d'ailleurs se couper en un même point sur le 
plan de symétrie P. 

Cela posé : 

io En marchant sur ThéUee E, depuis le point x jusqu'au point situé à Tin* 
fini z,, toutes les génératrices de ThéliGoide 1 perceront le cône B", et les points 
obtenus formeront une hélice conique E/ telle qu'elle s'arrêtera brusquement 
au point 9., en lequel le cône B^ est percé par la génératrice G,, cette hélice E'. 
ayant d'ailleurs un point situé à l'infini sur la génératrice K.. 

2' En marchant sur l'hélice E, depuis le point a;' jusqu'au point situé à Tin- 
fini z., toutes les génératrices de rhélicoide 1 perceront le cône B', et les points 
obtenus formeront une hélice E/ telle qu'elle s'arrêtera brusquement au point g^ , 
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en lequel le cône B'esi percé par la généralrice G., celle hélice E/ ayant d'ailleurs 
un point situé à rinfini sur la génératrice K/. 

D'après ce qui a élé dit précédemment, les points e' et e/, en lesquels le c6ne B' 
est percé par la génératrice G passant par le sommet e de l'hélice E, seront: le 
point e' le sommet de Thélice E/ et le point e/ le sommet de l'hélice E,\ D'ailleurs, 
ces deu& courbes E/ et E/ seront symétriquement placées sur le cône B' par rap- 
port au plan de symétrie P. 

Toutes les génératrices comprises entre G/ et G/ percent en deux points la nappe 
inférieure du cône B', mais les génératrices comprises entre G, et G/, G. et G/, 
percent en même temps et la nappe inférieure et la nappe supérieure du cône B' 
et chacune de ces nappes en un point. 

On voit donc que l'on obtiendra sur la nappe supérieure du cône B'^deux nou- 
velles hélices E,' et E/ s'arrètanl brusquement, savoir : l'hélice Ë,' au pointer.,, 
en lequel la nappe supérieure de B est percée par G, et l'hélice E/ au point g^^ 
en lequel la nappe supérieure de B^ est percée par G., et d'ailleurs la courbe E/ 
aura un point situé à l'infîni sur G/, et la courbe E/ aura un point situé à Tin- 
Hni sur G/. 

Les quatre courbes E/, E/, E,', E/ ne seront donc point des hélices coniques 
complètes , mais des arcs ( infinis dans un sens seulement) d'hélices coniques. 
* Et tout ce que nous venons de dire aura lieu, quel que soit le demi-angle, au 
sommet du cône sécant et concentrique B'. 

Et lorsque cet angle sera droit, le cône B' deviendra le plan Q , lequel, passant 
par le sommet a et perpendiculairement à l'axe X du cône B, coupera la surface 
hélicoîde développable 2 suivant deux droites infinies dans un sens, s'arrètant 
brusquement , l'une au point A, en lequel ce plan Q est percé par G, , et l'autre 
au point A. en lequel ce même plan Q est percé par G,. 

D'ailleurs, ces deux droites seront symétriquement placées par rapport au plan 
de symétrie P, et se couperont en un point y situé sur ce plan , ce point y étant 
plus éloigné du sommet a du cône B que les points A. et A,, lesquels seront à 
égale distance de ce point a. 

Ce que nous venons de dire permettra, dans tous les cas, de construire l'in- 
tersection d'une surface hélicoîde conique développable 2 et du plan Q. 

De rifUersecHan de la surface hélicoîde conique gauche i lorsque le rayon de la sphère S 

est plus grand que le rayon de VhiKce E. 

La généralrice G, qui engendre la surface Z en s'àppuyant sur l'hélice E et se 
mouvant tangentiellement au cône B et à la sphère S , ne pourra pas parcourir 
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louterbélice E ; cette génératrice G ne pourra pas s'appuyer sur Tare de Thélice E 
intercepté par la sphère S. 

Il est évident que cette surÊice 1 sera composée de deux nappes distinctes et 
séparées et non symétriquement placées par rapport au plan P, lequel passe par 
Taxe X du cône B et le sommet e de l'hélice E. 

Il est évident aussi que cette surface hélicoîde conique gauche n'aura pas , 
comme l'hélicoîde conique développable , une ligne de striction située sur le 
plan P {*) j puisque le plan P n'est pas un plan de symétrie par rapport à Tune 
et à l'autre des deux nappes de la surface hélicoïdale gauche 1 ; dès lors, les géné- 
ratrices de la surface gauche 2 ne se couperont pas deux à- deux sur ce plan P. 

Au reste , pour mettre ce qui précède hors de doute, menons par une généra- 
trice H du cône B un plan T tangent à ce cône B et coupant la sphère S suivant un 
grand cercle D; la droite H coupera l'hélice E en un point x situé hors du cercle D, 
par ce point on pourra mener deux tangentes G et G' à ce cercle. Si l'on prend 
une génératrice H. sur le cône B et coupant l'hélice E en un point x' tel que les 
points X et x' soient également distants du sommet ede l'hélice E^ on aura aussi 
un plan tangent T^ et un cercle D., et par le pointa:' on pourra mener deux tan- 
gentes G, et G/ au cercle D,. Or, si les tangentes G et G. sont construites à gauche 
par rapport aux cercles D et D, , les génératrice^ G' et G/ seront construites à 
droite par rapport à ces mêmes cercles. Toutes les génératrices G , G,... formeront 
une surface 2, et toutes les génératrices G", G/... formeront une seconde surface 2". 

Les génératrices G et G', G, et G/ seront symétriquement placées à droite 

et à gauche du plan P, et dès lors les deux surfaces 1 et l' s'entrecouperont sur 
ce plan P. 

Tout ce que nous venons de dire s'applique à la surface hélicoide conique 
gauche, que le rayon de la sphère S soit plus grand ou plus petit que le rayon de 
l'hélice E. 

Dans tous les cas, on aura deux surfaces gauches 2 et 2'; mais lorsque l'on 
considère la courbe E comme arête de rebroussement , l'une des surfaces héli- 
coîdes 2 ou 2" devient dé veloppable , et dans ce cas le rayon de la sphère S est égal 
au rayon de l'hélice E. 

Il sera facile, en vertu de tout ce qui a été développé précédemment, lorsque 



* ■ ■■ 



(*>20n appelle ligne de êtrietion dHine Borfaee réglée , la conrbe dont les points sont donnés par Tin- 
tersection d^nnesnite découplés de génératrices droites sitnées à des distances finies , Pnne par rapport 
a Pantre. Ainsi , le oonoSde engendré par une droite se monrant parallèlement à nn plan x en 8*ap- 
pnyant sor une droite D et snrim cercle G, a pour ligne de strietian la droite D. 
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nous avons supposé que le rayon de la sphère S était plus peiit que le rayon de 
l'hélice E >de reconnaître la position et l'étendue des arcs d'hélices coniques dont 
,se composera la courbe intersection de la surface gauche 2 avec un o6ne sécant et 
concentrique B^, quelle que soit la grandeur du demi-angle au sommet de ce 
cône B"; et il sera facile aussi de construire les droites i intersection de cette sur- 
face 2,9 avec le plan Q. Il est inutile, je pense, d'entrer dans plus de détails sur 
ce sujet (*). 

Je vais maintenant donner une démonstration directe du théorème que j'ai 
déduit par analogie^ savoir : 

Touie mffaoc héUcaide conique gauche au développabte 1 est coupée par un plan Q 
passant par le sommet a et perpendiculairement à taxe X du cône B sur lequel est 
tracée l'hélice conique E directrice de la surface 1, suivant des lignes droites. 

Imaginons le c6ùe de révolution B et son axe X ; le plan Q perpendiculaire 
à l'axe X et passant par le sommet a du cône B; traçons sur le cône B l'hélice E -, 
menons sur le cône B une suite de génératrices équidistantes entre elles H , H', 

n'\ B"' et coupant l'hélice E en les points o:, x\ x\ x" ; construisons 

les plans T, T', T", T"' respectivement tangents au cône B suivant chacune des 
génératrices H , H', H'', H''^ ces plans couperont le plan Q suivant les droites 

Y, Y', Y", Y'" qui seront respectivement perpendiculaires aux génératrices H, 

Hf \gtf If/// 

Les angles HH'^ H'iP, H"H'" seront égaux entre eux, et je désigne cet angle 
par 6. 

Les angles YY', Y'Y", Y"Y seront aussi égaux entre eux, et je désigne cet 
angle par y. 
Développons le cône B sur son plan tangent T, alors les génératrices prendront 

les positions H , H,, H,, H,, et les angles HH. , H, H,, H,H, seront égaux entre 
eux et à 6'. 

Les droites Y, Y', Y", \"' prendront les positions Y, Y, , Y, , Y, , et l'on aura les 



(*) On remarquera sans peine que dans VarXicle où nous avons supposé le rayon de la sphère S plus 
petit que le rayon de Phélice E , nous avons insisté sur la forme de Tintersection du cône B' et de la 
surface 2, parce que cette discussion convenait aussi an cas où le rayon de la sphère S était plus grand 
que le rayon de Phélice £ ; et au contraire, dans VWriicU où nous avons supposé le rayon de la sphère S 
plus grand qne celai de Phélice £ , nous nous sonmies occupés principalement du nombre des surfaces 
gauches qui passaient par cette hélice £ , et des relations de position qui ezistai^it eoire elles, parce 
que cette discussion conveomt aussi au cas où le rayon de la sphère S était plus petit que le rayon de 
Phélice E. 
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droites Y, et H,, Y, et H.» Y, et H, perpendicufaifres entre elles, et les angles 

YY, , Y,Y., Y.Y, seront égaux entre eux et à y. 

L'hélice E se transformera en une droite L , et les points x , x\ x", x" viendront 
prendre sur L les positions x^ x^yX^y a:,. 

Le plan T coupera la sphère S dont le centre est au point a sommet du cône B 
suivant un grand cercle D. 

•Les diverses génératrices G, G', G'', G'" de la surface hélicoïde conique gauche 
ou développable 2, lesquelles passaient par les points x, x\ x\ x"* de Thélice E , 
prendront sur le développement les positions G, G., G,, G„ ce^ dernières droites 
passent respectivement par les points x^ x,yX,, a:, de la droite L, et seront tan- 
gentes au cercle D , et comme les angles GG', G'G'', G"G'" étaient égaux entre eux , 

les angles GG,, G,G., G.G, seront aussi égaux entre eux. 

En vertu du théorème (A), les droites G et Y, G, et Y, , G, et Y,, G, et Y, se 
couperont en les points z, z,j z^^ z, qui seront en ligne droite, je désigne cette 
droite par J. 

Cela posé , lorsqu'on enroulera le plan t sur le cône B, les droites Y, , Y^, Y, 
viendront prendre les positions Y', Y", Y'", et les points 2, , z,, z, viendront se 
placer en les points «', z\ z". 

Je dis que le lieu des points z , z\ z" est une droite J^ 

Et en elTet : 
L'angle g" est plus grand que 6. Dès lors , l'angle y ne sera pas égal à 6'. 

Si donc sur le développement on prend la droite Y pour origine des angles 7 et 
6', et que l'on mène par le point a une suite de droites Y/, Y/', Y/'" faisant entre 
elles des angles égaux à y, et que du point a on porte sur Y/ la longueur os, , on 
aura le point z'y sur Y/' la longueur a%^ on aura le point z'\ sur Y/"" la longueur 
02, on aura le point z'\ et tous les points %\ z"y z'" seront en ligne droite en vertu 
du théorème (D). 11 est donc démontré que le plan Q coupe la surface 2 sui- 
vant une droite J'. 

On trouvera les diverses droites dont se compose la section comfriète du plan 
et de la surfaee 2, en examinant la manière d'être des nappes de cette surface 2 
par rapport au plan Q. 

Occupons-nous mainteuMit de la construction de la* tangente en un point de la 
développante aphérique rallongée ou raccourcie. 

i"" Delà comtructàon de la tang&Ue en un peint de ladéveloppanie aphérique. 

Dans le mémoire publié dans le 23' cahier du Journal de l^École polytechnique , et 
qui a pour titre : Con9iruciion des centres de courbure des épicycleïdes planes et sphé- 
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riques, j'ai donné la construeiion de la tangente en un point de la développante 
sphérique, en considérant cette coufbe comme une épicycloîde spbérique. On 
peut trouver une autre conslruction de cette tangente , en considérant la dévelop- 
pante sphérique comme ayant pour développée une hélice conique. 

Et en effet : 

Étant donnés la développante spbérique i et le cône B de révolution enveloppe 
des plans normaux de cette courbe, pour construire la tangente 6 au point m de i^ 
on exécutera les constructions suivantes : 

V On mènera par le point m une droite K tangente au cône Ben un pointp; 
on mènera en p le plan T au cône B; on fera passer par la droite K un plan A per- 
pendiculaire au plan T, ce plan A sera le plan osculateur en p de rbélice conique E, 
développée de la courbe d, et il sera tangent tout le long de K à la surface béli- 
coîdale 2 ayant rbélice E pour arête de rebroussement ; 

2" On mènera en m un plan perpendiculaire à la droite am, laquelle unit le 
point m et le point a sommet du cône B , ce plan sera tangent en m à la sphère 
S sur laquelle la courbe i se trouve tracée. 

L'intersection des plans T et donnera la tangente 9 demandée, puisque la 
développante sphérique i est l'intersection des deux surfaces hélicoïdale 1 et 
sphérique S. 

T De la construction de la tangente en un point de la développante sphérique rallongée 
ou raccourcie. 

Étant donnés la développante sphérique rallongée ou raccourcie di et le cône B 
enveloppe des plans normaux de la développante spbérique parfaite d dont d, est la 
courbe rallongée ou raccourcie, pour construire en un point m de i, la tangente 6, 
on exécutera les constructions suivantes : 

io Du point a sommet du cône B, avec un rayon arbitraire B , on décrira une 
sphère S ; par le point m et un autre point rn situé à distance finie par rapport 
au point m donné (ces deux points m et m appartenant à la courbe d, ), on mènera 
deux droites K et K' tangentes au cône B et à la sphère S. 

On construira trois cônes B', B"', B'"" concentriques au cône B et coupant la 
droite K en les points m, n et p, et la droite K' en les points m/, n et p. En déve- 
loppant ces cônes, on aura Tinclinaison des hélices coniques E', E'', E'"", inter- 
sections de ces cônes avec la surface hélicoïdale gauche 2 dont K et K' sont deux 
génératrices, car ces courbes E', E^', E'" fiassent respectivement par les points 
fw et m,' , n et n\ p et p'. 

Les trois tangentes c", t'\ t"' étant déterminées , on connaîtra rhyperboloîdel. 
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à une nappe et Ungent k la sdriace hâioioidale 2 tout le long de K. On pourra donc 
construire le plan T tangent au point m i la surface 2. 

2"" On construira le plan O perpendiculaire à la droite am qui unit le point m 
de di au sommet a du cône B, ce plan sera tangent à la spbère S' dont le centre 
est en a et dont le rayon est om , et Ton sait que cette sphère S' contient la 
courbe d,. 

La tangente 9 demandée sera donc l'intersection des deux plans T et 6, puisque 
la développante spbérique rallongea ou raccourcie di est T intersection des deux 
surfaces bélicoidale 2 et spbérique S^ 

3*" De la cansimaion de la tangente en un point de la dévehppante héUco^tpkérique 
raUongée au raccourcie. 

Étant donnée la développante hélico-spbérique raUongée ou raccourcie i> et la 
surface hélicoide conique développable 1 sur laquelle cette courbe est tracée , et 
le cône B contenant Thélice £, arête de relNroussement de la surface 2, pour 
construire en un point m de d" la tangente 9 » il feudra exécuter les constructions 
suivantes : 

i"* Construire le plan T tangent ep m à la surfece développable 2, ce plan sera 
le plan osculateur de l'bélice E ; 

2"* Construire le cône B' ayant son sommet au point a , sommet du cône B , et 
pour directrice la courbe d". donnée ; 

S"" Construire la sphère S ayant son centre au point a et un rayon d'une lon- 
gueur arbitraire; cette spbère S sera coupée par le cône B' suivant une dévelop- 
pante spbérique raUongée ou raccourcie d. ; 

À"* On construira la tangente 0, à la courbe d, pour le point m, en lequel la gêné* 
ratrice am du cône B' perce la spbère S ; 

5"" Par la tangente 0, et le point a, on fera passer un plan 6 qui sera tangent au 
cône B' au point m. 

La tangente demandée sera Tint^section des deux plans T et 0, puisque la 
courbe donnée d^ est Fintersection des deux surfaces hélicoide développable 2 et 
conique h\ 

En terminant ce chapitre, résolvons le problème suivant : 

Problème : Par deux hélices coniques , faire passer une surface héHcddale. 

Concevons deux cônes B et B" de (évolution et concentriques , et ayant dès lors 
même axe X et même sommet a. 

Traçons sur ces deux cônes deux hélices » Tune E sur le cône B, et l'autre E' sur 
le cône B'. 
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Désignons par H la génératrioe du cône B qui coupe reotangulaîrefnent en le 
point e rhélice E , et par H' la générairicedu c6ne B' qui coupe aussi rectangulai- 
rement en le point e' Thélice E'. 

Les points e et e' seront dès lors les sommets respectifs destsourbes Ë et E'. 

Désignons par 6 le demi*angle au sommet du cône B» et par g' le demi-angle au 
sommet du cône B', et supposons 6 <6'. 

Gela posé : 

L'hélice E étant placée sur la nappe inférieure du cône B, Thélîee E' pourra 
avoir deux positions et être placée ou i"" sur la nappe inférieure du cône B% 
ou 2° sur la nappe supérieure de ce cône B'. 

Nous avons donc deux cas à examiner. 

Premier cas. Leê deux héUces E et ¥J élani suppoiées tracées sur les nappes infé- 
rieures des cônes B et B\ 

On pourra toujours unir les sommets e et e par une droite G et abaisser du 
point a 9 sommet commun des deux cônes, une perpendiculaire sur G et coupant 
cette droite en un point g. 

Si du point a comme centre et avec ag comme rayon , on décrit une sphère S , 
la surface engendrée par la droite G se mouvant sur les courbes E et E^ et langen- 
tiellement à la sphère S engendrera une surface hélicoide conique gauche ou 
développable 2. 

Cette surface 2, sera gauche si la droite G , qui unit les points e et e\ n'est pas 
dirigée perpendiculairement à Taxe X; cette surface 2 sera au contraire dévelop- 
pable si la droite G , qui unit les points e et e\ est dirigée perpendiculairement à 
Taxe X. 

Le sommet e de T hélice E' peut être plus près ou plus éloigné du sommet a 
des deux cônes que le sommet e de l'hélice E ; la construction que nous venons 
d'exposer donne la solution du problème toutes les fois que les points e et e seront 
situés d'un même côté par rapport au |K>int 9; mais si ce point g est situé entre 
les sommets e et e^ la construction précédente ne sera plus exacte, car on se 
rappelle que dans ce cas l'hélicoîde gauche coupée par deux cônes concentriques 
B' et B'' donne sur chacun d'eux deux courber dont les sommets ne sont pas 
situés sur la droite qui passe par le sommet de l'hélice directrice. 

Dans ce cas, il fiiudrait imaginer un cône B, ayant même sommet a et même 
axè X que les cônes donnés B et B^ et dont le demi-angle au sommet 6, serait plus 
petit que l'angle 6. On ferait mouvoir une droite G sur les hélices E et E' et 
tangentiellement au cône B., la surface engendrée 2. ne sera une hélicoide gauche 
qu'autant que les perpendiculaires abaissées du point a sur deux génératrices G 
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et G seront égales (et si ces deux perpendiculaires sont égales , toutes les géné- 
ratrices G seront tangentes à une même sphère). 

il faudra donc construire deux génératrices G et G^ et les perpendiculaires à ces 
génératrices; si ces perpendiculaires ne sont pas égales, on fera varier le demi- 
angle 6, du cône B,; pour chaque valeur de 6. ,on construira deux nouvelles géné- 
ratrices et leurs perpendiculaires , jusqu'à ce que Ton tombe sur une valeur de 6, , 
telles que ces perpendiculaires soient égales ; la solution ne pourra donc être 
donnée qu'au moyen d'une courbe d'erreur. 

Deuxième cas. Les deux hélices £ ei ¥l étant tracées, Vvne sur la nappe inférieure 
du cône B et C autre sur la nappe supérieure du cône h\ 

La consbruction à employer sera encore celle que nous avons indiquée dans 
le premier cas, celle où l'on est obligé d'avoir recours à une courbe d'erreur. 

Remarquons cependant que si > quelle que soit la position des hélices E et E'sur 
les cônes B et B', on veut savoir s'il est possible de faire passer par les deux 
courbes données une surface bélicoîde développable , la construction suivante 
résoudra toujours la question. 

Du point a , sommet des cônes B et B' comme centre, et avec un rayon R assez 
grand , on décrira une sphère S qui coupera : iMe cône B suivant deux cercles 
G et G, de rayons égaux et que je désigne par p; 2^ le cône B' suivant deux 
cercles C' et G/ de rayons égaux et que je désigne par p. 

Gette sphère S coupera : l"" l'hélice E en deux points h et h^ situés tous les deux 
sur le cercle G ou sur le cercle G,, et 2** Théliçe E' en deux points h' et A/ situés 
tous les deux sur le cercle G' ou sur le cercle G/. 

On tracera sur la sphère S : i"* les deux développantes d et d. ayant l'hélice E 
pour développée, la première i ayant son origine ou point de rebroussement en h , 
et la seconde 9, ayant son origine ou point de rebroussement en h,] 2"" les deux 
développantes S^ei i' ayant l'hélice E' pour développée, la première d" ayant son 
origine ou point de rebroussement en h\ et la seconde d/ ayant son origine ou 
point do rebroussement en A/ 

Gela posé : 

La courbe d ou j", , i^ coupera la courbe if ou d/ en un point x ,* ou 2*" ne cou- 
pera pas cette courbe 3' ou df,. 

Si le point x existe, alors la sur&ce hélicoîde développable existera; et comme 
les quatre courbes d et d, , i' et d/ ne peuvent s'entrecouper, si elles se coupent, 
qu'en un seul point, il n'existera qu'une seule surface développable ; 

Si le point x est situé sur l'hélice E' et se trouve être , dés lors, ou le point li ou 
le point h', l'hélice E sera l'arête de rebroussement de la surface développable 
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Le point x existant, la surface développable pourra être fiaK^ilement construite, 
car il suffira de mener par ce point x : i"" une tangente 6 à Théliee E et touchant 
cette courbe en un point m; 2"* une tangente 9' à T hélice E' et touchant cette 
courbe en un point m. La droite G passant par les points m et m' sera une généra- 
trice de la surfece hélicoide développable 2. 

Cela posé , la surface développable I pourra être engendrée de deux manières 
différentes : 

1** En abaissant du point a une perpendiculaire sur G, et coupant G au point 9, 
et décrivant la sphère S' du point a comme centre et avec ag pour rayon , la sur- 
face 1 sera engendrée par G se mouvant tangentiellement à la sphère &', en s'ap- 
puyant sur les deux hélices données Eet E"; 

2* En menant par le point a et la droite G un plan P, et par l'axe X un plan P, 
perpradiculaire à P et coupant P suivant la droite H , en faisant tourner cette 
droite H autour de X, on engendrera un cône de réTolulion B,; et la droite G , en 
se mouvant tangentiellement au cône B. et s'appuyant sur les deux hélices données 
E et E', engendrera la même surface 2. • 

§ m. 

Propriété remarquable dont jouit l' hélicoide gauche recUmguUnre 

{murface de filet de vis carrée). 

1. Concevons la surfkce hélicoïde engendrée par une droite G se mouvant sur 
une hélice 3 tracée sur un cylindre de révolution et sur Taxe A de co cylindre^ et 
de plus coupant sans cesse sous l'angle droit cet axe A. 

Si par l'axe A et par un pomt m de la surface on fait passer un cylindre de révo- 
lution 2> ce cylindre coupera la sur&ce hélicoide suivant une hélice y. 

Or, par une droite et un point , on peut faire passer une inBnité de cylindres 
de révolution ; on peut donc tracer sur la surface hélicoide une infinité d'hélices 
cylindriques se croisant toutes en un même point de cette surface. 

Il y a plus de vingt ans que cette propriété remarquable m'est connue, et voici 
comment je la démontrai : 

Si l'on a deux cercles G et C (fig. 13) tels que le cercle C ait pour diamètre le 
rayon du cercle G ; si par le centre du cercle C on mène une suite de rayons om , 
om% om'\ oni'\..... divisant le cercle C en arcs égaux jnm = mW=m V=3etc., 
ces mêmes rayons diviseront le cercle G' en arcs aussi égaux entre eux 
mn = nV=nV"p= etc. ; et comme l'angle mofn a pour mesure dans le cercle C 
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Tare mm' et pour merare dans le cercle C la moitié de Tare nn\ et comme le 
rayon du cercle G' est la moitié du rayon du cercle G , il s'ensuit que l'arc mm 
rectifié sar? égal à Tare vm' rectifié. 

Gela posé {fig. M) : 

Chaque rayon prolongé pourra être considéré comme la projection horizontale 

G*, G'*,G"\ de diverses génératrices droites G, G', G'' de la surface héli- 

coîde (en prenant le plan horizontal de projection perpendiolaire à l'axe A du 
cylindre sur lequel sera tracé F hélice directrice ) . 

En considérant un point m de la surface hélicoide, on sait que le cylindre de 
révolution B, qui a pour axe Taxe A et qui passe par le point m, coupe la surface 
hélicoide suivant une hélice que nous désignerons par d et sa projection ^ 
ne sera autre que le cercle G, base du cylindre B. 

Si l'on trace un cercle G' sur le rayon A^m^ du cercle G comme diamètre, et 
qu'on le regarde comme la base d'un cylindre de révolution B", ce cylindre B' 
passera par l'axe A et par le point m, et les divers points m„ n'j n'\ n"\ en les- 
quels ce cylindre B' sera percé par les génératrices G, G", G"', G""', appartiendront 
à une courbe y, qui sera l'intersection de ce cylindre B et de l' hélicoide. 

Or, si l'on prend les arcs vt^m*'^ m'^m"^j etc., ^ux entre eux sur le cercle C , 
les arcs mV\ n'V*, etc., seront égaux entre eux sur le cercle G^ et les arcs m^m'*'^ 

m'W^\etc., étant égaux entre eux, on établit que les droitesG,G', G'', coupent 

l'axe A en des points équidistants entre eux ^ puisque la courbe d est une hé- 
lice cylindrique ; la courbe y sera donc aussi une hélice, et déplus, comme on a : 
arc mW^=3 arc mV^, on doit en conclure ^ue les deux hélices ont même incli- 
naison par rapport à l'axe A; elles ont donc au point m même tangente 9. 

2. Mais {fig. 15), par le point o, centre du cercle G, et par le point m, on peut 
faire passer une infinité de cercles G'", C!'\ dont les rayons vont en grandis- 
sant, et dont les centres sont situés sur la droite L, passant par le milieu o' du 
rayon cm et menée perpendiculairement à ce rayon cm. 

Et les rayons cm , cm\ am" du cercle G étant prolongés coupent ces cercles , 
savoir : Rendes points a, a'y a'^...G'''en des points 6^, 6'', 6^^', etc., teisque les arcs 
W, aV, ad"...* sont égaux entre eux , et aussi que les arcs mb\ yb'\ b"b"' %oxi\, 
égaux entre eux^ et de môme pour les arcs interceptés sur tous les autres cercles 
G*^, G"", etc., passant par les points o et m. 

On doit donc conclure que si l'on considère ces divers cercles G", G'', Ç!'\ G*% 

comme les bases respectives de cylindres de révolution fi", B'", B% B'% etc., tous 
ces cylindres couperont la surface hélicoide suivant des hélices 7, 7', 7'', qui se 
(»*oiseront toutes au point m. 

Ghaque hélice 7, 7'» 7'', aura en m une tangente 9, G^ 9'S et il est évident 
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que toutes ces tangentes seront dans le plan tangent T meneau point m à la sur* 
face hélicoîde. 

La tangente 9 , qui appartient à rbélice y tracée sur le cylindre ayant pour 
base le cercle G' tracé sur le rayon om du cercle G comme diamètre, sera la ligne 
de plus grande pente du planT; et la génératrice droite G, qui représentera rbé- 
lice (racée sur le cylindre ayant pour base un cercle de rayon infini, cercle qui 
ne sera autre que le rayon om prolongé indéfiniment, sera l'borizontale de ce 
plan T. 

3. Toutes les |;)élices y, y y y' jouissent d'une propriété remarquable; elles 
touchent respectivement les diverses bélices i^^j 3^' données sur la surface héli- 
coîde par une suite de cylindres de révolution concentriques^ en des points qui 
sont tous situés sur un même plan vertical, ou, en d'autres termes, parallèle à 
Taxe A. 

Et en effet {fig. 46) : 

Si l'on coupe la surface bélicoide par une suite de cylindres concentriques ayant 
pour bases les cercles G, G., G,, etc., on obtient des bélices cylindriques a, a., a,, .... . 

Si l'on coupe la surface hélicoîde par une suite de cylindres de révolution pas- 
sant par l'axe A et le point m de la surface , et ayant pour bases les cercles G", C\ 
G'", on obtient les hélices cylindriques y,. /, 7", 

Tous les cercles G', G", C" ont leurs centres o\ o'\ o" situés sur ta droite L 
menée perpendiculairement au rayon om et en son milieu; à chaque cercle G" cor- 
respondra un cercle G, qui lui sera tangent en un point m. situé sur une droite M 
menée tangentiellement au point m au cercle G ou au cercle G'. 

Les deux cylindres ayant pour bases respectives les cercles G'^ et G, seront donc 
en contact par une génératrice droite et verticale passant par le point m.. 

om, sera la projection horizontale d'une génératrice droite de la surface héli- 
coîde. 

Le point m, sera la projection horizontale d'un point de la surface hélicoîde. 

Les deux bélices , y" située sur le cylindre O!' et a, située sur le cylindre G, , 
auront donc pour point commun le point qui a m, pour projection, et il est évi- 
dent qu'en ce point elles auront même tangente. 

Tous les points tels que m, étant sur une droite M , tous les points dont les 
divers points m, seront les projections seront situés sur un plan vertical ayant la 
droite M pour trace horizontale. Donc, etc. 

4. Le plan vertical M coupe la surface hélicoîde suivant une courbe assez remar- 
quable , puisque cette courbe a deux asymptotes parallèles et horizontales, et 
qu'en son point milieu cette courbe a un point d'inflexion ifeii6(e, ou , en d'autres 
termes, un point d'inflexion pour lequel le rayon de courbure est infini. 
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EnefkXifig. 47): 

GoDcevons rhélice à tracée sur on cylindre vertical ayant pour axe la droite A 
et pour base le centre ■■ G. 

Concevons la surface hélicoide engendrée pour une droite G se mouvant hori* 
zontalement en s'appuyant sur A et d. 

Menons un plan M tangent au cylindre G et parallèle au plan vertical de pro- 
jection LT (la droite LT étant là ligne de terre). 

La génératrice de contact du cylindre et du plan tangent M sera coupée au 
point m par l'hélice d. En ce point, Thélice aura pour tangente une droite 9 dont 
la projection O"" fera avec A^ un angle égal à celui sous lequel Thélice d coupe les 
génératrices du cylindre G. 

Gela posé : 

Le plan M coupera l'hélicoide suivant une courbe q», dont on pourra facilement 
déterminer les divers poinls. 

Or, 9 étant dans un plan parallèle au plan vertical, 9" sera identique à la 
courbe cp. 

La courbe 9 aura deux points situés à Tinfini, ce seront ceux pour lesquels la 
génératrice de rhélicoide sera parallèle au plan M. Or, il est évident que les deux 
positions de ces génératrices seront G et G,, toutes deux équidistantes du plan 
horizontal passant par le point m et parallèles au plan vertical de projection LT. 

Sien chacun de' ces points on voulait construire la tangente, il faudrait con- 
struire le plan tangent à l'bélicoîde en chacun de ces points, et Tintersection du 
plan M et de chacun de ces plans tangents donnerait l'asymptote demandée. 

Or, on sait que, pour le point situé à l'infini sur une génératrice droite de 
l'hélicoide, le plan tangent est perpendiculaire à l'axe A. Dès lors les deux 
asymptotes de la courbe cp"" seront G' et G/. 

Et comme évidemment tout est symétrique et inversement par rapport au 
point m\ on voit que la courbe 9^ aura en m" un point d'inflexion. 

Et, comme on sait que le paraboJoïde engendré par une droite se mouvant 
horizontalement, en s'appuyant sur Taxe A et la tangente 6 de l'hélice d, n'a pas 
seulement un contact du premier ordre, mais encore un contact du deuxième ordre 
avec l'hélicoide tout le long de la génératrice droite de contact (^), on en conclut, 
qu'au point m , la courbe cp a pour tangente la droite d, ou, en d'autres termes, mémo 
tangente que Thélice 3; et qu'au point m" la courbe (f" a un contact du deuxième 



(*) f^oytz ceque j^ai dit touchant le paraboloïde osculateur àPhëlicoïde , dans le Bulletin de la Société 
phtlomatique (séance du 22 juin, année 1833). 
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ordre avec 6^ et 5", et par conséquent un rayon de courbure infini en ce point m'. 

Et il est facile de reconnaître que tes diverses hélices y, yVy''» dont on a parlé 

ci-dessusy art. 3 , couperont le plan M en des points qui ne seront autres que ceux 
Je la courbe cp. 



CHAPITRE II. 

Dans ce chapitre, nous allons chercher et démontrer , en nous servant des 
méthodes de la géométrie descriptive , les diverses propriétés dont jouissent les 
trois spirales : 

V Spirale logarithmique ; 
T Spirale hyperboligve ; 
3* Spirale d'Archimède (*). 

1"" DE LA SPIRALE LOGARITHMIQUE. 

Les géomètres ont donné le nom de spirale logarithmique à la courbe qui a 
pour équation : p=:â°*'(p désignant le rayon vecteur et îù Tangle qu'un rayon vecteur 
fait avec un axe fixe )• 

Au moyen de l'analyse, ils ont démontré les principales propriétés géométriques 
de cette courbe, parmi lesquelles la plus curieuse est celle de couper sous un an- 
gle constant ses rayons vecteurs. 

Au moyen de Canalyse, on a trouvé l'équation de la tangente et on a déduit une 
construction géométrique de la tangente en un point de la courbe ; on a calculé 
le rayon de courbure, on adonné l'équation de la développée, et on a reconnu 
que cette développée était une spirale logarithmique identique à la spirale déve- 
loppante, mais que la développée était placée en une autre position que la courbe 
développante; la développée n'étant autre chose que la développante supposée avoir' 
tourné d'un certain angle autour de l'origine. 

Je me propose de reconnaître et de démontrer toutes les propriétés géométri- 
ques dont jouit la spirale logarithmique en ne me servant que des méthodes de 
la géométrie descriptive. 



(*) J'ai publié, dans le Bulletin de la Société pfailomatique de Paris, le résumé de mes recherches 
sur les trois spirales. Foyex les séances des 17 novembre 183? et 12 janvier 1833. 
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La première chose à reconnaître est celle-^ci : 

Existe-'t^il une courbe polaire qui coupe sous un angle constant chacun de ses rayons 
vecteurs ? 

Se désigne par a la courbe qui doit satisfaire à la propriété énoncée ; il est évi- 
dent que si j'enroule le plan sur lequel la courbe a est tracée, sur un cône B de 
révolution , en plaçant Torigine ou pôle o de la courbe a au sommet s du cône B , 
la courbe a se transformera en une courbe à double courbure A, laquelle jouira de 
la propriété de couper sous un angle constant chacune des génératrices G du cône 
B; et, de plus, il est évident que Tangle sous lequel la courbe A coupera chaque 
génératrice G sera le même que Tangle sous lequel la courbe a coupe chacun de 
ses rayons vecteurs. 

Cela posé : 

Si Von projette la courbe A sur un plan P perpendiculaire à l*axe Y du cône B, on 
aura une courbe A* qui coupera sous un angle constant chacun des rayons du cercle C, 
suivant lequel le cône B est coupé par le plan P. 

Et en effet : 

Si l'on considère le point m, en lequel la courbe A coupe une génératrice G du 
cône de révolution B, la tangente 8 en m à la courbe A sera située dans le plan T 
tangent au cône B tout le long de la droite G. Si par le point m on mène uoe 
droite Z parallèle à l'axe Y du cône B, on aura trois droites G , Z et 9, se croisant 
au point m. 

Pour un autre point m' de la courbe A, on aura de môme trots droites homo- 
logues G', Z^ et B\ se croisant au point n%. 

Or, V les droites Z' et G' feront entre elles un angle égal à celui que les d^oit^s 
Z et G font entre elles, puisque le cône B est de révolution ; 

S"" Les droites G' et B* font entre eHes, par hypothèse, le même angle que font 
entre elles les droites G et ; 

3^ les droites T et 9' feront entre elles le même angle que font entre elles les 
droites Z et 6 , parce que , i"* la droite Z fait avec le plan tangent T un angle égal à 
celui que la droite Z' fait avec le plan tangent T', le cône B étant de révolution ; 
parce que, 2^ la droite Z'se projette sur le plan T suivant la droite G'^ tout comme 
la droite Z se projette sur le f^sm T suivant la droite G , le cône B étant derévolu- 
tion ; et parce que, 3* la droite Q' menée par le point m' dans le plan T^ est sup- 
posée faire avec la droite G' située dans ce même plan T" un angleégal à cdui que 

s 
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la droite 9 , menée par le point m dans le plan T, fait avec la droite G située dans 
ce même plan T ; 

4* Le plan Y, déterminé par les droites Z et , fera avec G un angle égal à celui 
que le plan Y', déterminé par les droites Z' et 8', fait avecG'. 

Dès lors : 

f . La courbe A ne sera autre qu'une hélice tracée sur le cylindre H qui la pro- 
jette suivant la courbe A^sur le plan P, puisque les tangentes 6 à cette courbe A 
font un angle constant avec les génératrices Z de ce cylindre H. 

H. Les droites G» G', G'^ génératrices du cône B faisant avec le plan P un angle 
constant, et de plus chacune de ces génératrices G, G', G'', faisant un angle con- 
stant avec les plans verticaux Y, Y', Y'\ les projections sur le plan P de ces droites 
G, G'y G'^ feront des angles égaux avec les traces, sur le plan P, des divers plans 
verticaux Y, Y', Y''. 

Ainsi, de ce qui précède on peut conclure que si la spirale logarithmique plane a 
existe, on peut construire une courbe à double courbure A coupant les génératrices 
d'un cône de révolution sous un angle constant, et que de plus la projection de 
la courbe A sur un plan perpendiculaire à l'axe du cône sera une nouvelle spirale 
logarithmique plane A*. 

Si nous démontrons l'existence de la courbe A, nous aurons démontré l'existence 
de la courbe a. 

Or, l"" la courbe A étant une hélice sur le cylindre H, et dès lors toutes ses 
tangentes 0, 6', 6% faisant des angles égaux avec l'axe Y du cône B et aussi avec 
le plan P, on doit en conoltireqiie si l'on mène par le sommet < du cône B un plan 
Q perpendiculaire à Taxe Y de ce cône , les deux plans P et Q étant pairallèles 
intercepteront sur chaque tangente e, 0'^ 6'', des longueurs égales entre elles; 

2* La courbe A étant une hélice, toutes ses tangentes formeront une surface dé- 
veloppaUe 2, et le plan tangent K mené à cette aurface 2 suivant une génératrice G 
sera le plan osculateur de l'hélice A ponr le point m par lequel passe la tangente 9 , 
et dès lors le plan Ksera, ainsi qu'on le sait, perpendiculaire au plan Y tangent 
au cylindre H suivant la droite Z passant par le même point m; 

B" Le plan T, tangent au cône B suivant G, fait avec le plan Y tangent au 
cylindre H suivant Z uq angle qui est constant, quel que soit le point m que l'on 
considère sur la courbe A ; 

4"* Le plan K fait avec le plan Y un angle qui est toujosuff drait , et avec le plan 
T un angle qtti est^idemdoenl constant , puisqiie les droites G et 6 font un angle 
qui est stpposé constant* 

Il snffira done de voir s'il est, en effet, possiUe de réaliser oes diMraes condi- 
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lions^ eo iroprimaot au plan K un certain mouvement dans Tespace, pour avoir 
démontré Texistence de la courbe A . 

Or, ayani eoastmîl an plan T langeot au c6ne de révolution B suivant la géné- 
ratrice G,, désignons par H* sa trace sur le plan P perpendiculaire à Taxe Y du 
e&iie B, et prenons ce plan P pour plan horizontal. 

Traçons dans le plan T une droite passant par le sommet s du cône B et fai- 
sant avec il* un angle donné a et coopant H^ en un point p. Faisons passer par k 
droite 6 deux plans, Ton V perpendiouittre au plan P et l'autre K perpendioulaire 
an plan V. 

Gela fait : ^ 

Tendons un fil F le long de 6. et fixons Tune de ses extrémités au point p dn 
plan T, et Tautre extrémité an sommet « du otoe B. 

Faisons mouvoir le plan T de manière i"* à ce qu'il glisse tangenliellementau 
cône B, sa trace H' se mouvant dans le plan P tangentiellement au cercle G, base 
du cône B sur le plan horizontal P ; et 2"" à ce que le fil F s'enroulant sur le cône 
B, à partir du sommet «, reste, en sa partie non enroulée, tendu sur la droite 9. 

Pendant ce mouvement, le plan T entraînera les deux plans Y et K , le plan 
Y engendrera une snrfSftce développable H , et le plan K une surface dévelop- 
pabie 2. 

La surface H sera cylindrique» parce que le plan Y reste pendant le mouve- 
ment toujours parallèle à Taxe Y du cône B, ou, en d'autres termes, toujours per- 
pendiculaire au plan Y. 

Ghacun d^ points en lesquels le fil F passe de la direction droite 9 à la courbe 
tracée sur le cône B formera une courbe qui sera à la fois sur le cône B et sur 
le cylindre H. 

Pendant le mouvement du plan T, h droite 8 changera de place dans Tespace, 
mais en faisant constamment le même angle a avec les diverses positions de la 
trace H* du plan T, et de plus la longueur de 6 comprise entre le plan P et le plan 
Q mené par le sommet 9 du cône B parallèlement au plan P, restera constante. 
La droite pourra donc être considérée comme pliée librement sur le cylindre H, 
la courbe' Â sera donc une hélice tracée sur le cylindre H, et 8, en ses diverses 
positions, sera tangenle à cette hélice A, et dès lors le plan K, en ses diverses 
positions, sera osculateur à cette hélice A. 

On voit donc par ce qui précède que l'on peut en effet tracer mécaniquement 
sur le cône B une courbe A coupant les génératrices de ce cône sous un angle 
constant, et que cette courbe A passe par le sommet $ du cône. 

On voit aussi que l'angle sous lequel la courbe A coupe les génératrices G du 
cône B est le complément de l'angle a, sous lequel la droite 8 coupe la trace H* du 
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pko mobile T ; que dés lors od peut construire une infinité, de -courbes telles 
que A, en faisant varier Fangle a depuis Tangle droit jusqa-à l'angle nul* 

Lorsque a sera droit, la droite G et la courbe A ne seront antres Tune et Tantre 
qu'une génératrice G du cône B. 

Lorsque <x sera nul^ la droite 9 sera parallèle à H' et la courbe A ne sera autre 
qu'un cercle tracé sur le cône de révolution B ; et en eflfot, toutes les sections 
circulaires du cône B coupent sous l'angle droit les génératrices de ce cône. 

Ayant démontré l'existence de la spirale loj^ilbmique conique A, et par suite 
l'existence de la spirale logarithmique plane a^ et ayant de plus donné un procédé 
mécanique au moyen duquel on pourra tracer la courbe A j»ur un cône de révolution 
B, passons à l'examen des propriétés géométriques dont jouissent , en vertu de 
leur mode de génération^ les spirales logarkkmiqiÊes planes ei coniques. 



8 H. 

• • • • 

L Le plan Q pemsanl par le sommet du cône B et perpendicnlmre à taxe y de ce 
cône, coupe la surface dévebppable 2, qui a pour arête de rebroussement la spirale lo- 
garithmique conique A, suivant une courbe qm est identique à la spirale logarithmique 
plane A!", projection de la courbe à double courbure A sur un plan P parallèle au 
plm Q. 

Soit A (fig. i8 ), la courbe à double courbure tracée sur le cône B, ayant son 
sommet en s et pour base sur le pian horizontal P le cercle G. 

Concevons les génératrices G, G^ • . * . du cône B passant par les points m, m\.... 
de la spirale logarithmique conique A . 

Concevons les plans T, T',.... tangents au cône B suivant les droites G, G',.... 
ces plans couperont le plan P suivant les droites H% H*^ .... tangentes au cercle C 
aux points r,r\.... et le plan Q suivant les droi tes R , R V • • • passant par le sommet s 
du cône et parallèles aux traces H% W.,.. 

Les tangentes 0, S", à la courbe A pour les points m, m'y couperont les droites 
Ry R', aux points^, q\ qui détermineront une courbe d, qui sera la section faite 
dans la surface dcveloppable 1 par le plan Q. 

La courbe A se projette sur le plan P suivant la courbe A^ et les droites 6, 6^ 
se projettent sur ce plan T suivant les droites 0^, G'^, et comme 9, 9^ sont tan- 
gentes à A, les droites G^, G'^» seront tangentes à A*. 

Cela posé, démontrons que les courbes d et A^ sont des courbes identiques; 
l>our cela, il suriira de démontrer que la projection ^ de dsur le plan P est iden- 
tique à la courbe A*. 
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Et, poar démontrer Cidentiié^ il suffit de prouver que la courbe i" coupe ses 
rayons vecteurs «*</^ sous un angle égal à celui sous lequel la courbe A* coupe ses 
rayons vecteurs <^m*. 

Or, remarquons que Ton a : 

Les trois droites H*, R, t/'ff'y parallèles entre elles, donc ^9^ est perpendicu- 
laire sur ^m\ 

0^ passe par les trois points p, m^, t^f puisque tf" est la projëclioa de la droite & 
qui passe par les points p, m, q. 

Le.triangle mVi/^ est donc droit en son sommet $^. 

Et comme la courbe A est une hélice sur le cylindre vertical H qui a pour sec- 
tion droite A^, il s'ensuit que le plan tangent K mené à la surface 1 suivant la 
génératrice 9 coupera le plan Q suivant une droite 1 tangente à la courbe d au 
point q. 

Et cette tangente 1 se projettera sur le plan P suivant 1^ tangente à d* au 
point ^. 

Or : t^ est perpendiculaire à 6^, parce que le plan osculateur K à Thélice A est 
perpendiculaire au plan tangent V au cylindre H , et que ce plan Y a pour trace 
sur le plan P la droite 0*. 

Par conséquent , la courbe A^ coupera son rayon vecteur ^m^ sous Tangle 

«*mV> et la courbe 3* coupera son rayon vecteur s^^ sous un angle complémen- 
taire de «*/m*. 

Et comme le triangle s^ç^m^est rectangle en son sommet «^ on doit conclure 
que les deux courbes coupent leurs rayons vecteurs sous le même angle ; les deu\ 
courbes d^et Absout donc deux spirales superposables , en d'autres termes deux 
spirales identiques. 

11. La développée d'une spirale logarithmique plane est une spirale logarithmique 
identique à la courbe donnée et les deux courbes ont même pôle. 

Nous savons que la courbe d^ (fig. 48) est une spirale logarithmique plane, 
puisqu'elle coupe sous un angle constant ses rayons vecteurs ^9^, 

La courbe A^est la développée de la courbe d^, car la droite O'^ est tangente en 
m^ à la courbe A^, et que cette même droite 6* est normale en p^ à d^. 

Ainsi, la développée d'une spirale logarithmique est une spirale logarithmique 
identique et ayant même origine ou même p61e ^, Et la fig. 18 indique suffisam- 
ment là construction à exécuter pour ti^ouver les points m^ de la développée A* 
lorsqu'on aura les divers points 9* et les diverses normales 9^ de la spirale 
donnée 3*. 
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III. Des propriétés dont jouissent les diverses développtmtes d^wse spirale logaritlunique 
plane. 

Lorsque {fig. 48 ) Ton coupe la surface 2, lieu des tangentes 6 a une spirale 
logarithmique conique A y par un plan X perpendiculaire à Taxe Y du cône de 
révolution B sur lequel se trouve tracée la courbe A , on obtient une courbe <p qui 
est la développante de la courbe A^ section droite du cylindre H sur lequel la 
courbe A est une hélice* 

En faisant varier la position du plan sécant X , et le dirigeant toujours perpen- 
diculairement à Taxe Y, on obtient une suite de courbes <f, <f\ (f\ situées dans des 
plans parallèles X, X^ X'^ et ces courbes sont diffi&ratites les unes des autres, ne 
sont point, en un mot, superposabtes, parce que les diverses développantes d'un 
cercle sont seules des courbes identiques. 

Cela posé : 

Supposons (yi^. i9) que l'on donne une spirale logarithmique plane A^ ayant 
son origine ou pôle au point «^. 

Si l'on enroule un iil sur la courbe A* depuis le point o jusqu*au pôle sf'y en 
déroulant ce fil on aura la courbe 3^ qui sera une développante de A^ et la seule 
qui soit une spirale logarithmique et une spirale identique à la courbe A\ ainsi 
que nous l'avons vu ci-dessus. 

Mais si l'on enroule le fil sur la courbe A^ depuis le point ^ jusqu'au point o, 
et que l'on déroule ce fil , le point o décrira la courbe y qui aura un point de 
rebroussemenl en o , parce que l'on pourrait enrouler le fil sur l'arc om!" de la 
courbe A^ et dérouler ce fil de manière à ce que le point o décrivit la seconde 
branche-/, de la développante complète 77,. 

Cela posé : 

Si du pôle «^ comme centre, et avec un rayon vecteur sf'o comme rayon , on 
décrit le cercle G; si on mène un rayon vecteur arbitraire ^m^ de la spirale loga- 
rithmique plane A^, ce rayon vecteuf coupera le cercle G en un point r ; si on 
construit au point m^ la tangente 0^ à la spirale A*, et au point r la tangente H* au 
cercle C , je dis que ces deux tangentes se couperont en un point x situé sur la 
développante 7 ayant le point o pour point de rebroussement. 

Et en effet ; 

On pourra toujours considérer le cercle C comme la base d'un cône de révo- 
lution B ayant son sommet en un point s arbitrairement placé sur l'axe Y, et le 
cylindre vertical H qui aura pour section droite la spirale A* coupera le cône B 
suivant une courbe A qui , en venu de ce que nous savons, sera une spirale loga- 
rithmique conique. Dès lors, le point m'usera la fN^ojection du point m de la courbe A 
et 6^ sera la projection de la tangente 6 en //i à la courbe A. 
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Le plan oaculateur K pour le point m de la courbe A passera par la droite 9 , 
et aura pour traoe sur lé plan du oercle G la droite H' tangente en a: à la dévelop- 
pante 7, le point X étant eelui en lequel la droite perce le plan horizontal qui n'est 
autre que le plan du cercle G. 

Le plan tangent T au cône B pour le point m contiendra la génératrice G de ce 
cône passant par ce point m, et de plus contiendra la tangente en m à la courbe A ; 
par conséquent, la trace H^ (sur le plan horizontal) de ce plan T passera par le 
point X et le point r, qui sont les traces horizontales des droites d et G ; et comme 
le plan T est tangent au cône B , sa trace horizontale H* devra être tangente au 
cercle G trace horizontale du cône B ; donc , etc. 

D'apréace qui précède, on voit de suite que si de chaque point x de la courbe 7 
on mène la tangente H* au cercle G , chacune de ces tangentes H* sera coupée 
sous un angle constant par la courbe y. 

Et en effet : 

Dans le triangle m^xr, V Tangle a:mV est constant, puisque la spirale A'' coupe 

sous un ang!e constant ses rayons vecteurs; 2** Tangle m^'rx est droit, donc 

l'angle m^xr sera constant. 

Et comme l'angle tn^xW est droit, il s'ensuit que l'angle rxll"" sera constant: 
ce qu'il fallait démontrer. 

Ainsi , Ton peut énoncer le théorème suivant : 

Chaque développanle d'une spirale logarithmique plane coupe sous un angle constant 
les tangentes menées dechacun de ses points au cercle ayant pour centre le pâle de la spirale, 
et pour rayon le rayon vecteur de la spirale correspondant au point de rebroussement de 
la développante. 

m 

L'angle est le mime pour toutes les développantes de la même spirale logarithmique , et 
il est égal à l'angle sous lequel la spirale coupe ses rayons vecteurs. 

Et l'on voit de suite que la courbe^ n'est qu'une développante particulière, 
celle pour lequel le point de rebroussement est précisément le pôle de la spirale 
A*; et pour cette courbe ^, le cercle G a un rayon nul. 

De sorte que les tangentes H* au cercle G jouent, par rapport à la développante y, 
le même rôle que les rayons vecteurs «*^ jouent par rapport à la développante ^. 

Les considérations précédentes nous permettent de résoudre le problème 
suivant. 

IV . Rectificaiion d'un arc de spirale logarithmique plane. 

Étant donnée ( fig. iV) une spirale logarithmique A* coupant ses rayoM vecteurs 
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sous un angle connu a, on peut facilement rectifier uii arc om^de cette courbe. 

Pour cela : l"" on tracera le cercle G passant par Tune des extrémités o de lare 
à rectifier 9 ce cercle ayant pour centre Forigine ou pôle «^ de la courbe spirale 
donnée ; 

2*" On construira au point m* la tangente 6^ à la courbe; 

3"" On construira au point r, en lequel le cercle G est coupé par le rayon vecteur 
«W prolongé , la tangente H^ à ce cercle G. 

Lies droites 6^ et H^ se couperont en un point x et am^ sera la longueur de Tare 
om!' rectifié. 

V. Construction de la tangente en un point d'une spirale logarithmique plane, lorsque 
l'on ignore sous quel angle la courbe coupe ses rayons vecteurs. 

Étant données {fig. 49) la courbe A* et son origine ou pôle s\ on deinande la 
tangente au point m!". 

V On décrira le cercle G passant par un point o arbitrairement situé sur la 
courbe donnée, le centre de ce cercle étant le pôle ou origine de A*; 

2° On mènera le rayon vecteur ^m^ coupant le cercle G au point r ; 

S"" On construira au point r la tangente H* au cercle G ; 

Â"" On prendra une droite D égale en longueur à l'arc om'' de la courbe 
donnée. 

Cette droite D sera construite par tâtonnement , en prenant des cordes très- 
petites et difTéfant très-peu des petits arcs qu'elles soutendent. 

5^ Du point tn^ comme centre, et avec D pour rayon, on décrira un cercle qui 
coupera H' en un point x. 

Joignant les points x et m\ on aura la tangente demandée. 

VL Étant donnée, une spirale logarithmique plane, coupant ses rayons vecteurs sous 
un angle connu, construire la développée de cette courbcy ou, en d'autres termes, 
construire pour un point de la spirale son rayon de courbure. 

Soit donnée (Jig^ 18) la spirale logarithmique plane 3^. En un point ^ de cette 
courbe, on mènera la normales^ (cette normale est facile à construire, puisqu'ella 
doit faire avec le rayon vecteur tf"^ un angle complémentaire de celui sous le- 
quel la courbe coupe ses rayons vecteurs). 

Du pôle ou origine s*" comme centre et avec un rayon arbitraire, on tracera le 
cercle G. 

On mènera le rayon «V perpendiculaire sur le rayon vecteur sV> ^^ '^ droites 
«V et 9^ se couperont en un point m*, qui appartiendra à la développée A*. 

On pourra donc se procurer facilement autant de points m^ de la développée 
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A* que Ton vendra, ou, en d'autres lermes, autant de eeotres de couAure m*, que 
l'on voudra, de la couri)e donnée f. 

VII. Êiant donnée, une êpirate to^nithmique plane et l'angle sous lequel elle coupe 
9e$dwef$rayan»vecieurs,comiruirePangle dont il faudrait faire toumercetie courbe au- 
tour de son pâle, pour la iuperpo$er sur sa développée. 

Étant données (fig. 30) la spirale logarithmique plane 3 et sa développée A, 
nous savons que si l'on prend un point q sur la courbe d, sa normale est tan- 
gente en un point m de la dévdoppée A , et que les deux rayons vecteurs sq et 
<m sont rectangulaires entre eux, quel que soit l'angle sous lequel la courbe i 
coupe ses rayons vecteurs sq. 

Le trian^ qsm étant rectangle en s^ il s'ensuit que les angles sqm et smq sont 
complémentaires; dès lors i^ si sqt=: sm , ces deux angles sont égaux entre eux , 
et chacun vaut un angle demi-droit. 

Dans ce cas, la courbe d devra tourner d'un angle droit autour du p61e s pour 
venir se superposer sur sa développée A. 

2^ Si Ton a sq <sm, on a aussi sqm <^smq. 

Dès lors la courbe d tournant autour de son pôle s^ le point 9 viendra se pla- 
cer sur un point q' de la développée A , ce point q' étant tel que l'on ait sq'z=^ 
sqy et il est évident que le point q' sera situé entre le pôle s et le point m; dans 
ce cas la courbe 3 tournera d'un angle plus petit qu'un angle droit pour venir se 
superposer sur sa développée A . 

3' Si Ton a ^>. sm^ on a aussi smq > sqm. 

Dès lors la courbe i tournant autour de son pôle s , le point q viendra se placer 
sur un point q" de la développée A , ce point /' étant tel que l'on ait s^'zzz^sq^ et 
il est évident que le point 9'' sera situé au delà du point m par rapport au pôlet. 
Dans ce cas la courbe i tournera d'un angle plus grand que l'angle droit pour 
venir se superposer sur sa développée A. 

VIII. Dans la spirale, logarithmique plane, les accroissements des arcs sont propor- 
tiomieis aux accroissements des rayons vecteurs. 

Étant donnée {fig. 21 ) une spirale logarithmique plane A, nous avons vu ci- 
dessus que si l'on traçait un cercle C, et si Ton menait au point m la tangente 6 
à la courbe A, et au point p en lequel le cercle C est coupé par le rayon vecteur 
sm la tangente T, ces deux droites se coupaient en un point Xy et que la droite 
xm était égale en longueur, à Tare de spirale my. 

Dès lors,. si Ton construit une suite de cercles concentriques C, C^ C!\ ayant 

9 
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le {M^le 5 pour centre commun , et ttel&què i'oa ait pp^ :ss^jï'p" y om «lira xaé^^xx 
et dès lors on aura aussi : arc yj('=:arc. yY^ 

Et comme on a, par construction, 9y =:sp et sy'=:sp' et sy"=='Sp", on aura 
évidemment 

«y -h «y' + «j/'' H- etc. =s arc nty + arc mff + arc m^'' + etc. 

Ainsi , en représentant par p le rayon vMteur et par S Tare de la spirale lûga- 
rithmîque ( farc S étaii compté à partir de Forigine on p6fe 4e la courbe), on aura : 



A 

^ =: constante = M , 



ce qu'il iUlatt démontrer. 



IX. It^ propnéàéM domijomunt la dévelêppanêeê de (a déudeppanie d'une spirale 
logarithmkfue plane. 

Étant donnée {fig. 22) la spirale logarithmique plane A, et ayant décrit le 
cercle dont le centre est au pôle s et qui coupe au point o la courbe A , nous 
avons vu que la courbe y développante de la spirale A coupait sous un angle con- 
stant les tangentes T du cercle C, et aussi que cette courbe y coupait les droites T 
sous le même angle, que la spirale A coupait ses rayons vecteurs sm. 

Cela posé : 

Je décris la courbe D, développante du cercle C et ayant pour origine le point 
Oj qui est aussi Porigine de la courbe y sur le cercle C. Puis jeilécris la courbe K 
développante de la courbe y, cette courbe K ayant aussi pour origine ou point de 
rebroussement le point o. 

Je construis au point m de la spirale A la tangente 9\ 

Au point x' de la développante 7 la tangente V 

Au point y' de la développante K de la développante y la tangente ^'. 

Et enûn au point z' de la développante circulaire D la tangente S'. 

Si je conçois Phélicoïde développable 1 qui aurait pour arête de rebroussement 
une hélice G, projetée en G , cette surfece sera coupée par le pian bor4sontaI 9ui- 
vant ta développante circuiaire D. 

Et si je conçois un cylindre veitical H ayant pour section <lMite 4a courbe 7, 
ce cylindre H coupera 4a surface héiicoîde 1 suivant nne iHMiriM y, ^fii se projet** 
tera suivant y. 

Or, la courbe 7. coupera sousiin angle constant les tK^ecâee génératrices 4mî* 
tes G de Thélicoîde Z, puisque $a projection y coupe sous xm angle oonstant les 
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tMgenles T aiu cercle G qui isoBt les projeetions 4e ces diverses giéoératrices G. 

Si je voulais coosAruire au point x^ de 7, la tSAgeote» je devrais faire la con*- 
stfttclion suivante : 

Mener à 7 et. au point a:' projection du point âs. la tangente X' qui serait la trace 
horizontale du plan tangent w cylindre H. 

Mener à D et au point ^ en lequel la ^[énération G de Thélicoide 2 passant par 
le point 07: perce le plan horizontal , la tangeate 6^, laquelle serait la trace hori- 
zontale du plan tangent à l'hélicoïde 2. 

Le&droites X^ et ê^ se couperont en un point ^ qui sera sur le plan horiatontal le 
pied ou la trace de la tangente cherchée X,; en joignant donc les points ^ et x, on 
aura cette tangente. 

Et comme la courbe 7, coupe sous un angle constant les génératrices G de Thé- 
licoide 2, il s'ensuit que ses tangentes X, coupent sous un angle constant les gé- 
nératrices du cylindre H ; dès lors la courbe 7. est. une hélice sur le cylindre H, 
dès lors les points y appartiennent à la développante R de la courbe 7. 

De là on déduit ce qui suit : 

Problème. RecUJicatim d'un arc o\' de la courbe 7. 

On tracera (^fig. 22) la dév^ppante circulaire D passant par le point o éela 
courbe 7 ; on construira la tangente g' à la courbe D pour le point %' en lequel le 
rayon vecteur rV de 7 coupe D et la droite S' coupera la tangente X' au point y. 

La droite a^y sera égale en longueur à Tare ax' de la courbe 7. 

Si Ton voulait avoir la rectification de l'arc xx' de la courbe 7, on tarait pas* 
serpar le point a: la développante circulaire D"; au point js"" on mènerait la tan- 
gente è'' à D"; ef' couperait X'au point y"; et la droite o^y serait égale en Jongueur 
à l'arc xx' de la courbe y. 

Le lieu des points y' sera une courbe K' qui sera aussi une développante de 7, 
mais ayant son point de rebroussement au point a: de 7. 

De même que la spirale l<^rithmique K(fig. 21) coupait évidemment sous un 
angle constant les cercles G, C, G'\ ayant pour centre commun le pôles; de 
même la courbe 7 (fig. 22 ) coupe évidemment sousun angle constant les déve- 
loppantes D^ D\ du cercle G qui sert de pôle à cette courbe 7. 

Pour la spirale A, à des accroissements ^aux pour les arcs correspondaient 
des accroissements égaux pour les rayons vecteurs {fig. 21 ) ; la même ebose a lieu 
évidemment pour ta courbe 7, puisque les deux triangles j/sV et j/'sV sont 
aetoblhbles (fig^ ^ >. Ainsi le peint x partage l'arc ax de la courbe 7 de la même 
manière que k point a^' pMtsffe la droite sV. 

De même que la courbe A (fig. 22 ) coupe sous^ un angle conatant a ses 



-^ 68 — 

rayons vecteurs mi ; de même la courbe y développante de la spirale. A coupe sous 
un angle constant et qui est aussi égal à a, ses rayons vecteurs rj: ou T ; de même 
aussi la courbe K développante de la développante 7 de la spirale A coupe sous 
un angle constant et qui est encore égal à a, ses rayons vecteurs «y ou 6^. 

De sorte que^ pour la spirale logarithmique , le pôle est un point ê\ pour sa 
développante y le pôle est un cercle C; pour sa développante de développante K, 
le pôle est la développante D du cercle C. 

Et, en appliquant à la courbe K ce que nous avons dit pour la courbe y, on 
voit que la courbe K pourra être considérée comme la projection d'une courbe K. 
située sur une hélicoide développable l' ayant pour arête de rebroussement une 
hélice tracée sur le cylindre qui aurait pour section droite la développante cir- 
culaire D, cette courbe K, coupant sous un angle constant les diverses généra- 
trices droites de cette surface 2^; dès lors la développante de la courbe K coupera 
sous un angle constant les tangentes à la développante de la développante circu- 
laire D, et ainsi de suite. 

Remarquons qu'au point 0, qui est en même temps l'origine des courbes y et 
K, ces deux courbes se coupent à angle droit, puisque K est la développante 
de y; et comme y est la développante de la spirale A , ces deux courbes se cou- 
pent aussi à angle droit en ce même point o ; dès lors , les courbes A et K ont 
même tangente au point o. 

Ainsi (fig. 23) : la courbe yy", développante de la spirale A, offrira en un 
point de rebroussement , et elle aura pour tangente en ce point o la normale N 
de la spirale; la courbe KK', développante de yy', offrira en un point pour 
lequel le rayon de courbure sero nul, et cette* courbe sera tout entière d'un 
même côté par rapport à la tangente B' à la spirale A , et aura pour tangente en o 
la droite 0. La cçurbe V\i\ développante de KK', passera de l'autre côté de la 
tangente g et offrira un point de rebroussement en o; elle aura pour tangente la 
normale N". 

La courbe \\\ développante de UU', sera du même côté que UU' par rapport 
à la tangente 9 , et aura en un rayon de courbure nul et 9 pour tangente en ce 
point, et enffn la développante de M Y repassera de l'autre côté de 9, et ainsi de 
suite. 

X. De quelques propriéiés de la spirale logarithmique conique. 

Cette spirale jouit, comme la spirale logarithmique plane , de la propriété que 
nous connaissons déjà , savoir : que les ares comptés à partir du sommet du cône 
sont entre eux comme les rayons vecteurs correspondants aux extrémités^decesaras. 

Cette courbe est rectifiable ; la longueur d'un arc compris entre le SMtmet du 
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e6ne et un poiDt m est égal à la partie de la tangente qui , menée au point m, se 
trouve comprise entre ce point m et le plan mené par le sommet du cône perpen- 
diculaire à l'aie de ce cdne , etc., etc. 

Ces diverses propriétés sont ÀYÎdentes lorsqu'on jette les yeux sur làfig. i8. 

XI. ComtmetiM du rayon de camrtwre de la spirale logarithmique conique. 

Nous avons vu que la spirale logarithmique conique était une hélice sur le 
cylindre qui projette cette courbe à double courbure sur un plan P perpendicu- 
laire à Taxe du cône suivant une spirale logarithmique conique. 

Par conséquent j les rayons de courbure de celte spirale sont tous parallèles au 
(dan P. 

Dès lors, étant donné un point m sur la spirale A , pour avoir le rayon de 
courbure correspondant à ce point , il faudra mener par la tangente au point m 
delà courbe A un plan R perpendiculaire au plan vertical passant par 0; ce plan 
R coupera le cône suivant une section conique E, osculatrice à la courbe A au 
point m , car nous savons que le plan R , en vertu de la direction que nous venons 
de lui donner , est le plan osculateur de la courbe A pour le point m. 

Le rayon de courbure de la section conique E, sera celui de la spirale A. 

Gomme pour chaque point de la spirale A , la tangente au point m fait le même 
angle a avec la génératrice G du cône, il s*ensuit que si l'on fait tourna toutes 
les génératrices G autour de l'axe pour les placer sur une même génératrice G. , 
toutes les tangentes 9, menées aux divers points de la spirale A, viendront se 
placer dans le plan T, tangent au cône suivant G, , et en ces nouvelles positions 
seront toutes parallèles entre elles ; dès lors, on doit conclure que les divers plans 
osculaieurs de la spirale A coupent le cône sur lequel cette courbe est tracée , 
suivant des section coniques B toutes semblables entre.elles , mais non semblable- 
ment placées. 

Par conséquent, connaissant le rayon de courbure pour un point m de la spi- 
rale A, il sera facile d'en conclure le rayon de courbure pour tout autre point tn 
que l'on indiquera. 

Et en effet : 

Concevons le cône de révolution B, une génératrice G de ce cône, le plan T tan- 
gent à ce cône suivant G ; menons dans le plan T une suite de droites d, 6^ 0'\ 

toutes parallèles entre elles, et par chacune d'elles menons un plan parallèle à Taxe 
du cône B, nous aurons les plans verticaux X; X', X''; par chacune des droites 9, 9', 
9'^ menons des plans parallèles entre eux R , R', R'' et perpendiculaires aux plans 
verticaux et aussi parallèles entre eux X , X\ \" ; ces plans R , R', R'' couperont 
le cône B suivant des sections coniques semblables et seknMablement plaééés E , 
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S", E^'; désignons : A"" par b , b'j h" les demî-diamètres dé ces eouilMs passant par 
le point en lequel k génératrice G coupe çhaeane de ces courbes; 2'' par p, p\ ^\ 
le rayon de courbure de chacune d'elles. 

Supposons d'abord que ie point en lequel les courbes E, E% E'' eoupeal; G a»il le 
sommet de ces courbes; désignons par a, a^ a' les démi-axes, 6, b\ b" étant les 
autres demi^xes de ces sections coniques , on aorait dans ce cas tout particulier : 

•*• a* , a'" 
P=ft» p = -j7,elc. 

Or, puisque les courbes E et E' sont semblables^ on a 



d'où 



d'où 
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d'où 



Et comme 



on aura 



.b''=a''.b 



fLr fi 



d'où 



b =a 






p : p' :: b : b' 



Or, cette proportion aura lieu, que b et b' scMent les demi-axes ou des demi- 
diamètres, parallèles entre eux, de deux sections coniques Eet E' semblables et 
seroblablement placées sur ie cône B ; dès lors , connaissant p et 6 pour un point m ^ 
et b' pour un point quelconque m de la courbe spirale A , on pourra construire p' ou 
le rayon de courbure de cette courbe À pour ce point m\ car : désignant par T et 
T' les plans tangents a\i cône B et aux points m et tn de la spirale A , et désignant 
par R le plan osculateur en m à la courbe A et par R, le plan osculateur en m' à 
ceUe même courbe A; si l'on Êiit tourner le plan T autour de Taxe du cône B 
pour le superposer sur le plan T, le plan B. viendra prendre la position R' pa- 
rallèle à R; par conséquent, les plans R. et R' ooup^ront le cône B suivant des 
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MeUoM ooQÎ^oes.E, eiË' qui aerôm ideotîqoes, et ie pian R ooupera le cAoe B 
raivam um swtkMi oonûiiieE semblable à .la courbe E\ Le point m' de E, viydra 
M placer en ai, sur E'^ el les points m de E et m. de |S' seroni sur une même géné- 
ratriee G du cftne B. 

Le demi-diamëtre^. de Ei pour le point m sera ^1 au demi-diamètre b' de ë' 
pour le point m. ; et l'on aura le demi-diamètre b' de E' pour le point m, paral- 
lèle au demi-diamètre 6 de E pour le point m; donc , etc. 

XII. De la courbe qui, tracée $ur un cône quelcoaque, coupe êom M migU eoMknU 
tee générairices de ce cône. 

Étant donné un cône 1 ayant pour directrice uoe courbe quelconque B , on 
peut toujours développer ce cône , car Ton sait que si Ton coupe le cône 1 par 
une sphère ayant son centre au sommet « de ce cône et un rayon arbitraire R , 
on obtient une courbe C qui se transforme, lorsque le cône esl développé ou pla* 
nifié , en un cercle C, ayant R pour rayon. 

Dès lors, si sur le plan du cercle G, on construit une spirale logarithmique 
plane X, ayant pour pôle le centre o du cercle C. en enroulant le plan du cercle 
G, sur le cône 2, ayant soin de j^lacer le centre o du cercle C, sur le sommet s de 
ce cône, la spirale plane X. se transformera en une spirale à double courbure X 
qui coupera les génératrices droites du cône 2 sous un angle constant. 

Une des propriétés remarquables de cette courbe à double courbure esl la sui- 
vante. 

Les tangentes 6 à la courbe X forment une surface développable Y, et les tan- 
gentes ta la courbe G foment aussi une surface déveleppaUe Y,. 

Or, si Ton conçoit une génératrice G du cône 2 coupant la courbe X en un 
point X et la courbe G en un point y, les tangentes Q en xkl9L courbe X et t en 
jf à la courbe G se ooupent soas un angle « qui est constant» quelle que soit la 
position de la génératrice G sur le cône 2, et quelle que soit ia directrice B du 
cône 2; et cet angle a est toujours ie complément de l'angle sous lequel la courbe 
à double courbure X coupe les génératrices G du cône 2. 

Et en efifet : 

Soit tracé sur un plan P {fig. 24) une spirale logarithmique plane X. ayant le 
point pour pôle. 

DécrÎTons du point o comme centre et avec un rayon R le cercle G, ; menons le 
rayon vecteur 6, coupant ta courbe X.au point jd, et lecerde C, au point y, ; con- 
struisons la tangente 0, en x, à la courbe spirale X., et Ja tangente t,em y, an cercle 

G.; ces deux droites 8, et i, se couperont eous un angle ar.r,2f, qui sera constant , 
quelle que soit la position du rayon veeleur 6.. 



1 
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SFdoDcon enroule le plan P sur le côoe2/le8 droites^, et r« deneûdroût les 
tangintes 6 et u l'^n^ ^u poiut x de la courbe spirale X, l'autre au poiut y de la 
courbe k double courbure G et les deux droites 6 et i auront conservé » entre 
elles, les mêmes relations de position qui existaient entre les droites 0, et i,; 
donc et e se coupent sous un angle constant, etc., etc. 

XIII. Étant tracée sur un cône à directrice arbitraire la courbe qui coupe 90U8 un angle 
constant les diverses génératrices droites de ce cône, on demande de construire le rayon 
de courbure en un point de cette spirale. 

Nous devons admettre que l'on peut calculer le rayon de courbure d'une sec- 
tion plane quelconque d'un cône 2 dont on connaît le sommet s et la courbe 
directrice B. 

Ainsi, étant donnée {fig. 25), la courbe B pour courbe directrice du cône 2 et 
le poin^ m étant celui de la spirale Â, pour lequel on veut trouver le rayon de 
courbure, nous ferons passer par le point m un plan P perpendiculaire à la géné- 
ratrice G du cône^ laquelle passe par ce point m; ce plan P coupera le cône sui- 
vant une courbe B', au point m nous mènerons la normale mp à la courbe B^ et 
nous déterminerons son centre de courbure o; nous aurons dès lors le cercle d, 
osculateur en m à la courbe B\ 

Nous considérerons le cercle 9 comme la section droite d'un cylindre ayant 
ses génératrices parallèles à la droite G. 

Ce cylindre sera osculateur en m au cône 2. 

Le cylindre osculateur O étant trouvé, il faut obtenir le cône osculateur et de 
révolution. 

Or, si l'on considère le cercle i comme la base d*un cône ayant le point s pour 
sommet, ce cône sera osculateur au cône 2 tout le long de G ; mais ce cône ne 
sera pas de révolution ; pour qu'il soit de révolution , il faut que le triangle som 
soit rectangle en o. 

Menons en m la tangente 6 au cercle i et par cette tangente 6 faisons passer une 
suite de plans Y, Y', Y^'; chacun d'eux coupera le cylindre O suivant des ellip- 
ses E , E', E'% qui auront toutes même petit demi -axe et égal au rayon p du 

cercle d et le demi- grand axe sera égal à — ^ , a étant Fangle que le plan Y fait 

avec le plan P {fig. 26 ) ; et cet angle <x variera de grandeur avec les diverses 
positions que le plan Y prendra dans l'espace, savoir : Y', Y'', 

Par conséquent, les ellipses E, E', E,.... auront toutes leurs petits axes égaux 
entre eux et leurs grands axes inégaux entre eux. 
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Le point m sera le sommet de chacune des ellipses E, E', E" ; pour oe smnmet , 
le rajon de courbure sera 



^=^ 



p étant le demi-petit axe et a désignant le demi-grand axe mq. 
Or 



donc 



on aura donc 



mq 


.008 


assnto 
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Par conséquent (fig. 26), si sur om ou p comme diamètre on décrit le cercle K , 
il coupera la droite mq eux y et xm sera égal à p.. 

Par conséquent , si sur sm comme diamètre je décris le cercle L , les cercles L 
et K se couperont en un point x^ et xs sera l'axe du cône O.de révolution , oscu- 
lateur au cône 1 tout le long de la génératrice 6. 

Le cône osculateur 0. étant construit , on pourra considérer les deux éléments 
successifs de la courbe A qui appartiennent à la fois au cône 2 et au cône O, 
comme étant situés sur une spirale logarithmique conique A, tracée sur le 
cône 0,. 

Et le plan osculateur Q pour la courbe A, au point m sera le plan osculateur 
de la courbe A pour ce même point m. 

Or, Ton sait que le plan Q est perpendiculaire au plan passant par une droite 
menée par le point m parallèlement à l'axe du cône 0, , et par la tangente en m à 
la courbe A,. 

Dès lors<» nous construirons en m la tangente T à la courbe donnée A ; par ce 
même point m nous mènerons une droite Z parallèle à Taxe êxo du cône osculateur 
de révolution 0, ; et par la tangente T nous mènerons le plan Q perpendiculaire 
au plan passant par les droites Z et T. 

Le plan osculateur Q étant déterminé, ce plan coupera le cône 0, suivant une 
section conique osculatrice mi m à la spirale donnée A . 

11 ne pestera plus qu*à déterminer le rayon de courbure de la section conique 
pour achever la solution du problème proposé. 

10 
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Remanfue. En terminant, je crois devoir faire remarquer que lorsqu'il s'est agi, 
n"" XI, de la solution du problème : Omsiruire le rayon de courbure p en un point 
m' de la Sfnrale logarithmique conique A , connaissant le rayon de courbure p en un 
point m de cette courbe, j'ai dit que désignant par b et 6' les demi-diamètres des 
sections coniques E et E' osculatrices en m et m' k la spirale à double courbure 
A f on avait toujours : 

p : p' : : A : 6' 

Je n'ai point démontré l'existence de cette propriété dans tous les cas , me bor- 
nant à la démontrer lorsque Ton suppose que les points m et mf sont les 
sommets des courbes E et £'• 

Au moyen déconsidérations géométriques très-simples, on peut facilement démon- 
trer l'existence de cette proportion dans tous les cas. 

Et en effet : 

Désignons par G la génératrice du cône de révolution B sur lequel la spirale A 
est tracée, celte génératrice passant par le point m de cette courbe A. Faisant 
tourner le plan de la courbe E' jusqu'à ce que le point m' vienne en m, sur G, la 
courbe E prendra la position E, , et les courbes E et E, seront dans des plans 
parallèles , et seront semblables et semblablement placées sur le cône B dont elles 
sont des sections planes. 

Désignons par e et e. les centres des courbes E et E^ la droite qui unira le point e 
au sommet s du cône fi passera par le point «, , et les droites em et e/n, seront paral- 
lèles , et Ton aura : 

em : ejm, :: sm: sm, (i) 

Cela fait : 

Traçons dans le plan de la courbe E la développée d de cette courbe ; la nor- 
male N menée au point m, à la courbe E et dansson plan , touchera la développée i 
en un point o. 

Et les deux normales successives et infiniment voisines N et N^ à la courbe E 
et passant, Tune par le point m et l'autre par le point p, ces deux points étant 
successif et infiniment voisins sur la courbe E, se couperont au point o. 

De même , deux normales successives et infiniment voisines N. et N/ à la courbe 
E,et passant l'une par le point m et l'autre par le point p. , ces deax points étant 
successifs^ et infiniment voisins sur la courbe E, , se coupèrent en un point <\. 

Or, les points « , m et m, étant sur la droite G, les points « , p et p, seront sur 
la droite G^ génératrice successive et infiniment wisine de G mr te cône B. 

Dès lors, les droites Net N,, N' etN/ seront parallèles. 
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Dés lors , les plans (N , N.) et (M^ N/) se couperont suivant une droite passant 
par le sommet s du cône B et les deux points t> et o,. 

Or : am sera le rayon de courbure p de la courbe E pour le point m , et o.m, sera 
le rayon de courbure p, de la courbe E, pour le point m. ; on a donc la proportion : 

pip,: :8m : 8m, (2) 

Comparant les proportions (1) et (2), on en déduit : 



f : p^iiem: ejm, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Mais si Ton mène par le sommet $ du cône de révolution B une droite de direc- 
tion arbitraire Q coupant les plans des sections coniques E et E, en les points q 
et f, y on aura toujours : 



qm : qjn, :: 9m\8m, 
et par conséquent 



p : p II qmi qjm^ 

Ainsi , désignant cm par r et q,m, par r, , on peut dire : que les rayons de cour- 
bure en deux points homologues m et m, de deux sections coniques sranblaUes et 
semblablement placées (dans l'espace ) E et E, sont entre eux comme les rayons 
vecteurs homologues r et r. de ces courbes ayant pour pôles conjugués les points 
q et q,. 

Et comme deux sections parallèles et planes faites dans un cône quelconque 
ont pour pôle commun le sommet de ce cône , on peut dire que «m et sm. sont les 
rayons vecteurs des courbes E et E, par rapport à leur pôle commun 8. 

Et dés lors , désignant «m par v et $m, par v, , on aura : 



p : p z:v : V, 
D'où 



/z=zt^ 



Par conséquent, connaissant le rayon de courbure p pour un point m de la 
spirale logarithmique conique A , on pourra facilement construire le rayon de 
coui1)ure p pour un point quelconque m' de cette courbe , car il suffira de 
mener par le point m' une droite D s'appuyant sur l'axe du cône B et dirigée 
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perpendiculairement à cet axe» et de porter sur cette droite D une longueur f\ 
quatrième proportionnelle entre p, W et tm. 

sm et sm étant les distances des points m et W au sommet s du cône de révo- 
lution B sur lequel est tracée la spirale donnée A. 

Et comme ce que nous venons de dire aura évidemment lieu, quel que soit le 
demi-angle au sommet du cône de révolution B , nous pourrons en conclure que 
la même chose aura lieu lorsque ce demi-angle sera égal à un angle droit ; lors 
donc que le cône B sera un plan P et que la spirale logarithmique et conique A 
sera une spirale logarithmique plane A.. 

Par conséquent > Ton pourra très-facilement construire le rayon de courbure 
p en un point m d'une spirale logarithmique plane A. lorsque Ton connaîtra son 
rayon de courbure p pour un de ses points m ; car désignant par r et r' les rayons 
vecteurs de celte courbe pour les points m et m', on aura : 



/ 



p : p :: r : r 



2* DE LA SPIRALE HYPERBOLIQUE. 

En désignant le rayon vecteur par p et l'angle par a» j les géomètres ont donné 
le nom de spirale hyperbolique à la courbe plane ayant pour équation p . o«> = M , et 
cela parce que l'équation polaire avait la même forme que l'équation en coordon- 
nées obliques xj^=G, laquelle représente, comme on le sait, une hyperbole 
rapportée à ses asymptotes, ces droites étant prises pour axes des coor- 
données. 

Je me propose de démontrer, que si l'on a un cône ayant pour directrice une 
hélice tracée sur un cylindre de révolution et pour sommet un point situé sur 
l'axe de ce cylindre, la courbe que l'on obtiendra en coupant ce cône par un plan 
perpendiculaire à l'axe du cylindre sera une spirale hyperbolique. 

Ensuite, je chercherai les diverses propriétés dont cette courbe peut jouir , en 
ne me servant que des méthodes employées en géométrie descriptive. 



§ I-. 



Traçons (fig. 27 ) sur le cylindre de révolution qui a pour axe la droite Z et 
pour section droite le cercle G, l'hélice H. 
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Prenons sur r»6 Z un point s , et menons par ce point un plan perpendicu- 
laire à l'axe Z et coupant dès lors le cylindre suivant un cercle G', et l'hélice H 
en un point a. 

Je dis : que le cône qui a pour sommet le point s et pour directrice Thélice H 

m 

est coupé par le plan xy perpendiculaire à Taxe Z suivant une courbe 9 qui n'est 
autre qu'une spirale hyperbolique. 

En effet : 

Par un point m de l'hélice H , concevons la droite nmp génératrice du cylindre 
et la droite smd génératrice du cône. 
. od sera le rayon vecteur de la courbe ^ • 

En prenant la droite ox , ou mieux le plan Zx, pour origine des angles co ; et 
désignant par R le rayon des cercles G et G^; et par b la distance du sommet $ au 
plan sécant a:;^; et par A le p<» de l'hélice H, on aura : 



nm 



arc fia 2}r . B 

Et comme 

arcna = R.b> 

on aura 

nm S5S -■- ïsr 

2ir.R ^K 

Or, les deux triangles semblables «mit et $od donnent 

9n\od\\nm: oi 
ou 

R: P :: --— : b 



D'où 



JKo = r- • P ^ 



et enfin 

• ir • R.b 

équation qui appartient à la courbe que les géomètres ont appelée spirale hyper- 
bolique. 



j 
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Cette maoière toute nouvelle d'obtenir la spirale hyperbolique , outre Ta^aatage 
de conduire à un procédé simple soit grapUqw pour la construire par point, 
soit mécaniqve pour le tracé d'un mouvement continu, comme nous ie ferons 
voir plus loin , a encore celui de bien faire voir comment est composée la quan- 
tité constante qui entre dans Téquation de cette courbe. 

Et ainsi , on voit très-bien que la quantité ^' peut rester constante : 1 "" si 
l'on fait ywnest R et A, ou R et 6 , ou & et A de manière à ce que^-r jou (R .b) o^ir) 

t) 

reste constant. 

Et cette quantité ^ \ pouvant varier, on voit très-bien que dès lors on doit 

avoir une courbe différente, si l'on fait varier arbitrairement Tune ou seulement 
deux , ou les trois quantités R ^ 6 et A. 

Déplus, l'on voit que deux spirales semblables auront pour équations , Pune 
pa)=î A6 , et l'autre p<ii)=A6'. 

Puisqu'on faisant varier b dans la quantité — -r-^y c'est supposer que l'on 

coupe le cône par un plan qui s'éloigne ou se rapproche du sommet s tout en 
restant perpendiculaire à l'axe Z de ce cône; et qu'un cône est, comme on le sait, 
coupé par des plans parallèles suivant des courbes semblables et semblablement 
placées. 



Sn. 



Des diverses propriéiés géométriques de la spircde hyperbolique. 



I. La spirale hyperbolique a un point asymptote. 

H est évident {fig. 27 ) qu'à mesure que le point m de l'hélice H descend sur 

cette hélice , l'angle co augmente et l'angle osd diminue ; et que dès lors le rayon 
vecteur od diminue indéfiniment sans jamais devenir nul , parce que la généra- 
trice du cône se rapproche sans cesse de l'axe z sans jamais se confondre avec cet 
axe. 

La spirale 9 tourne donc indéfiniment autour du point o sans janais atteindre 
ce point, et c'est pour cette cause que le point est dit point asymptote. 
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IL Latpitêtle h^perifolique a wne droiu (Otfmptoie. 

Si par le sotamet « {fig. 27 ) du cône on mène un plan perpendicabire à Y ne z , 
ce plan coupera l'hélice H en un point sa^ et la génératrice a du cône sera parai-* 
lèle au plan sécant a^y, bu, en d'au 1res termes, au plan de la spirale 9. 

Dès lors , la courbe <f a un point situé à l'infini et qui n'est autre que celui 
en lequel la génératriee horizontale sa coupe le plan sécant xy. 

Or, si Ton voulait construire la tangente au point d de la spirale <f , ilSaudrait 
construire le plan T tangent au cône suivant ta génératrice smd de ce cône , et ce 
plan T couperait te plan de la courbe 7 suivant la tangente demandée. 

Pour construire le plan T, il faudrait mener au point m de l'hélice H la tangente 
de cette hélice, et la génératrice $d et la tangente détermineraient le plan T. 

Par conséquent, pour construire la tangente pour le point situé à l'infini sur la 
spirale 9, il faudra construire le plan T, tangent au cône suivant la génératrice 
horizontale sa de ce cône. 

Et ce plan T, passera évidemment par la génératrice sa du. cône et par la tan- 
gente d. menée à l'hélice H au point a. Cette tangente^, faisant un angle avec: Taxe , 
coupera nécessairement le plan sécant xy et en un point ^ f dès lors l'asymptote 
de la courbe 9 ne sera autre que la trace A du plan T. sur le phm xy, et celte trace 
A passera par le point e et sera parallèle à la génératrice horizontale sa. 

La tangente de Fangle eofr ou , en d'autres termes, de l'angle sous lequel l'hé- 
lice H coupe les génératrices du cylindre sur lequel elle est tracée , nous est 
connue ; nous savons qu'en désignant cet angle par 6 on a : 

^ Sir . R 

tang. 6 



( désignant par R le rayon du cercle section droite du cylindre de révolution sur 
lequel l'hélice est tracée, et par h le pas de cette hélice ). 
Dans le triangle aeb rectangle en 6 , on a donc : 

ebr=z ab tang. 6 
Or, nous avons posé ci-dessus : 

donc Ton a 
Or, efr mesure laiiistaneô du point oà la droite A ou du pôk à VasympMe de 
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la spirale 9; par conséquent 9 dans Téqualion p.(o=M d^aneiptrafe hyperbolique^ 
la quantité M exprime la distance an, point asymptote à la droile asymptote. 

m. La spirale hyperbolique est composée de deux branches symétriques ayant même 

m 

point asymptote et même droite asymptote. 

Concevons (fig. 28) les trois axes rectangulaires entre eux ox^oy^oz] prenons 
Taxe z pour Taxe du cylindre sur lequel est tracée Thélice H , et prenons pour 
origine de cette hélice sur le plan xy le point /situé sur Taxe x. 

Sur la génératrice du cylindre passant par le point/, prenons jj/! pour le pas 
de l'hélice H. 

Prenons sur l'axe z un point s distant du plan xy d'une quantité so égale à la 
moitié de ^. 

Le point s étant le sommet du cône qui a pour directrice Thélice H , on voit que 
la génératrice horizontale de ce cône sera dans le plan zx et ne sera autre que «a, 
et de plus il est évident que ce cône n'a qu'une seule génératrice horizontale. 

En construisant en a à l'hélice H sa tangente , on aura en e le pied de cette 
tangente sur le plan xy; et menant par ce point e la droite A parallèle à l'axe x, 
on aura l'asymptote de la spirale 9, ainsi que nous l'avons dit ci-dessus, et la spi- 
rale 9 sera formée par les divers points d intersections du plan xy avec les diverses 
génératrices du cône passant par les divers points m de l'hélice H , ces points m 
étant situés au-dessous du plan horizontal Q passant par le sommets; mais la 
courbe H serpente sur le cylindre au-dessus de ce plan Q ; et si l'on prend un 
point m, sur la spire U, , on voit que la génératrice m,s du cône viendra percer le 
plan xy en un point d., et tous les points d, formeront une nouvelle courbe <p, qui 
aura aussi le point pour point asymptote et la droite A pour droite asymptote ; 
ainsi la section faite dans ce cône par le plan o^y est une courbe composée de deux 
branches 9 et 9,. Or, si les points m et m, sont également distants du plan Q , il est 
évident, par la figure seule, que les rayons vecteurs od et od, seront égaux en 
longueur et feront des angles égaux , à droite et à gauche , avec l'axe y ; donc , etc. 

lY. Dans la spirale hyperbolique, la sous-tangente est constante. 

Ainsi que nous l'avons dit ci-dessus, la tangente à la spirale 9 au point d est la 
trace du plan tangent au cône ayant son sommet en s, et pour directrice l'hélice H. 

Ainsi {fig. 29 ), la droite 6 étant la tangente au point m de Thélice H , sm étant 
la génératrice du cône, la droite T passant par les traces horizontales k deBeid 
destn sera la tangente au point d de la spirale 9. 

Gela posé : 

Menons par le sommet s une droite si parallèle à la tangente 8. 
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En faisant touitier la droite H autour de l*axe % , cette droite engendrera un 
cône de révolution Y ayant le point s pour sommet et pour base le cercle D «yant 
pour centre le point asymptote o de la spirale 9. 

Et comme toutes les tangentes à Thélice H font le même angle avec l'axe 2 , il 
s'ensuivra que chacune de ces droites 9 aura sa parallèle parmi les génératrices 
du cône Y. 

Cela posé : 

Remarquons que les deux droites si et mk étant parallèles , seront dans le plan 
tangent meneau cône hélicoïdal suivant sd, et que dès lors les trois points l^ k 
et d seront en ligne droite. 

Remarquons que la projection horizontale de la génératrice «d n'est autre que 
le rayon prolongé opd du cercle G qui est lui-même la projection horizontale de 
l'hélice H, et que dès lors la tangente fk au cercle G sera la projection de la tan- 
gente 6 à l'hélice H. 

Or, les droites opd et pk sont perpendiculaires l'une à J'autre; donc la droite 
ol projection de si sera perpeiviiculaire sur od. Ainsi , le triangle lod est rectangle 
en 0; la droite ol est , comme on le sait , dite sous-tangenie pour les courbes poUdres ; 
d est constant , quelle que soit la projection du point m sur l'hélice H et par 
suite quelle que soit la projection du point d sur la spirale 9 ; on en conclut donc 
que la sous-tangente est canstanie pour la spirale hyperbolwue. 

Nous avons désignée par^, et la tangente de l'angle tsowi égale i -^ , par con- 
séquent ol = — j- . b. 

Or, nous avons vu ci-dessus que la distance du point asymptote à la droite 

o 11 t 

asymptote était égale à — '-j-^ i V^ conséquent , nous pouvons énoncer ce qui 

suit: 

Dans la spirale hyperbolique y les pieds des sous-tangentes sont situés sur un cercle , 
ayant le point asymptote pour centre et la droite asymptote pour tangente. 

V. Le cône kéliaÂdal est coupé par des cylindres concentriques suivant des hélices 
ayant toutes même inclinaison. 

Pour résoudre cette question , construisons la)!^. 30, et pour cela : 

1"* Imaginons les trois axes rectangulaires entre eux 0x^09,02; 

2"" Traçons sur le plan ay une suite de cercles G , G^ G'' ayant le point pour 
centre commun : 

3* Imaginons les cylindres 2, 2', 2" ayant tous l'axez pour axe de révolution , 
et respectivement pour section droite les cercles G, G', G'"; 

A"" Prenons sur l'axe z un point 1, et considérons ce point comme le sommet 

il 
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d'un cdne B ayant pour base la spirale hyperbolique <f trteée sur le plan sjf et 
ayant le point o pour point asymptote. 

Cela posé : 

Il est évident que la droite $aa'a" situé dans le plan xx étant supposée la géné- 
ratrice horizontale du cône B , les courbes H, H', W intersection du cône B par 
les cylindres 2, 1% l" passeront respectivement par les points a et/, a' eif^ 
^' 6l/^ l<*s ^\ii\&fifjf" étant ceux en lesquels la spirale q> coupe les cercles G , 

Il est encore évident que si par Taxe % on mène un plan Y coupant les cylindres 
2, 2^, il' suivant les génératrices np, nj)j n'p' et le cône B suivant la génératrice 
sd, les courbes H , H\ H'' passeront respectivement par les points m, m, m\ 
intersection de la génératrice conique si et des génératrices cylindriques np, np% 
n p . 

Et d'après ce qui a été dit ci^essus, si la droite T est la tangente en d à la 
spirale q», en menant par le point o la droite o/ perpendiculaire au rayon vecteur 
od et joignant les points o et s, on aura le triangle M dont le plan X sera tangent 
au cône B suivant la génératrice sd. 

Pour construire les tangentes 0, d\ B" aux courbes H , H\ E'\ et aux points m, 
m\ m" de ces courbes, il faudra mener les plans tangents A, A', à!' aux cylindres 2, 
1\ 1" en ces mêmes points m, m', mf\ 

Or : puisque ces points m , m'j m' sont situés dans le plan Y passant par Taxe 2, 
les plans A, A^ A'^ seront perpendiculaires à ce plan Y, puisque les cylindres 2, 2^ 
2^' sont de révolution et ont pour axe commun Taxe z; et dès lors ces plans A, 
A'^ a'' seront parallèles entre eux. 

Les plans A, A', A'' couperont donc le plan langent X suivant des droites 6, 0\ 
b" parallèles entre elles et parallèles à la droite si , puisque le plan sio est perpen- 
diculaire au plan Y. 

Or, ce résultat obtenu, savoir : que les tangentes 9, 9', 6^' aux courbes H, H', 
H'^ aux points m, m", m' situés dans un plan Y passant par Taxe % sont parallèles 
entre elles, ce résultat^ di&je, aura lieu , quelle que soit la position du plan Y^ 
quelle que soit, par conséquent , la génératrice sd que Ton considérera sur le 
cône B. 

Dès lors , on doit en conclure que les courbes H , H", H'' coupent sous un angle 

constant et égal à langle Iso les génératrices des cylindres 2,2', 2" sur lesquelles 
elles sont placées. Ces courbes H, H', H" ne sont donc autres que des hélices ayant 
même inclinaison. 

Il est donc démontré que l'intersection du cône hélkaidal par un cylindre con- 
centrique est une hélice ayant môme inclinaison que l'hélice directrice de oecône. 
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VI. Une spirale hgperbàHkfÊB éUmi dmnée pat$m tracé ^ conêtnàre la tangemieén tm 
de êe$ pointé. 

On donne {fig. 31 ) la spirale hyperbolique 9 et son point a.sytnptote , et Ton 
demande de construire au point d \b. tangente T à cette courbe. 

Par le point on mènera la droite arbitraire oa;; du point comme centre et 
avec un rayon arbitraire » on décrira le cercle G coupant la spirale op au point/. 
Du point comme centre, et avec le rayon vecteur od comme rayon, on décrira un 
second cercle qui coupera la droite ax au point df. 

Par le point 0, on mènera a$ perpendiculaire à ax, et Ton prendra sur 0$ un 
point arbitraire s. 

On mènera la droite sd!. 

Par le point p\ en lequel la droite ax est coupée par le cercle G, on mènera la 
droite pW perpendiculaire à ax et coupant «cf en m\ 

Gela fait : 

.On développera Tarc^p du cercle G, et Ton aura une droite FP ; en P on mènera 
Pli égal kpW et perpendiculaire à l'arc^ rectifié suivant PM, et Ton aura l'angle 
FMP ou y. 

On porteA de M en P^ sur MP la droite sa et Ton mènera F'P^ parallèle à FP, 
et coupant la droite MF en F\ 

On portera P'F' sur al perpendiculaire au rayon vecteur od, depuis le point 
asymptote a jusqu'en /; 

On joindra les points /etd, et l'on aura la tangente demandée. 

La construction de la tangente nous conduit à une remarque importante. 

Sur le cylindre vertical {fig. 31 ), ayant le cercle G pour section droite, est tra- 
cée une hélice U, directrice du cône ayant le point s pour sommet et la spirale 
9 pour base. 

La tangente Oau point m de Thélice H (ce point m étant celui en lequel la gé- 
nératrice sd du cône perce le cylindre ou s'appuie sur l'hélice H ) coupera le plan 
de la spirale 9 en un point k situé sur la droite T tangente en d'à la courbe o. 

Or, il est évident que l'arc ^ du cercle G est égal à la droite ^, puisque l'hé- 
lîce fi passe par le point /en lequel le cercle G est coupé par la spirale 9. 

Cette remarque nous conduira & la solution de plusieurs problèmes : d'abord 
elle nous permet de simplifier la construction de la tangente en un point de la 
spirale hyperbolique , et ainsi qu'il suit. 

Pour construire {fig. 31 ) la tangente md à la spirale 9, on décrira le cercle G 
avec un rayon qf plus petit que od, prenant pour centre le point asymptote 0. 

On décrira la développante i du cercle G ayant pour origine le point /en lequel 
le cercle C coupe fa spirale 9; on joindra le point et le poiM d, et la drotte ad 
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coupera le cercle G en un point p ; en ce point p on mènera la tangente au cercle C, 
laquelle coupera normalement la développante d au point k ; en joignant par une 
droite les points kei djon aura la tangente demandée* 

VU. Éiant donnée une droite T ei un point d «tir cette droite j et un point o hors de 
la droite T, construire la spirale hyperbolique passant par le point d , ayani le point o 
pour point asymptote , et la droite T pour tangente au point d. 

Étant donné (fig. 32) le point o et la droite T et le point dsur T, on tracera 
une suite de cercles G , G', G", du point o comme centre commun; 

On mènera le rayon vecteur odcoupanl les cercles G, G', G'', aux points p, p\ p"; 
en ces points on mènera les tangentes kpy k'p\ k'p" aux cercles G, G^ G'^; 

Ges tangentes couperont la droite T aux point &, fc^ W. 

Gela fait : 

On enroulera les droites pk sur le cercle G, pU sur le cercle G', p"lé' sur le cercle 
G" et Ton tracera ainsi les développantes circulaires 3, 3^, 3", lesquelles couperont 
leurs développées G, G', G" en les points /, /,/'• 

Et ces divers points/,/,/', ainsi que le point d, appartiendront^ une spirale 
hyperbolique 9 ayant le point pour point asymptote , et ayant la droite T pour 
tangente au point d. 

Ge que nous venons de dire nous conduit à un théorème important. 

Théorème : St Von a deux courbes A et B tangentes Vune à Vautre en un point m ; si 
Von prend un point o hors de ces courbes et que Von mène par ce point o la droite om et 
une droite on perpendiculaire à om; considérant om comme axe des y et on comme axe 
des X y on pourra transformer les courbes A et B en deux autres courbes A, et B, en regar-- 
dam te point o comme pôle ou centre commun d'une suite de cercles ayant pour rayons les 
ordonnées y des courbes A et B, et enroulant sur chaque cercle V abscisse x correspondante 
de ces courbes ketB,etles courbes A, et B, seront tangentes Vune à Vautre au point m^ 
transformé du point m. 

Nous désignerons ce mode de transformation par le nom de transformatùmpotaire; 
ainsi, par ce mode, nous pourrons transformer une courbe A, à coordonnées 
rectangulaires, en une courbe A,, à coordonnées polaires; tout comme nous 
avons transformé la droite T (fig. 32) en une spirale hyperbolique 9 , et vice versé. 
Nous ferons une application de ce théorème lorsque nous examinerons les pro- 
priétés dont jouit (a «ptrafe (fJrchimède. 

VIII. Étant donnés deux points et une droite, construire ta sphrale hyperbolique ayant 
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/'tm de ces pointe pour oM^mf^ote et poêutni par Fauire point, et ayant la droite pour 
tangente. 

On se donne (fig. 33 ) les deux points o et / et la droite T; on demande de con- 
struire la spirale (p ayant le point o pour point asymptote et passant par le point/ 
et tangente à Ja droite T. 

Du point comme centre et avec qf comme rayon , on décrira le cercle D.. 

On décrira la développante circulaire d ayant son origine en/; la courbe i cou- 
pera la droite T en un point k ; par le point k on mènera une tangente au cercle D , 
dont le point de contact sera en p sur ce cercle G ; on mènera le rayon op qui , pro- 
longé, coupera la droite T en d et la spirale op demandée sera tangente en d à la 
droite T. 

On pourra se procurer autant de points que Ton voudra de la spirale ^ au moyen 
de ce qui a été dit art. VII. 

Remarquons que du point k on peut mener deux tangentes au cercle D : Tune kp 
et l'autre Ap, , et que dès lors il semblerait que l'on peut construire deux spirales 
résolvant le problème proposé; mais on ne peut employer cette langente kp,^ 
puisqu'elle ne serait pas normale à la courbe d. 

Mais* remarquons que la développante du cercle D est composée de deux bran- 
ches d et d" et que la branche ^ coupera la droite T en un point k' d'où l'on pourra 
aussi mener la tangente^p' au cercle D^ kp' étant normale à la branche Sf, en sorte 
que le problème proposé parait , à la première vue , n'avoir quedeux solutions ; mais 
il en a réellement un nombre infini ; et en effet : la développante (d, d"), faisant 
autour du cercle D un nombre infini de révolutions, la droite T la coupera en un 
nombre infini de points , et de chacun d'eux on pourra mener une tangente au 
cercle D , et chacune de ces tangentes conduira à une spirale hyperbolique résol- 
vant le problème proposé. 

IX. Étant donnés trois points , conslrtAre la spirale hyperbolique passant par deux 
de ces points et ayant le troisième pour point asymptote. 

On donne {fig. 34) les troi^ points o, /*et d et l'on prend le point o, pour point 
asymptote. 

Du point comme centre et avec of pour rayon , on décrit le cercle G. 

On trace la développante i du cercle G ayant pour origine ou point de rebrous- 
sement le point /. 

On joint le point o et le pornt d par une droite coupant le cercle G au point p. 

Enp on mène la tangente au cercle G /cette tangente coupe la développante i 
au point k ; on joint les points & et (/ par une droite , et cette droite kd sera tangente 
en d à la spirale demandée. 
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dû pourra ensuite construire autant de points que l'on voudra de la spirale 
demandée 9 en employant la construction indiquée art. VIL 

J'insiste sur la remarque suivante : 

Les trois courbes C, d et cp qui passent par le même point /jouissent de cette 
propriété, savoir : que si d'un point k quelconque de la développante d , on mène 
les tangentes kp au cercle G et A:d à la spirale hyperbolique 9 , les deux points de 
contact p et et et le point asymptote o sont en ligne droite. 

X. Par un paini extérieur , construire la tangente à la spirale hyperbolique. 

Soient donnés {fig. 35) la spirale 9 et son point asymptote et un point k par 
lequel on veut mener une tangente à cette spirale. 

Du point comme centre avec un rayon arbitraire of^ on décrira le cercle D 
coupant la spirale 9 en /. On tracera la développante S du cercle D et ayant le 
point/ pour origine ou point de rebroussement. 

Nous savons que si Ton fait passer par le point une verticale z et que Ton 
prenne sur cette verticale un point s, le cône qui aura son sommet en s et pour base 
la spirale 9, sera coupé par le cylindre vertical ayant le cercle D pour section droite 
suivant une hélice H ayant pour origine, sur le cercle D , le point/; en sorte que 
Thélicoîde développable 2 qui aura Thélice H pour arête de rebroussement, aura 
pour trace sur le plan horizontal la développante i. 

Cela posé : 

Si nous joignons le point k et le point s par une droite, il faudra mener par 
cette droite ks un plan tangent au cône, et ce plan aura pour trace sur le plan 
horizontal la tangente demandée. 

Or, pour mener par la droite ks un plan tangent au cône, il faudra chercher 
le point en lequel la droite ks perce la surface hélicoîde I, et par ce point mener 
à rhélice H la tangente 9 et le plan déterminé par les droites ksel G sera le plan 
tangent demandé, et le problème sera résolu. 

On voit donc que le problème proposé exige la .solution de ce nouveau pro- 
blème : Trouver le point en lequel une droite perce une surface hélicaide développable. 

La solution de ce problème n'est pas difficile. 

Et en effet : 

Désignons par g le point en lequel la droite ks ou L perce la surface hélicoîde 2: 
la droite passant par le point g en tournant autour de l'axe z et restant toujours 
tangente à l'hélice H , entraînera la droite ks on L y et cette droite A» ou L en son 
mouvement tournera autour de Taxe z, cfbacun de ses points décrivant des angles 
égaux à ceux que décrit chacun des points de la droite 6. 
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Et le point 9 décrira sar la surface 2 une héliee H' qui a^ira le même pas que 
r hélice H. 

La droite J» ou L décrira donc une surface hélicoide gauche!'. 
..Or : la surface i' doit être considérée comme engendrée par le mouvement de 
rotation de la droite L s'appuyant sur Taxe z^ sur Thélice H', et Élisant un angle 
constant a\ec Taxe z. 

Et l'on sait que cette surface l' est coupée par le plan horizontal, ou , en d'autres 
termes , par tout plan perpendiculaire à Taxe z suivant une spirude d'Archimède. 

Par conséquent , si l'on construit la spirale d' Archimède ^ passant par le point k 
donné et ayant le point pour origine, cette spirale l coupera la développante 
den un point 9, et ce point q sera sur le plan horizontal l'origine de l'hélice H' 
suivant laquelle les deux surfaces 2 et 2' se coupent* 

Celte hélice H' se projettera suivant un cercle D décrit du point comme centre 
et avec oq pour rayon. 

Et le point r, en lequel la droite ok sera coupée par le cercle D , sera la projection 
du point gy en lequel se coupent et la droite dé l'espace k$ ou L et l'hélice de 
l'espace H'. 

Si donc on mène du point r la droite rp tangente au cercle D, ou H^ projection 
de l'hélice H , on aura en rp ou 61* la projection de la droite 9 de l'espace. 

Par conséquent , la droite opd ou G^ sera la projection de la génératrice G du 
cône, suivant laquelle le plan T, déterminé par les droites 9 et L , est tangent à ce 
cône ; et dès lors la droite kd ou H* sera la trace horizontale de ce plan^ et par suite 
la tangente demandée à la courbe spirale 9. 

D'après ce qui précède, on voit que la solution du problème dépend entière* 
ment du tracé de la spirale d' Archimède ^. 

Pour tracer cette courbe \ , il faudra connaître le rapport qui existe entre 
Tangle o) et le rayon vecteur p. 

Or, d'après ce qui a été dit, nous savons que ce rapport est le même que celui 
qui existe entre la circonférence D et le pas de l'hélice H. 

Ainsi , il faudra connaître le pas de l'hélice H. 

Or, c'est ce que nous avons appris à faire, art. V( (fig. 3i) 



§ III. 
De la spirale hyperbolique conique. 

Si Ton trace sur un plan une spirale hyperbolique et que l'on enroule ce plan 
sur un cône de révolution, en ayant soin de placer le point asymptote de la courbe 
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plane au sommet du cône, on obtiendra une courbe à double courbure à laquelle 
on doit donner le nom de spirale hyperbolique conique. 

Il est évident que cette spirale à double courbure aura le sommet du cône pour 
point asymptote et se projettera sur tout plan perpendiculaire à l'axe de ce cône , 
suivant une spirale hyperbolique ayant le point en lequel Taxe est coupé par son plan 
pour point asymptote. 

Nous pouvons donc étudier certaines propriétés de la courbe à double cour* 
bure au moyen des propriétés connues de sa projection, et viceversd. 

Si nous n'avons enroulé sur la nappe inférieure du cône que l'une des deux 
branches dont se compose la spirale plane , nous voyons que toute courbe à double 
courbure pouvant être considérée comme parcourue par un point mobile, lorsque 
ce point, en tournant dans le même sens sur la nappe inférieure du cône, aura 
décrit la branche ^ de la courbe , il tendra , en s'approchant indéfiniment du 
sommet du cône, a passer sur la nappe supérieure de ce cône, et que dès lors c'est 
la seconde branche de la. spirale plane qui devra être enroulée sur cette nappe 
supérieure, pour donner la seconde branche ^' de la courbe à double courbure. 

Cherchons le lieu des pieds des tangentes à la spirale conique sur le plan Q 
qui, passant par le sommet s du cône, est perpendiculaire à l'axe de ce 
cône. 

Je dis que ce lieu est un cercle ayant le point s pour centre. 

Et en effet : 

Imaginons (fig. 36) le cône de révolution B ayant pour axe la droite %, et 
prenons le plan Q passant par le sommet s de c^ cône et perpendiculaire à l'axe z, 
pour plan horizontal de projection. 

La courbe ^ tracée sur le cône B se projettera suivant la spirale hyperbo- 
lique tp'^. 

Un point m de <{; se projettera en m*, et la génératrice G du cône B, laquelle 
passe par le point m, se projettera suivant G^. La tangente 9 en m à la courbe vp 
se projettera suivant 6^ tangente en m^ à ip^. 

Cela posé: 

Le plan T tangent au cône B suivant la génératrice G et contenant la tangente 
à la courbe ^ sera perpendiculaire au plan passant par l'axe z et la génératrice G, 
ou, en d'autres termes, sera perpendiculaire au plan projetant la droite G; par 
conséquent la trace H^ de ce plan T sur le plan Q sera perpendiculaire à G^; dès 
lors le triangle m!'sq sera rectangle en « ; la droite sq sera donc la sous-tangente de 
la courbe ^*. Or, pour la spirale hyperbolique plane la sous -tangente est con- 
stante; 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 
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Théouèiie 1. La iurfitce dévehppcAk l,qyia pour aréle de rèbrcmêement une spirale 
hyperbolique conique ^, est cwpéepar un plan Q passant par le sommet du cône ée réw- 
haion {sur lequel la courbe ^ esttracée)et perpendiculaire à tase de ce cane suivant un 
cercle ayant pour centre le sommet du cône j et pour rayon la sous^tanyenie de la spirale 
hyperbolique plane, projection de la courbe f^ sur le plan Q. 

Ce théorème nous permet de résoudre le problème suivant : 

Problème 1 • Construire en un point m de la spirale hyperbolique conique ^, le plan 
osculateur de cette courbe à double courbure. 

Le plan osculateur d'une courbe à double courbure est tangent à la surface déve* 
loppable formée par les tangentes^e cette courbe, par conséquent le plan osculateur 
demandé sera le plan tangent suivant la droite 6 à la surface qui a la courbe ^ pour 
arête de rebroussement {fig. 36) ; ce plan aura doue pour trace sur le plan Q une 
droite L tangente en q au cercle D trace de la surface développable sur ce plan Q. 

La droite L étant perpendiculaire à la droite sq sera perpendiculaire au plan 
vertical U passant par Taxe z et le rayon ^; et dès lors le plan O osculateur en m 
à la courbe ^ sera perpendiculaire à ce plan U; le triangle msq est rectangle en s^ 
nous pourrons donc donner à la droite «9 le nom de sous- tangente de la courbe 
à double courbure ^. 

Et dès lors nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

Théorème 2. Le plan osculateur d'une spirale hyperbolique conique ^ est perpen- 
diculaire au plan passant par la sous-tangente de cette courbe et par Caxe du cône sur 
iaquelle cette courbe est tracée. 

Ce qui précède nous permet de résoudre le problème suivant : - 

Problème 2. fjonstruire le rayon de courbure en un point d^une spirale hyperbolique 
conique. 

Pour le pointm^ projection du point m , on construira la tangente 0* à la spirale 
^^ projection de la courbe à double courbure ^ ; on construira le cercle D lieu des 
pieds des sous- tangentes de la courbe ^^ y et en unissant le point 9, en lequel 
^ coupe le cercle D , avec le point m on aura la tangente 9 en m à vp ; puis 9 ^n q, 
on mènera la tangente L au cercle D et le plan déterminé par les droites L et 9 
coupera le cône B sur lequel ^ est tracée suivant une section conique 6 qui sera 
oscttlatrice en m à la courbe 4. 

Le rayon de courbure de la courbe 6 sera 4e rayon de courbsre demandé. 
Or : lo On sail construire la 4angente 9^ à une spirale ^^ donnée par son 

12 
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tracé (en un mat par une auite de poinU) et dont onoonnatt le point asymptote. 
Voîrarl. VI(y!y.31)} 

2** On sait construire la sous-tangente lorsque la tangente est connue ; 

3* On sait oonstmire le rayon de courbure en un point d'une section conique 
située sur un cône de révolution. 

Ainsi, Ton peut dire que le problème proposé est complètement résolu. 

La solution du problème précédent nous conduit à celle du problème suivant : 

Problème 3. Construire le rayon de courbure en un point d'une tpmde hyperbolique 
plane. 

On peut résoudre ce problème de deux manières différentes : 

Premier mode de solution. Le plan (fig. 36) osculateuren m à la courbe ^ (cette 
courbe ^ étant une spirale hyperbolique conique ) est perpendiculaire au plan 
zsq, et le plan zsq est perpendiculaire au plan zsm; dès lors le plan coupera le 
plan zsq^ perpendiculaire au plan méridien du cône passant par le point m de la 
courbe ({/, suivant une droite Y qui sera un des axes de la section conique 6^ section 
du cône par le plan O. 

Cette section conique S aura son autre axe X horizontal , car la droite Y sera 
une ligne de plus grande pente du plan 0. 

Il sera dès lors facile par les procédés graphiques de la géométrie descriptive 
de déterminer (en d'autres termes, de construire) la longueur des axes de la 
courbe 6 et de fixer la position du centre de celte courbe g , car c'est le sujet de 
l'une des premières épures que l'on exécute toujours dans les cours de géométrie 
descriptive. 

La courbe 6 se projettera sur le plan Q suivant une courbe S^ ayant pour centre 
la projection du centre de la courbe g , et ses axes seront , l'un égal à celui de 6 
dirigé suivant la droite horizontale X , et l'autre sera la projection de celui qui 
est dirigé suivant la droite Y. Or : la droite Y se projettera sur le plan Q suivant la 
droite sq. 

Il est facile de construire le rayon de courbure en un point m^ d'une section 
conique 6* dont on connaît le centre et les axes , par conséquent Ton saura con- 
struire le rayon de courbure en m* de la courbe ^j/*, puisque ^^ et 6* sont oscula- 
trices en w*^ ij; et 6 l'étant en m. 

Deuxième mode de solution. On propose de construire le rayon de courbure de 
la courbe 9 pour le point d ; la courbe 9 étant une spirale hyperbolique plane. 

Si l'on construit {fig. 27) au cône hélicoïdal qui a pour sommet le point s et 
pour directrice l'hélice cylindrique et circulaire H, un cône du second degré 
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osculateur ie loûg de la génératrice sd^ ce cône sera coupé par le plan de la 
courbe 9 suivant une section conique y osculatrice en d à la courbe (p. 

Le problème sera donc résolu si Ton parvient à construire le cône 0. 

Or : si en m de T hélice H on construit le plan osculateur I, et si Ton trace dans 
ce plan I le cercle S osculateur en m à Thélice H, le cône qui aura, pour sommei 
le point «et pour directrice le cercle 6, sera osculateur au cône hélicoïdal tout le 
long de la génératrice sd. 

On peut exécuter fraphicfuement toutes les constructions que nous venons de 
décrire; en un mot, on peut faire l'^r^ de toutes ces constructions , et elles ne 
peuvent embarrasser, car on les exécute presque toutes dans les cours de géométrie 
descriptive^ 



% IV. 



* • 

Étant donné un cylindre de révolution A , et sur ce cylindre une hélice H, on 
pourra prendre le sommet ê du cône qui a pour directrice l'hélice H tracée sur 
le cylindre A tout autre part que sur l'axe zde ce cylindre A. 

1*" Si Ton prend le sommet s du cône hors de l'axe 2, mais en dedans du 
cylindre, on aura un cône hélicoïdal qui, coupé par un plan Q perpendiculaire 
à Taxe % , donnera une spirale ^ ayant toujours une droite asymptote et un point 
asymptote. La droite asymptote sera donnée par l'intersection du plan Q et du 
plan tangent au cône héliccndal suivant sa génératrice parallèle au plan Q. Le point 
asymptote sera l'intersection du plan Q et de la droite qui , menée par le sommet 
s y sera parallèle à Taxe z ; 

2o Si l'on prend le sommet s sur le cylindre A , la courbe «j/ repassera indéfi- 
niment par le point en lequel la génératrice, du cylindre A, menée par le point s 
perce te plan Q. 

Et il est évident qu'en ce point asymptote d'un nouveau genre, toutes les spires 
de la courbe ip auront même tangente , laquelle ne sera autre que la tangente en 
ce même point au cercle section du cylindre A par le plan Q ; 

3** Si Ton prend le sommets hors du cylindre A, la courbe ^ sera composée de 
deux courbes serpentantes s'approchant indéfiniment (sans pouvoir l'atteindre ) 
du point en lequel le plan Q coupe la droite menée par le point s parallèlement à 
Taxez du cylindre A. La courbe ^^ aura encore, dans ce cas, un point asymptote ; 
et elle aura encore une droHe asymptote qui sera déterminée comme dans les cas 
précédents. 
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Dans Tun et l'autre de ces trois cas, la courbe ^ sera composée de deux branches 
symétriques. 

Et dans le troisième cas, les deux branches de la courbe f^ viendront toucher 
par leurs diverses spires fes deux droites traces sur le plan Q des plans verticaux 
tangents au cylindre A et passant par le point s. 

On pourrait couper le cône hélicoïdal par un plan dirigé d'une manière arbi- 
traire par rapport à l'axe du cylindre de révolution sur lequel est tracée l'hélice 
directrice du cône, et dès lors on voit que Ton peut obtenir une infinité de spirales 
différant entre elles par la forme et même par les propriétés géométriques. 

Et ainsi , si l'on conçoit une génératrice G du cône hélicoïdal s'appuyant sur 
l'hélice directrice H en un point m, et si Ton conçoit la tangente 9 en m à la 
courbe H; les deux droites G et détermineront un plan P ; or, toutes les fois 
que le plan sécant Q, par rapport au cône hélicoïdal , sera parallèle à G et cou«- 
pera 9, on aura pour section une courbe spirale ayant une asymptote qui ne sera 
autre que la droite intersection des plans P etQ. 

Si donc le plan Q est parallèle au plan P , la courbe de section n'aura plus 
d'asymptote, ou mieux son asymptote sera transportée tout entière à l'infini. 

On voit donc que les sections planes du cône hélicoïdal peuvent être divisées 
en deux groupes : 

4*' Groupe. Spirales ayant un point asymptote et une ((rot/e asymptote. 

2** Groupe. Spirales n'ayant qu'un point asymptote. 

Mais il est toujours possible de mener un plan parallèle à deux droites qui se 
coupent , on pourra donc toujours mener un plan Q parallèle à deux génératrices 
G et G, du cône hélicoïdal , et dès lors la courbe de section aura deux asymptotes. 

On voit donc que l'on peut obtenir des spirales formant un troisième groupe, 
savoir : 

3* Groupe. Spirales dij2int un point asymptote et deux droites asymptotes. 

Dans le cas où le plan sécant Q est parallèle à deux génératrices du cône héli- 
coïdal, il coupe l'axe du cylindre de révolution A sur lequel est tracée Thélice H; 
et il est évident, par réciproque, que lorsque le plan Q coupe l'axe de cecylindre A, 
il ne peut être parallèle qu'à me ou deux génératrices du cône hélicoidaL 

Mais le plan Q peut être parallèle à l'axe du cylindre A, alors il est parallèle à 
une infinité de génératrices du cône hélicoïdal, toutes situées dans le plan méri- 
dien M (du cylindre A), mené parallèlement à ce plan sécant Q. 

Dans ce cas , on obtient un quatrième groupe de spirales , savoir : 

À* Groupe. Spirales pour "lesquelles le pwu asymptote est à l'infini et ayant 
une infinité de droites asymptotes. 
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Nous allons donner Téquation générale qui représente toutes les spirales de 
ces quatre groupes. 

Prenons Taxe du cylindre de révolution A pour axe des 2, et désignons par R le 
rayon du cercle section droite de ce cylindre , et par h le pas de l'hélice H tracée 
sur ce cylindre. 

Les équations de l'hélice H en coordonnées rectangulaires seront : 

x*+y*=IC (1) 

et 

* =i 5- . arc (sin x) (2) 

Prenons le point $ sommet du cône hélicoïdal dans le plan des zx , les coor- 
données de ce point seront x^=a, z:=by y =0, et les équations d'une droite G 
passant par ce point $ seront : 

«.— 6=m(« — a) (3) 

y=n{x—a} (4) 

Xu moyen des équations (1), (3), (4)^ on peut obtenir les valeurs de x^y^Zy 
et l'on aura : ^ 



y^ ;;rpi (5) 



4- fia ± V/(B»— a») («?+ l)*+a* 



(6) 



, » 6 - ««1+ j^ [fi*±:V/(R*-a*){»'+l)*-t-«'] (7) 

TraMporlaot les valeurs de x et «.données par (6) et (7) dans l'équation (2) , on 
aura une équation en m et n , et qui sera : 

Et si Ton remplace m et n dans l'équation (8) par les valeurs 



m = et !!«—=-- 
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tirées des équations (3) et (À), on aura l'éqaalion da o6ae bëlicoidal 

h{x — a)— a(z--6) (;?— 6)(j:— a)r ay 



{x — à) 






2^ L y'Mx—a)^ 



W 



Il suffira de remplacer dans l'équation (9) x^ y, z par leurs valeurs connues : 

x:=af C08 f +5^ sinç cob S +|> 
y=â;'8inf — y'cosfCOsO-l-g 

«asjB^sinO+r 

Pour avoir l'équation de la section faite dans le cône hélicoïdal , par un plan P 
passant par le point de l'espace ayant pour coordonnées x=Pf y = q, z^=^r^ et 
dont la trace sur le plan des xy fait un angle cp avec Taxe des x , ce plan P faisant 
d'ailleurs un angle 6 avec le plan des xy. 

Et Ton pourra, par les méthodes employées en analyse , trouver les propriétés 
de ces courbes , les tracer, etc. 

Je ne pousse pas plus loin ces recherches , parce qu'étant purement analytiques^ 
elles sorlent du cadre que je me suis tracé en écrivant ce chapitre : 

Nous terminerons cependant ce chapitre par la remarque suivante. 

Lorsque l'on coupera le cône hélicoïdal par un plan P perpendiculaire à l'a&e % 
du cylindre de révolution sur lequel est tracée l'hélice directrice H, la courbe G 
que l'on obtiendra n'aura les pieds de ses sous-tangentes situés sur un cercle d 
ayant pour centre le point asymptote de la spirale , qu'autant que le sommet 5 
du cône hélicoïdal sera placé sur l'axe 2; la courbe S sera une courbe particulière, 
et qui variera de forme suivant la position que le sommet s du cône occupera 
dans l'espace par rapport à l'axe z. 

Mais si Ton considère la courj^e-spirale G comme la section droite d'un cylindre 
l) y ayant ses génératrices parallèles à l'axe z, et si Ton considère le point « comme 
le sommet d'un nouveau cône de révolution Y ayant son axe parallèle à Taxe z, 
les deux surfaces V et U se couperont suivant une courbe à double courbure , 
qui sera une spirale conique G, ayant le point s pour point asymptoie , et cette 
courbe GJouira évidemment de la propriété suivante : 

La surface développable 2 , formée par les tangentes à la courbe C, , sera coupée 
par un plan Q passant par le sommet s, et perpendiculaire à l'axe % suivant une 
courbe d,. 
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Or : Il est évidenl que cette courbe d, fiera identique à la courbe d, lieu des pieds 
des sous-tangentes de la courbe G. Ainsi » la courbe d sera sur le plan de la cour- 
be G la projection orthogonale de la courbe d.. 

Et cela aura lieu , quel que soit le demi-angle au sommet du cône Y. 

En sorte que si Ton a une suite de cônes concentriques et de révolution V, 
^'f ^'\ ayant dès lors même axe et même sommet , tous ces cônes seront coupés 
par le cylindre U suivant des courbes G., G/, G/', qui seront les arêtes de rebrous- 
sèment de surfaces développables I, l\ l'\ lesquelles seront coupées par le plan 
Q suivant une courbe unique d,; ou, en d'autres termes , les surfaces 2» 2', l'\ 
s entrecouperont suivant une courbe d, , qui sera plane, et dont le plan passant 
par le sommet des cônes concentriques sera perpendiculaire à l'axe de ces cônes. 



§ V. 

Des spirales ayant une courbe asymptote. 

On peut concevoir des courbes-spirales qui , au lieu d'avoir un point asymptote, 
ont une courbe asymptote ; et ainsi des spirales telles qu'elles tournent sans cesse 
autour d'une courbe fermée sans jamais pouvoir l'atteindre. 

Imaginons un cylindre vertical de révolution ayant pour base un cercle C et 
pour axe une droite z. 

Traçons sur ce cylindre une hélice H, et concevons une sphère S d'un rayon 
plus petit que le rayon du cercle G et ayant son centre situé sur Taxe z. 

Faisons mouvoir une droite G sur l'axe z, sur l'hélice H , et tangentiellement à 
la sphère S. 

Mous engendrerons une surface gauche qui sera coupée par un plan Q perpen- 
diculaire à l'axe % suivant une courbe 9. 

Or, il est évident qu'à mesure que le point m de rhélice H , par lequel la droite 
G passe, s'^oignera de la sphère S, soit en dessus^ soit en dessous du centre de 
cette sphère , l'angle que la droite G fait avec l'axe z diminuera, et que dès lors le 
rayon vecteur de la courbe 9 qui passe toujours par le pied de l'axe z sur le 
plan Q, diminuera. 

Mais il est évident que ce rayon vecteur ne pourra jamais devenir plus petit 
que le rayon de la sphère S » car lorsque le point m sera situé à l'infini sur l'hélice 
H, la droite G sera verticale et toujours tangente à la sphère S. 

Ainsi 9 pour cette courbe 9, le cercle décrit du pied de l'axe 2, sur le plan Q, 
comme centre et avec un rayon égal à celui de la sphère, remplacera le point 
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asymptote de la s^iirale hyperbolique^ et sera un cercle asffmptoie pour la courbe <^ 
que nous examinons. 



3^ DE LA SPIRALE d'aRCBIMÈDE. 

On a donné à la spirale dont l'équation polaire est 

p désignant le rayon vecteur et o) l'angle que le rayon vecleur fait avec une droite 
fixe, le nom de spirale d*j4rchimède, parce que ce savant géomètre est le premier 
qui en ait fait connaître les propriétés. Aussi , est-ce avec raison qu'on dit qu'il 
en est l'inventeur. 

Si les anciens géomètres avaient connu la propriété caractéristique du plan 
langent en un point d'une surface courbe « savoir : qw le plan tangent contient les 
tangentes à toutes les courbes qui, tracées sur la surface, se croisent au point de contact, 
très-certainement, ils nous auraient laissé des travaux fort remarquables et fort 
utiles sûr la géométrie à trois tiimensions. 

Et lorsqu'on lit l'admirable traité d'Ârchimède sur la spirale, on est tout ému, 
en voyant que ce célèbre et savant géomètre n'a pas deviné l'importance du 
théorème relatif au plan tangent; on regrette qu'il n'ait pas vu, qu'en connaissant 
le plan tangent en un point d'une surface , la solution du problème de la tangente 
à sa spirale devenait excessivement simple. Et c'est peut-être ce problème de ki 
tangente à la spirale d'Ârchimède qui, entre tous ceux résolus par les anciens, 
était le plus près de conduire à la découverte du plan tangent; car Archimède a 
très-bien vu que sa spirale était la projection orthogonale de la courbe-intersection 
de deux surfaces, l'une étant un cône de révolution et l'autre un hélicoïde 
gauche (surface du filet de vis carrée). 

Je me propose de rechercher les propriétés Ae\2i spirale d'Archimède ( qui , depuis 
le géomètre de Syracuse, ont été démontrées au moyen de V analyse) y en ne me 
servant que des méthodes de la géométrie descriptive. 



Il est évident que : si l'on trace sur un plan P une spirale d'Archimède y., et 
qu'on enroule ce plan P sur un cône de révolution B, de manière que le pôle 
ou origine de la courbe y. soit placée au sommet s du cône B , la courbe y. don- 
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nera une courbe à double courbure y ^ qui sera une spirale d'Ârchiméde couique. 

Et si Ton mène un plan Q perpendiculaire à l'axe Y du cône B, cette spirale 
coifique y se projettera orthogonalement sur ce plan Q , suivant une courbe y* 
qui sera une spirale plane d'Archimède. 

Ainsi, si Ton conaissait la tangente à la courbe de Tespace y, la projection 8^ 
de la droite 6 serait tangente à y*. 

Or, la courbe y peut être considérée comme une courbe parcourue par un point 
qui , se mouvant sur la surface du C/ône B , décrirait des angles égaux autour de 
Taxe Y en même temps qu'il se rapprocherait du sommet s de quantités aussi 
égales : 

Si donc l'on considère trois génératrices G^ G,, G, du cône B, ces génératrices 

faisant entre elles des angles égaux ^ on aura dès lors G, G.=:G,, G.; et si l'on 
considère trois points de la courbe y , savoir : m sur G ^ m, sur G. , m, sur G, y on voit 
que les distances mm^f m^mj'y mjn^ de ces trois points au plan Q seront telles que 
Ton aura : * 

fit/n, — ifwîi = wi,m^ — 111,911 1 

Si donc l'on conçoit trois droites K, K. , K, horizontales et s'appuyant sur 
Taxe Y, et passant respectivement par les points m^m.y m. , ces droites seront 
les positions d'une droite mobile se mouvant dans l'espace en s'appuyant sur 
l'axe Y et sur la courbe y et restant parallèle au plan Q ou perpendiculaire à 

l'axe Y ; et comme l'on a , par hypothèse » G, G. = G, , G. , on aura évidemment 

K, K, =;K,, K,. 
Et comme l'on a : 

on voit que la différence des distances des droites K et K, au plan Q , sera 
égale à la différence des distances des droites K, et K, à ce même plan Q. 

La droite K peut donc être considérée comme engendrant une hélicoide gau- 
che 2 (surface de filet de vis carré) (*). 

Dès lors, pour construire la tangente 6 au point m de y, il fendra construire 



O Les même» raitoiiiMmenlf mront Uea ri ron sni^MMe qne les droitesK, K', K", aa lieu de fair« 
an angle droit arec Taxe Y, font arec cet axe T un angle constant et aign «• 

Alors, la surface hëlicoïde gauche 2 engendrée par les droites K sera la surface du fUeî de vie (rton* 
gulaire. On peut donc considérer la spirale eanique d^Archimède comme prorenant de Pintersection 
d'un came de réTolntion et de Pune ou l'autre des deux surfaces hélicoïdes , saroir : fUet de vis earré oïl 
fut de tii trias^ffuUUre. 

13 
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les plans tangents en m, savoir : T au cône B et à rhélicoide gauche 2, et 
r intersection de ces deux plans sera la droite 9 demandée. 

Nous pouvons donc résoudre le problème suivant : 

Problème i. Construire la tangente en uri point de la spirale conique d'Archimède. 

Soit donnée {fig. 37) une spirale conique y; et supposons que les génératri- 
ces K qui s'appuient sur Taxe Y et sur y, coupent le cylindre vertical ayant le 
cercle G pour base, (ce cercle G étant aussi la base du cône B) suivant une 
hélice H. Désignons par A, le pas de Thélice H ; et par R, le rayon du cercle G. 

On propose de construire au point m de la courbe spirale y, h tangente 8 à 
cette courbe. 

Par le point m , nous mènerons la génératrice G du cône B et la génératrice 
K de rhélicoide 1 ^ cette dernière droite coupera Thélice H au point p. 

Nous mènerons en p" une tangente H^ au cercle G , cette droite sera la trace 
horizontale du plan T tangent au cône B et le long de la génératrice droite G. 

Gela fait : 

Pour construire en m le plan tangent 6 à la surface 2, nous considérerons le 
paraboloide A tangent à 2 tout le long de K ; ce paraboloide A sera engendré 
par la droite K , se mouvant horizontalement en s'appuyant sur l'axe Y et sur la 
tangente ren p à Thélice H. 

Il ftiudra donc construire la tangente r, laquelle percera le plan horizontal en r; 
et dès lors, la droite K^ qui unit les points r et ^^ ce point s* étant le oentre du 
cercle G ou la trace horizontale de Taxe Y, sera la trace horizontale du parabo- 
loide A. 

Le paraboloide A peut être considéré comme engendré par la droites, se 
mouvant sur K et Ko, et parallèlement au plan vertical parallèle A i et à Y; 

Dès lors, la génératrice to ( génératrice du second système du paraboloide A) 
et passant par le point m^ awa pour projection horizontale la droite $^^, menée 
par m^ panllèlement à H^ ou <* ; et le point x , intereeaîon de K« et de !« 9 sera 
la trace horizontale de t^. 

Si donc OB mène par x la droite H^ parallèle à K*, on aura la trace horizon- 
tale du plan passant par les droites K et i^ » 6t ce plan & sera tangent en m à 
la surface 2. 

Si donc on unit le point « (interseoiioii de H* et de H"^) avec ie point m, on 
aura la tangente G, demandée. 

Et en unissant les points z et m^» on aura G^ ou la tangente au point m" de la 
spirale d'Archimède /, projection horizontale de la spirale à double courbure y. 

Remarquons que les trois courbes y, y^ et H se couperont toujours en un mê* 
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me point a situé sur le cercle G , et que dès lors , le point % peut se déterminer 
de suite, puisque Ton a : rp^ égal à Tare rectifié ap^ du cercle G. 

Problème 2. Étant daimée une spirale plane d* Jrctàmèdé et son pôle au origine, 
construire la tangente en un de ses points. 

Soit donnée (fg. 38) la spirale plane y'^j son pôle s^y et proposons-nous de 
construire^ en un de ses points m*, sa tangente 9*. 

En vertu de ce qui précède, on fera la construction suivante : 

V Du point «*, comme centre et avec un rayon arbitraire, on tracera le cer- 
cle G, coupant la spirale en un point a. 

2® On mènera le rayon vecteur «*m*qui, prolongé, coupera le cercle G au point p*. 

3"" On mènera la droite H"^ tangente en p" au cercle G , et déroulant Tare apf^ 
au moyen de la développante d, qui a son origine en a, on aura le point r si- 
tué sur H^. 

A"" On joindra les points r et «^ par la droite K^. 

S"" On mènera par le point m* la droite tj^y parallèle à H* et coupant la droite 
K^ au point x. 

Q!^ Par le point x , on mènera la droite H^, parallèle à la droite K^ ou au 
rayon vecteur /m^; cette droite H® coupera la droite H* en un point z. 

T Enfin, on unira les points z et m^ par la droite 0*, et on aura la tangente 
demandée. 

Ge qui précède nous conduit au théorème suivant : 

Théorème i. Si l'on donne sur un plan P une spirale d'Archimèâe /^ dont Véquation 

soit — = a ; si par son pôle s on mène une droite y perpendiculaire au plan P ; si l'on 

trace sur le plan P un cercle ayant son centre aupôles et son rayon égal à a; ri par le 
point s on mène une droite G faisant avec l'axe y un angle a 9 et que Fou fasse tourner 
la droite G autour dej^on aura un cône B de révolution et dont le demi-angle au sommet 
sera égal à a; si l'on conçoit un cylindre À ayant pour section droite la spirale y^ le cylin- 
dre A et le cône B se couperont suivant une spirale conique J^ArcUmède 7 ; eîsi (on 
fait mouvoir une droite K parallèlement au plan P et s'appuyant sur l'axe y et sur la 
courbe à double courbure y, on aura une héliccUde gauche 2; cela posé xje dis que le 
cylindre A et la surface gauche 2 se couperont suivant une hélice H qui coupera les ^éné" 
ratrices droites du cylindre H sous un angle égala a. 

Et en eflTet : 

Désignant par p le rayon vecteur «^m^ de 7^, par p, le rayon vecteur homologue 
«m de 7 , on aura 

P = Pi sin « 
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L'éqQftlton - =t a pourra donc être mise sous la forme : 



p.Sina 

=30 



Si je désigne par h la distance Qu point m de y au pian P passant par le sommet « 
du cône B, on aura : p, cos a=h. 

^ ^ , • h tang a _ 

On pourra donc écrire 2- =; constant^ = 1. 

Et si nous supposons que le point m ait parcouru sur la spirale 7 un arc tracé 

sur la surface entière du cône B, on pourra remplacer — par r-^ (A, étant lepaê 
de l'hélice H ). 
Et l'on aura ^ . tang a = 1 ; ce qui démontre la proposition énoncée. 

Les considérations géométriques précédentes nous permettent de démontrer 
le théorème suivant : 

Théorème 2. Dans la spirale plane d*Archmède , la sous-iangenie est constante. 

Étant donnés {fig. 39) la spirale plane /et son pôle af", et ayant construit en 
un de ses points ml" la tangente 6\ et supposant que toutes les constructions indi- 
quées dans le théorème précédent subsistent sur la figure; si nous menons au 
point m^ la droite N perpendiculaire à la tangente e\ et si nous menons par le 
pôle J" la droite ^q perpendiculaire au rayon vecteur s'^m^ ces deux droites N et 
tf'q se couperont en un point q^ et il faut démontrer que la sous-tangente ^q est 
constante. 

Les deux triangles rectangles sni'q et p^zw!" sont semblables comme ayant leurs 
côtés respectivement perpendiculaires. 

On a donc : 

sq : «^m* : : m^^ : p*2 

Et désignant la sous -normale par (« • N) , et le rayon vecteur par p, on pourra 
écrire : 

(«.N):p :\ wl^pf" : p^'z 
d'où 

(,.N)=p.-^ 
Et pour un autre point m'* de la spirale y*, on aura de méoie 

(«.N'):p'::mV-P'*»' 
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d'où 

. , m'p" 



■ ••> \ 



Il fautd(mc, pour que le théorème soit vrai, que Ton ait : 

p.— TT- = u, " aj = etc. = constante. 

Or : les deux triangles ^xmf'ei 9rpf sont semblables, on a donc : 

xm!" : «*m* : : 171* : ^ 

Et comme xm* est é^ à zpf par construction , on aura , en désignant /p* par R : 

j/'z: pi: p'^r : R 

Et pour un autre point m?" de la courbe 7^ on aura : 

pV:p'::pV:R 



d'où 



^^ R ^^ p' ^ R 
p*4f p^ p^ p'V 



On devra donc avoir pour que le théorème énoncé soit vrai : 



Jt^h n th^tk 



H.fnrp _ R m'y 
pV p'V 

ou 

m*p* : p*r :: m'V* • p'*^' (*) 

Or, cette jMroportion est exacte; car {fig. SI) : V les deux triangles rectangles 
prp etpVp'^sont semblables, puisque leurs hypoténuses rp et r'p' sont les tan- 
gentes à Thélice H ; ils donnent donc la proportion 

pp* : pf'r : : p p'* : p V (2) 

et 2'' les deux iriangles rectangles rrnnf'p'' et m'm^p'^ sont semblables, puisque 
leurs hypoténuses mp^ et mp'^ sont sur les génératrices du cône de révolution , 
ils donnent donc la proportion 

mm* : m*p* : : mW* : m'V* (3) 
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Or, comme fj/'=:mml' et que p'V*=mW*, puisque les droites K et IL' gèaé- 
rairices de rbélicoide gauche sont horizontales, on tire des proportions (2) et (3) 
la proportion suivante : 

qui n'est autre que la proportion (1) dont il fallait démontrer l'exactitude. 

Ainsi , il est démontré que pour la spirale plane d'Archimède , la sous-normale 
est constante, ou, en d'autres termes, que les pieds des normales sont situés 
sur un cercle ayant pour centre le pôle ou origine de la spirale. 

On peut très-*facilement démontrer que si la spirale d'Archimède est telle que le 

rapport entre le rayon vecteur et Tangle , soit ^ =a a , la sous- normale est égale à a. 

Et en effet : 

Le deux triangles {fig. 39) q.^.m^ et ni'.z.jf' sont seml^lables. On a donc : 

ou 

(«.N) : p : R — p : xm* 

en désignant la sous-normale ${f par («.N), 

le rayon vecteur «*m* par p , 

le rayon «V^^ cercle G coupant la spirale au point a, par R. 
Nous ferons remarquer que si le rayon vecteur «*m* est plus grand que le 
rayon R, on aura p — R au lieu de R. 

Et de plus on doit se rappeler qne par construction xm^^=^%fl'. 
Dès lors on aura : 

Les deux triangles sf'.r.p*' et ^.jc.m^ sont semblables , on a donc : 

a?»n* : s*m* : : ay * : «*p* 

ou (en prenant pour origine des angles a>, la droite ^a, a étant l'origine de la 
développante d qui a servi à la construction de la tangente 9^ au point m^ de la 
spirale y*) 

ocm^ : p : : Ro) : R 



On aura donc : xm^ 



p.o» 
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et par saite 



(..N) 



ft> 



Or 9 en prenant la droite ^a pour origine des angles go, l'équation delà spirale 
sera: 

p=a.€i> +R 

puisque pour od= o , ond oit avoir pesR. 
D'où 

P-R 
a 

On a donc («.N) = a 

ce qu'il fallait déniontrer. 

La tangente trigonométrique de Taogle r^jf'y en désignant cet angle par e. , 
aura pour expression : 

xfn p— R 

La tangente trigonométrique de Tangle smV» ^^ désignant cet angle par e , 

aura pour expression : 

jim* «m* p 
• tang e =-TrT == jrr = - 

On aura donc : 

tang e. : tang e :: p— R : p 
ou 

tang i;: tang: e :: mV ' ^^^ 

L'angle e a pour limite zéro\ car la tangente trigonométrique, ayant pour 
expression -, devient nulle , lorsque p s=3 0. 

Ainsi, pour le pôle, la tangente à la spirale se confond avec le rayon 

vecteur. 

R 

La tangente trigonométrique de l'angle e. a pour limite -; ainsi, au pôle, la 

tangente trigonométrique de l'angle s, a pour vdeur - ; mais le rayon R est arbi- 
traire; et dés lors, lorsque R sera ^al à a, on aura tang et= f ; lorsque R sera plus 
grand que a ou la sous-normale, on aura tang e^ > i , et si Ton a R < a, on aura 
tange,<l. 
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Mais si l'on suppose qae RsSp, p étant le rayon vecteur d'un point m* 
{fig. 39) , alors on aura : tang e == tang e, ; puisque l'on a : 

tang e : tange, ::R — p : p 

Ceci nous permet de simplifier la construction de la tangente en un point de 
la spirale d'Archimède. 

Car si Ton a {fig. 43) une spirale d'Archimède /, dont on connaît le pôle 
s^ y et que l'on veuille construire la tangente en un de ses points m*; il suffira de 
tracer le cercle C du point ^, comme centre et avec un rayon égal au double 
du rayon vecteur «*m*, et de prendre i^j* = arc ctp'^. 

Et la tangente 6^ au point m^ sera parallèle à la droite ^r. 

Nous venons, dans ce qui précède, de démontrer que, pour la spirale d'Ar- 
chimède, la s^ous-normale est constante. Et cela , en considérant le point m^ de 
la spirale plane comme la projection d'un point m de la spirale conique (fig. 37); 
et nous avons supposé que le plan horizontal de projection ne passait pas par 
le point m. 

Mais, en faisant passer le plan horizontal de projection par le point m (point qui 
dès lors appartiendra à la fois à la spirale plane et à la spirale conique), la dé- 
monstration du théorème est plus simple. 

Et en effet : 

Soit donnée (fig. S9 bis) ^ sur le plan horizontal, une spirale d'Archimède E, 
ayant lé point o pour origine , menons par le point o la ligne LT tangente en o 
à la spirale ; cette droite LT sera l'origine des angles a> , et l'équation de la 
courbe E sera : 

p = C|<k>. 

Qonsidérons la ligne LT comme une ligne de terre; 

Concevons un axe vertical A, ayant le point o pour projection horizontale A^. 

Menons par le point o (dans le plan horizontal), le rayon vecteur om per- 
pendiculaire à LT ; et du point o comme centre et avec om pour rayon , décri- 
vons un cercle CL 

Nous pourrons considérer le cercle G comme la base d'un cylindre, de révolu- 
tion , ayant pour axe la droite A. 

Si nous faisons mouvoir une droite G , s'appuyant sur la spirale E et sur 
l'axe A et coupant cet axe A sous un angle constant 6 , on obtiendra une surface 
hélicoide (filet de vis triangulaire) , laquelle coupera le cylindre ayant le cercle G 
pour base ou section droite , suivant une hélice d. 

* Or, si au point m de l'hélice i on construit la tangente 8 à cette courbe ; et si 
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par le même point m tm mène la génératrice G de rhélicoide^ le plan T tangent 
en m à Thélicoide passera par 6 et G; et ce plan T coupera le plan horizontal , 
suivant une droite qui sera tangente en m à la spirale E. 

n est facile de voir que l'angle 6 étant donné , Tinclinaison a de Thélice d» sur 
les génératrices du cylindre dont G est la section droite, dépend de cet angle 6; et 
que rédproqvemem, Tinclinaison a de l'hélice i étant donnée, on en conclut Tangle 6 . 

On peut donc se donner arbitrairement Tangle a. 

Et dès lors , en menant par le point o une droite ff' faisant avec la ligne de 
terre LT un angle a\ complémentaire de l'angle a , et par le point m, une droite 6* 
parallèle à la ligne de terre LT , on aura en B", 6*, les projections de la tangente 
en m à l'hélice d. 

Cherchons maintenant les projections de la droite G , ou mieux la grandeur ou 
owertitre de l'angle S sous lequel elle doit couper l'axe A. 

La spirale E coupe la ligne de terre en n. 

La droite G , en passant de la position en laquelle elle coupe l'hélice au 
point m en la position en laquelle elle coupe cette même courbe d au point n , 
a donc décrit un angle droit autour de l'axe A, ou , ^ti d'autres termes , cette 
droite 6 a parcouru sur l'hélice d un quart de spire. 

La droite G, en passant du point m au point n, a donc parcouru sur l'axe A 
une longueur égale au quart du pa$ de l'hélice i. 

Si donc , sur la ligne de terre , on prend ax égale au quart de la circonfé- 
rence G f la droite xy sera égale au quart du pas de l'hélice d. 

Cela &it : 

Le plan vertical de projection (puisqu'il passe par l'axe A) coupe : l"" le cylindre 
dont G est la base suivant deux génératrices droites H et H", perçant le plan hori- 
zontal en les points q et ^, qui sont les intersections du cercle G et de la ligne 
de terre ; et V l'hélicoide suivant une génératrice G, , passant par le point n en 
lequel la spirale E perce la ligne de terre. 

Si donc on prend sur H , qz égal à â^ ; la droite. G, passera par les points z 
et n et coupera l'axe A au point s, , et fera avec Taxe A l'angle 6 cherché. 

Et la droite G qui doit passer par le point m percera l'axe A en un point s, 
tel que t», sera ^1 à o^ ou au quart du pas de l'hélice 9. 

La droite G étant connue , il sufiBra de faire passer le plan T par G et , et de 
construire la trace horizontale de ce plan T. 

Or, pour cela feirCi il suflBt de mener par le point s, une droite si parallèle 
à 6^ y et d'unir le point / (en lequel cette droite perce la ligne de terre) avec le 
point m ; et l'on aura en Un ,^ la trace horizontale H* du plan tangent en m à l'héli- 
coide, et par suite la tangente en m à la spirale d'Archimède E. 

U 
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La conslruclion de la tangente étant eilRîctuée, si l'on mène la normale m^, on 
aura en cp la sous*normale. 

Démontrons maintenant que cette sous-normale op est égaie à a. 
Les deux triangles rectangles omp et oml donnent : 

tno p 

( en désignant om par p ). 

Les deux triangles sol et yxo sont semblables et donnent : 

al : os :: ox i xy 
d'où 

osXox 



ol^ 



^ 



Mais : i"* ox= ^ir.p ( puisque le cercle C a om ou p pour rayon) ; 

2**^= ^ir.p.cos a (puisque le pas h de l'hélice i est égal à Sup cot a ). 

3° ^:=:: ^'^ , car les deux triangles semblables osq et (w.n donnent 

OR — ùq 

os : oq :: os, : on 
et comme 

0St^=:0S + SSt^:=^0S+ xy 

on a 



M : oç ::o# -f^ J^ : on 



Mais on est égal à o^ + ^n , et (/n s'obtient au moyen de l'équation p^^oco de la 
spirale , en prenant l'angle on égal à ~. 



1T 

On a donc 



d'où 



nq—^ et on=p + — 



TT.p.COta 
— "^ * 2 7r.p".C0t« 

09 -3 S= 

na n<t . 

Y-P + e 
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Mais 



•. — — — — — — — irp 



et 

a^B ^MB ^i^« 

/Mft s=s iia JU 091 ss. A -i- ' 



— — — ira 



Donc , on a : 



— — , wp ira 



d'où 



0$ 



0+t) = '(.=+?) 



d'où 



d'oà 



— ira ir*û 
2 2 



5 = Ç- 

a 



et comme 



- p P 
oZ os 



on a op OU la sou^-normale égale à a. 

Ce qui précède nous permet de démontrer le théorème suivant : 

Théorème 3. Êtmi donnée une spirale conique d'Archimède, rienundesei points 
on cansirmi le plan tangent au cône, sur lequel la courbe est tracée , et le plan normal 
à la courbe; ces deux plans se couperont suivant une normale à la courbe, qui ira per- 
cer le. plan mené par le sommet du cône et perpendiculairement à Vaxe de ce cône , en 
un point qui sera situé sur un cercle ayant le sommet du cône pour centre. 

Si Ton trace sur un plan P une spirale d'Àrchimède y, , et le cercle C keu 
des pieds des normales à cette courbe. 

Si Ton enroule le plan P sur un cône de révolution B ( ayant soin de placer 
le pôle de la courbe y, au sommet s du cône B) la courbe plane y. donnera sur 
le cône B une courbe à double courbure y , qui sera une spirale conique d'Ar- 
chimède. 

Désignons par G. le rayon vecteur de la courbe y, , correspondant au point 
m. de cette courbe. Par 6. la tangente et par N, la normale, en ce point m,.' 

Menons par s, y pôle de la courbe y,, une perpendiculaire à G.; la droite N, 
la coupera en un point n,, qui sera sur le cercle C dont je désigne le rayon 
par R. 
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Cela posé : 

Décri^cMis da sommet # da cane B, comme centre et avec R pour rayon, une 
sphère 6 ; désignons par G la génératrice du cône B , sur laquelle se place 
le rayon vecteur G. de y, ; par m , le point de 7 situé sur G , et en lequel se place 
le point m, de 7,. Désignons par T le plan tangent au cône B, le long de G. 

La tangente 0, se placera ea Q tangente en m à 7, et d sera dans le plan T. 

Menons par le point m le plan X perpendiculaire à 0; nous aurons le plan 
normal de 7 pour le point m. Ce plan X coupera le plan T suivant une droite 
N perpendiculaire à 0, et le plan T coupera la sphère 6 suivant un grand cercle C,. 

Gela posé, si par le sommet s du cône B, nous menons une droite L perpendi- 
culaire à G et située dansle plan T, cette droite L sera perpendiculaire à l'axe y du 
cône B 9 parce que ce cône B est de révolution. 

Et la droite N viendra couper la droite L en un point n. 

Or y si l'on déroule le cône B sur son plan tangent T, la courbe y se trans- 
formera en la courbe 7. laquelle aura pour tangente au point m la droite 8, et 
pour normale la droite N , et pour sous-normale la droite m. 

Et toutes les droites L seront dans un plan perpendiculaire k l'axe du' cône 
de révolution B, et passeront par le sommet de ce cône, puisque toutes ces 
droites L sont perpendiculaires à Taxe du cône B et passent par le sommet 
de ce cône B. 

Le théorème énoncé est donc démontré . 

Nous pouvons donc dire : 

Que ( si l'on appelle normcde de la courbe spirale conique 7 y la droite inter- 
section du plan tangent T au cône B et du plan normal N à la courbe 7 ) le lieu 
de toutes les normales est une surface gauche qui est coupée par le plan Q, 
mené par le sommet $ du cône B et perpendiculairement à son axe, suivant un 
cercle D, ayant le sommets pour centre et pour rayon la sous-normale de là 
transformée 7, de 7; 7. étant la courbe que Ton obtient en planiGant le cône B. 

Il est évident que ce théorème est, pour la spirale camque, l'analogue de celui 
qui , pour la spirale plane , s'énonce ainsi : la sous-normale est constante. 

Dé ce qui précède on déduit ce qui suit : 

Étant donnée une spirale plane 7, tracée sur un plan P et ayant un point s, 
pour pôle, et dont la sous-normale est égale à R; si l'on enroule le plan P 
successivement sur les cônes de révolution B, B', B''(ce8 cônes ayant même 
axe Y et même sommet «), de manière à ce que les points s et s, se superposent et 
que la tangente au pôle s, de la courbe plane 7. prenne dans l'espace une posi- 
tion K perpendiculanre à l'axe Y ; et ensuite de manière à ce que le plan P pre- 
nant les positions U, U', U'^dans Tespace, ces plans U, U", \J" étant d'ailleurs 
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tangents respectivement aux cônes B , B", B^', passent par la droite K ; dors , en 
enroulant i^espectivement ces plans U, l}\ V" sur les cônes B, B^, W-j on obtiendra 
les spirales coniques y, 7^ y\ qui jouiront de la propriété suimiDte, savoir : que 
les surfaces gauches , lieux de leurs normalei s'entrecouperont suivant une courbe 
plane qui ne sera autre qu'un cercle D ayant le point s pour sommet et R pour 
rayon; et le plan Q de ce cercle D sera perpendiculaire à Taxe Y. 

Il est évident (la construction étant exécutée ainsi qu'on vient de le dire) que 
si Ton mène par l'axe Y un plan méridien quelconque M , ce plan M coupera res* 
pectivement les courbes y, y\ y\ aux points Xj x\ x^\ qui seront également distants 
du sommet s commun aux cônes concentriques B, B^, B^. 

liais , si en plaçant le plan P tangentiellement aux divers cônes B, B", B'^ (en 
ayant soin de superposer les points «. et s)^ ce plan a des positions Y, Y', Y'', 
telles que la tangente à la courbe y. au pôle s, ne passe pas par la droite K per* 
pendiculaire à l'axe Y, en les diverses positions que cette courbe y, prend dans 
l'espace, en tant que située successivement dans les plans Y, Y', Y'", alors un 
plan méridien quelconque M coupera les courbes y, y^ y\ à double courbure que 
Ton obtiendra en enroulant les plans Y, Y', Y'', respectivement sur les cônes B , 
B", B'^, en des points x, afy x'\ qui ne seront point également distants du sommet s. 

Ainsi , dans le premier cas j toute sphère ayant son centre en s^ coupera les 
diverses courbes y, y\ y\ en des points situés sur un cercle dont le plan passera 
par l'axe Y; et dans le second cas j toute ^hère ayant son centre eus coupera les 
diverses courbes y, y y y\ en des points situés sur une courbe à double courbure. 

Et dans tous les cas, les sur&ees formées par les normales aux ccmrbes à double 
courbure y, y\ y", s'entrecouperont suivant un cercle G du rayon R et situé sur 
le plan Q et ayant son centre au sommet s. 

Si Ton enroulait le plan P sur un cône quelconque B, , la courbe d , suivant 
laquelle se transformerait la courbe spirale plane y,, ne serait plus une spirale 
conique d'Archimède, mais le lieu des normales à cette courbe d serait toujours 
une surface gauche^ et cette surface gauche couperait la sphère € ayant son centre 
au sommet du cône B, suivant une courbe à double courbure ^ qui ne serait autre 
que l'inlersection de la sphère 6 et du cône B. formé par les droites I menées 
par le sommet du cône B. dans les divers plans tangents T à ce cône B. et pe^r 
pendiculairement aux génératrices G de ce cône B. , lesquelles génératrices son 
respectivement situées dans les divers plans T. 

Problème 3. Êiant donnés sur un plan une droiie B, un point m sur cette droUeet 
un point s hors de cette droiie, cfmstruire la spirale plane d'Archimèée ayant le point s 
pour pôle, et passant par le point m et ayant en ce point m la droite 6 potr tangente. 
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Première sotuiim. Étant donnés {fig. 42 ) le point «S le point m* et la droite 9^ 
passant par ce point , on se propose de construire la spirale plane d'Archimède 
ayant le point ^ pour pôle et passant par le point m* et ayant en ce point 6* pour 
tangente. 

Nous construirons d'abord la sons-normale ^9. 

Du point ^ comme centre et avec 9^q pour rayon , nous décrirons le cercle €. 

Par le point «^^ nous imaginerons un axe Y perpendiculaire au plan sur lequel 
on veut tracer la courbe y et oe plan sera pris pour plan horizontal de projection. 

Nous pourrons donc prendre une ligne de terre LT perpendiculaire à la sous- 
normale tf'q, on y en d'autres termes, parallèle au rayon vecteur «*m. 

Et répure s'^fectuera en exécutant graphiquement les diverses constructions 
que nous allons indiquer : 

l"" On prendra sur l'axe Y un point s arbitraire, et on le regardera comme le 
sommet d'un cône B de révolution ayant pour trace horizontale le cercle C ; 

2* On construira un cylindre de révolution ayant ce même cercle C pour base 
et la droite Y pour axe ; 

3^ On construira le point m situé sur le cône B et ayant m* pour projection 
horizontale ; 

i** Par le point mon mènera une droite K horizontale et s'appuyant sur Taxe Y ; 

5** Par le point mon fera passer une hélice H coupant les génératrices du cylindre 
sous un angle égal à l'angle que la génératrice du cône B fait avec l'axe Y ; 

&" On fera mouvoir la droite K sur l'axe Y et sur l'hélice H et parallèlement au 
plan horizontal; cette droite K engendrera un hélicoide gauche-^ , lequel coupera 
le cône B suivant une spirale conique d^Archimède dont la projection horizontale 
sera la spirale demandée. 

Problème 4. Éiani iUmnés trois poinU s ^ m ^l m' ( non en ligne droite ) , constrmre 
ta spirale dCArdAmède passant par les deux points met m' et ayant le point s pour pôle. 

On joindra (fig. 44) les points m et m' au point s. 

Du point s comme centre et avec srn^ pour rayon on décrira un cercle C coupant 
le rayon vecteur sm au point q. On divisera l'arc qm enn parties égales et la 
droite qm' aussi en n parties égales et traçant des rayons X', X"', passant par les 
points de division r, r'^, de l'arc qm et des cercles C\ C!\ passant par les points de 
division q\ q'y de ^m , ces rayons et ces cercles se couperont respectivement en 
des points a;', x*^ qui appartiendront à la spirale 7 demandée , etc. 

Ce que nous venons de dire et ce qui a été dit plus haut au sujet de la construc- 
tion de la tangente en un point de la spirale d* Archimède , nous permet dé donner 
une solution plus simple du troisième problème. 
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Seconde sotuiiùn du problème S, dont renoncé suit : 

Problème 3. ÉUmi donnés une droite 9, un point m $ur oetie éroiu et im péuu s 
hoTt de cette droite, construire la spirale d*Archimède ayant le pmnt s pour pôle et pmmrni 
par le point m et ayant pour tangente encepoint ladr<nte9. 

Du point • {fig. 45) comme centre et avec un rayon sp égal au double du rayon 
vecteur sm, on décrira le cercle G coupant la droite 9 au point p, et en ce point p 
on mènera la droite pr tangente au cercle G en ce point p. 

On mènera la droite sr parallèle à 9 et coupant la droite pr au point r ; et au 
moyen de la développante 9 on enroulera pr sur le cercle G, et on aura le point a 
qui sera sur le cercle C l'origine de la développante 9 et qui sera un point de 
la spirale d'Archimède ; on retombera ainsi sur le problème 4. 

De ta e&urb^lieu des pieds des diverses tangentes menées d la spirale plane tArehimide. 



Le triangle rectangle {fig. 40) pmx^ dans lequel em est le rayon vecteur, mx la 
tangente et mp la normale , nous donne : 

em =ps X SX 

«■««^ ^i^»« »M^H» • 

Et désignant tm par p , tp par N et sx par p, , on pourra écrire : 

P*=N.p. 

Or^ réquation de la spirale plane d'Archimède étant : ps=3 a. u. 
Nous aurons pour Féquation polaire de la courbe 1 , lieu des points x^ ou , en 
d'autres termes , des pieds des tangentes à la spirale plane y d' Arcbimède : 



a\G)'=:N. 



P. 



La spirale représentée par cette équation pourra recevoir le nom de spirale 
parabolique , puisque son équation polaire a la même forme que Téquation , en 
coordonnées rectangulaires, de la parabole. 

Il est évident que la droite-A^rigine des angles ta de la spirale parabolique sera en 
même temps la droite-origine des angles a> de la spirale d'Archimède , en vertu de 
la marche suivie pour passer de Téquation de la spirale d'Arçhimède (p r=a») i 

réquation (p.=|ï<oMde la spirale parabolique. 
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IhA plan oiculaieur de la ipirale conique d'jirchimède. 

On se donne un c6ne B de révolution ; désignons par $ son sommet et par Y 
son axe. 

On trace sur le cône B une spirale conique y d'Archimède ; 

On mène par le sommet s un plan Q perpendiculaire à Taxe Y ; 

On projette la courbe y en / sur le plan Q. 

La courbe /est une spirale plane d'Archimède , je désigne par N sa sous-nor- 
male. 

L'équation de la courbe / étant pc=:aa>, la courbe X, lieu des pieds des tan- 

gentes menées à la courbe y*, aura pour équation p. = |? (o' ; et comme nous sa- 
vons que la sous-normale N est égale à a , Téquation de la courbe se réduira à : 

Gela posé : 

Il est évident que toutes les tangentes 8 à la spirale conique y perceront le plan 
Q en un point situé sur la courbe X. 

Si donc nous considérons un point m de la courbe y » sa tangente 9 pour ce point m 
percera le plan Q en un point n situé sur la courbe X. 

La courbe X étant la trace sur le plan Q de la surface dèveloppable formée par 
les tangentes de la courbe y, si au point n on mène la droite t tangenteà X^ le plan O 
passant par les droites l et 9 sera osculateur en m à la spirale à double courbure y. 

Dès lors , le plan coupera le cène B suivant une section conique E qui sera 
osculatrice en m à la courbe y. 

Ainsi donc le rayon de courbure de E sera le rayon de couri>ure de y ; et si l'on 
projette la courbe E sur le plan Q on aura une section conique £^ qui sera oscu- 
latrice en m^ à la courbe y^ ; et le rayon de courbure de E^ sera le rayon de cour- 
bure de y*. 

On voit donc que le rayon de courbure d'une spirale plane d'Archimède 
s'obtiendra facilement lorsque l'on saura construire le plan osculateur d'une 
spirale conique d'Archimède, et que le plan osculateur sera facile à construire si 
l'on sait construire la tangente en un point de la spirale (plane) parabolique. 

De la spirale parabolique. 

Au moyen de Yanalyse on parvient à une propriété remarquable de la spirale 
pareMique. 

15 
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L'équation de cette courbe est , ainsi qu'il a été démon tré*cindessus 



aw' j 

. I 



L'expression générale delà sous-tangente dans les courbes polaires est f p'. -^ Y 
En désignant la sous-tangente par x on aura pour la spirale paroMt^tie 

Par conséquent {fig. 41 ) , étant tracée la spirale para6o%ii6 X y connaissant son 
pôle s et la droite X origine des aagles o), pour construire en m la tangente à 
cette courbe, il faudra mener par le pôle s la droite Z perpendiculaire sur le rayon 
vecteur «m et porter sur Z la droite ^ égale à la moitié de Tare rectifié mp du cercle 
tracé du pôle s comme centre et avec sm pour rayon , le point p étant celui en 
lequel le cercle coupe la droite Z -, et la droite qm sera la tangente demandée. 

La construction de la tangente en un point de la spirale parabolique étant très- 
simple, la construction du plan oacalateur en un point de la spirale conique 
d'Ârchimède n'offrira aucune difficulté. 

Il existe évidemment pour la spirale pkme é^Arckimède la même propriété que 
pour la gpirale plane hyperbolique ^ savoir : si Ton im^j^ne une série de cônes con- 
centriques et de révolution B, B", B"', ayant même sommet $ et même axe Y; si l'on 
conçoit un «plan Q mené par le sommet ^ perpendiculairement à l'axe Y, et -que 
l'on 4raee.sur oe plan une ejAraie d'AreInméde y*" ayant le point s pour pôle^ et si 
l'on trace la spirale .parabolique X lieu des {ûeds 4es tanj[enbes de la spirale i'Ar- 
chimèdey'^; si enfin on imagine un cylindre ayant pour section droite la spirale y'^ 
et coupant les oôoes B, B', U", suivant des spirales coniques d'Archimède y^ y\ y\ 
les aurfaees développâmes , ayant cas spirales à double courbui^e y, y', y" pour 
arêtes 4lerebrouss0ment, s'entrecouperont suivant une courbe plane^uéesor le 
planQ^ et qui ne sera autre que la spirale parabolique h 

Pboblème 5. Êiant donnée une spirale conique d^Archimède tracée sur un c6ne.de 
révoluiùm , oonsiruire la tangensle à celie^urbe pour le pOM sanumet du oéne. 

Concevons «un cône de révolution B ayant pour sommcft un pMnt«(et poar sixi* 
une droite Y. 

Coupons ce cône par un plan P perpendiculaire à Taxe Y et à une distance h 
du sommet «, nous aurons sur le plan P un cercle C du rayon R. 

ConQ6v<M)s un cylindre A ayant pour axe Ja 4roite Y «tpour section droite le 
cercle C. 
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Menons par le soinnM s un pitn Q perpendiculaire à l'axe Y» et coupant dès 
lors le cylindre A suivant ua eerde G, ayant pour centre le point $ et son rayon 
étant évidemment ^1 à R. 

Gdafiât: 

•Traçons sur le cône B une spirale conique d'Arcbimèd^ y ; cette courbe passera 
par le point s et coupera le cercle G en un certain point a. 

Si nous faisons mouvoir une droite K parallèlemeiit au plan P, et s'appuyant 
dana son mouveaient sur Taxe Y et sur la courbe à double courbure y, nous 
savons que la surface gauche 2 qu'elle engendrera , ooupera te cylindre à sui- 
vant une hélice H passant par le point a. 

Cette béliœ H viendra couper le cercle G. tracé sur le plan Q en un point a, ; 
et si Ton unit les points » et a, par une droite K,^ on aura en K, la position 
qu'occupe la génératrice droite de la surface gauche 2, lorsque cette génératrice 
passe par le point « de la spirale conique y. 

Gela posé : 

Rappelons^nous (fig. 37) que la tangente au.point m de y est l'intersection du 
plan tangent au cône B et du plan tangent en m à la surface gauche 2. 

Rappelons-nous y encore , que le plan tangent au cône B est perpendiculaire au 
plan méridien M de ce cône passant par le point m. 

Dès lors, pour le point «, le plan méridien passera par l'axe Y et par la droite 
K, , et il coupera le cône B suivant une génératrice G,. 

Le plan tangent T, au cône B et mené suivant G,, contiendra la tangente 
demandée. 

Le plan tangent 6., mené à la surface gauche 2 et au point 9, contiendra les 
génératrices des deux systèmes se croisant en s et appartenant au paraboloide 
de raccordement; or, il est évident que pour le point 9, ces deux génératrices 
sont : Tune l'axe Y et l'autre la droite K,. 

Le plan G. est donc vertical et n'est autre que le plan méridien M du cône B. 

Ainsi , la tangente demandée ne sera autre que la génératrice G, du cône B. 

Ge qui précède nous permet de résoudre le problème suivant : 

Problème 6. Êimï donnée une epiraie plane d*Arcfnnnède H mm pâle 9 construire 
Ut tanfenU au pûk* 

On donne (fig. 46) la spirale y et son pôle $, et l'on propose de construire 
sa tangente st en son pôle s. 

On prendra deux points arbitraires m et n sur la courbe; 

Du point s y comme centre et ayant $m pour rayon (le point m étant plus éloigné 
du pôle $ que le point n), on décrira le cercle G. 
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On prendra la ligne de terre LT parallèle au rayon vecteur «m ; 

On mènera la droite sik perpendiculaire à LT , la droite t& représentant la pro- 
jection verticale de Taxe Y. 

On prendra un point k arbitraire sur la droite indéfinie ik ; et projetant le point 
m en m-, la droite km sera la projection de la génératrice du cône B y laquelle est 
parallèle au plan vertical de projection. 

On projettera le point l (en lequel le rayon vecteur m prolongé coupe le cercle 
G) en t sur la ligne de terre , et la droite kt sera la projection verticale de la 
génératrice du cône B qui passe par le point de la spirale conique dont n est 
la projection horizontale. 

Menant du point n une perpendiculaire à la ligne de terre LT et la prolon- 
geant jusqu'en n sur tk, nous aurons en gn' la hauteur du point de la spirale 
conique dont n est la projection horizontale. 

En vertu de ce qui a été dit (problème 5) , on aura la proportion : 

arc mh : arc mlp : : gn' : ik. 
D*ou Ton tire : 

. axcmhXik 
arc mlp = =z 

gW 

Ayant ainsi déterminé la longueur de Tare m/p, on aura le point p sur le 
cercle G ; et joignant le point p et le pôle $ , on aura la tangente t demandée. 

De la forme que doU avoir la epirale plane d^ArcHmiâe. 

Ge qui précède nous permet de déterminer d'une manière précise la forme 
que doit présenter la spirale plane d'Archimède. 

Si nous considérons la spirale plane comme la projection de la spirale coni- 
que , là forme de la première courbe est une conséquence de la forme de la 
seconde. 

Jusqu'ici nous n'avons considéré que la partie de la courbe à double cour- 
bure y tracée sur la nappe inférieure du cône B , mais lorsque cette courbe 
y est arrivée au sommet $ du cône B, elle chemine sur la nappe supérieure 
de ce cône B. 

Et en effet : 

La courbe y est Fintersection du cône B et de l'hélicoide gauche 2 ; or^ 
cette surface 1 est indéfinie et coupe et la nappe inférieure et la nappe supé- 
rieure du cône B. 
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' La génératrice K de la surface gauche 2 se meut sur l'axe Y du cône B et sur 
rhélice H tracée sur le cylindre A ; pour toute position de K , située au-des- 
sous du plan Q perpendiculaire à l'axe Y et passant par le sommet s^ cette gé- 
nératrice K perce la nappe iDfârieure du cône B, mais pour toute position de 
la droite K, située au-dessus de ce plan Q, cette génératrice K perce la nappe 
supérieure du cône B. 

Et il est évident que les deux branches de la courbe y qui se soudent au 
point s ont même tangente en ce point, qui est, comme nous Tavons dit, la gé- 
nératrice 6. du cône B, située dans le plan méridien M passant par la généra- 
trice K. de la surface 2 qui correspond au sommet s. 

On voit donc que la courbe y, avant et après le point ^, sera située d'un mê- 
me côté par rapport au plan méridien M , et sera inversement symétrique par 
rapport au plan méridien M, perpendiculaire au plan M; en sorte que ce 
qui se trouvera à droite par rapport au plan M. et au dessous du plan Q , exis- 
tera à gauche par rapport au plan M. et au dessus du plan Q. 

D'après cela , il est évident que la spirale plane offre la forme indiquée par 
hifig. 47. 

Le rtofon de courbure au pôle ou 9ommei de ta spirale d'ÂrMmède e$t nul. 

On sait que lorsque l'on a une surface développable 2 ayant pour arête de 
rebroussement une courbe D , si l'on coupe cette surface 2 par une surface 
quelconque A, la courbe C d'intersection a toujours, pour le point d en lequel 
elle coupe la courbe D, un rayon de courbure qui est nul. 

Par conséquent, toute courbe tracée sur un cône et passant par le sommet s 
de ce cône, aura en ce point s un rayon de courbure qui sera nul. 

La spirale conique d'Archimède aura donc, pour le point situé au sommet du 
cône, un rayon de courbure égal à zéro. 

Et comme toute courbe, ayant en un point $ un rayon de courbure nul^ se 
projette suivant une courbe ayant aussi un rayon de courbure nul au point de 
projection de ce point particuliers; il s'en suit que la spirale plane d'Archimède 
aura un rayon de courbure nul en son sommet , ou pôle , ou origine. 

Et dès lors, la développée de la spirale plane d'Archimède doit affecter la 
forme indiquée par la fig. 48. 

§n. 

C'est Hachette qui le premier a remarqué que la projection de la courbe 
intersection d'une surface annulaire et d'un conoîde ayant même naissance et 
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même montée (épare de coupe des pierres, vaûie d'ariêeen iwr ronde) était une 
spirale d'Archimède. 

Mais il a démontré que cette courbe-projection était une spirale d'Archimède » 
au moyen de VanaUfse ; et cela ^ en combinant l'équatioa de la sur&ce annulaire 
avec celle de la surface conoide. 

Je me propose d'arriver au théorème que Ton doit à Hachette , en ne me 
servant que des méthodes si simples et souvent si élégantes de la géométne 
descriptive. 

Les géomètres ont donné le nom de condde à la surface gauche engendrée par 
une droite se mouvant parallèlement à un plan , en s'appuyant sur une droite et 
sur une courbe fermée. ^ 

Mais on donne plus particulièrement le nom de conoide , dans les applications , 
à la surface que Ton obtient lorsque la droite directrice est perpendiculaire au 
plan directeur et que la courbe directrice est gymétrique par ra[^rt à un plan 
passant par la droite directrice. 

Les anciens faisaient encore une restriction, il fallait que la courbe directrice 
fût un cercle dont le plan était perpendiculaire au plan directeur. 

Gela dit : 

i"" Prenons le plan directeur pour plan horizontal, et désignons-le par P. 

Désignons par A la droite directrice, elle sera verticale, et dès lors perpen- 
diculaire au plan P. 

Faisons passer par la droite A un plan Q , et menons un plan N perpendiculaire 
à la fois au plan Q et au plan P; les deux plans Q et N se couperont suivant une 
droite Z parallèle à A. 

Décrivons dans le plan N un cercle G , ayant son centre situé sur la droite Z ; 
faisons mouvoir une droite G parallèlement au plan P et s'appuyant sur le cercle G 
et Taxe A , nous aurons le cùruOde connu des anciens. 

2'' Prenons le plan directeur pour plan horizontal et désignons-le par P; dési- 
gnons par A la droite directrice , et supposons - la verticale , ou , en d'autres 
termes, perpendiculaire au plan P. 

Goncevons un cylindre A de révolution ayant la droite A pour axe et pour base 
sur le plan P un cercle D du rayon R. 

Menons par la droite A un plan Q coupant le cylindre A suivant une généra- 
trice droited, et construisons le plan T tangent au cylindre A suivant la généra- 
trice i. 

Traçons dans le plan T un cercle E, ayant son centre situé sur la droite d ; en- 
roulons le plan T sur le cylindre A, la courbe plane E, se transformera en une 
courbe à double courbure E tracée sur le cylindre A. 
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faisons mouvoir «m droite parallèlement au plan P et s'appojKant sur b droite A 
et la courbe à double courbure E , on aura le condide dont on se sert maintenant 
pour former la douelte des passages ou partes pratiqués dans une voûte annulaire , 
et qui constituent ce que Ton appelle la voûte d'arête en tour ronde. 

Démontrons : l"" que si l'on coupe le premier concUde par un plan quelconque N, , 
mais parallèle au plan N , la section sera une ellipse dont Tun des axes sera tou- 
jours vertical et égal au rayon du cercle C ; 2"* que si Ton coupe le second conoide 
par une surface cylindre de révolution quelconque A, , mais ayant pour axe la 
droite A , la courbe E^ à double courbure que l'on obtiendra pour section , se 
développera sur un plan tangent au cylindre A, suivant une ellipse E/ ayant tou- 
jours l'un de ses axes vertical et égal au rayon du cercle E,. 

1* Du conoMe â courbe directrice plane. 

Soient LT la ligne de terre (fig. 49) , A\ A* les projections de la directrice 
droite A. Traçons dans le plan vertical le cercle G ayant son centre en o sur la 
ligne de terre et sur A^. Coupons la surface eonoide par un plan N, parallèle au 
plan vertical de projection. 

Je dis que la section sera une ellipse ayant l'un de ses demi-axes vertical et égal 
au rayon du cercle G, son autre axe étant horizontal et égal à pY* 

Et en eflTét : 

Partageons le rayon op du cercle G en n parties égales , on aura : 

Joignant le point A* aux points p , o^i V> ^' ^^ ^^^ ^^. pi*ojections horizon- 
tales de diverses génératrices droites du eonoide; ces projections couperont la 
droite H"% trace horizontale du plan N,, en les points p\ x'^^ y^, o', et Ton aura 
évidemment : 



£t les peints x\ y' de l'espace seront respectivement à la même hauteur au- 
desras du plan horizontal que les points x^ y; car les points x et x\ y et y déter- 
minent deux 4 deux une ^nératrice droite du concnde. 

Gela.posé : 

Du point p comme •centre, et avec un rayon égal à p'g'y décrivons sur le plan 
horizontal le cercle 6, et du point p menons une tangente à ce cercle 6; la droite 
9m sera ^ale à pY, et si par les points j^, y*, o , nous menons des parallèles » 
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la droite jm y ces parallèles diviseront la droite 9m ea des points x '^^ y' ^ \ tels 

que Ton aura : 

mx =x y :==^y 

Et chacune des divisions mx'"" de la droite qm sera égale à Tune des divisions 
px'* de la droite p'q. 

Si ensuite on suppose que l'on mène par les divers points Xj y, du cercle G des 
parallèles à la droite pm , on formera un cylindre A ayant le cercle G pour base 
sur le plan vertical de projection. 

Ce cylindre A sera coupé par un plan M, vertical et ayant 9m pour trace horizon- 
tale suivant une courbe qui sera évidemment identique à la section faite dans le 
conoîde par le plan N. , puisque ces deux courbes sont par construction évidem- 
ment superposables. 

Or : la section faite dans le cylindre A par le plan H, est une ellipse ayant pour 
l'un de ses axes la droite qm , et l'autre de ses axes étant vertical et égal au dia- 
mètre du cercle G 4 donc , etc. 

De ce qui précède on déduit le corollaire suivant : 

Supposons que la courbe G {fig. 49 ) est une ellipse ayant son centre en et or 
et op pour demi-axps. 

Si un conoîde a pour directrice une ellipse ayant l'un de ses axes horizontal , 
et l'autre étant dès lors vertical et parallèle à la directrice droite A de ce conoide, 
on pourra toujours trouver un plan parallèle au plan de l'ellipse directrice qui 
coupe la surface suivant un cercle ; et pour trouver ce plan , il suflSra d'inscrire 
dans l'angle pk'^q (en supposant que pq soit le diamètre horizontal de l'ellipse 
directrice) une droite p'q' parallèle à p^ et égale au double du demi-diamètre 
vertical ro de cette ellipse directrice. 

m • 

2o Du con&îde d direcirice d double courbure. 

Soit LT (tangente en au cercle D) la ligne de terre {fig. 50 ) ; traçons dans le 
plan vertical de projection le cercle £. ayant le point pour centre. 

Considérons le cercle D comme la base d'un cylindre vertical, dès lors le plan 
vertical de projection sera tangent à ce cylindre suivant une génératrice ayant 
pour trace horizontale le point 0. Enroulons le plan vertical sur ce cylindre , b 
courbe E, se transformera en une courbe à double courbure E qui se projettera 
horizontalement suivant l'arc pqr du cercle D, cet arc pq rectifié étant égalen lon- 
gueur à p.9, diamètre du cercle E. . 

Du point A^ comme centre , décrivons le cercle D. concentrique au cercle D; 
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et regardons D, comme la base d'un cylindre vertical N,; je dis que ce cylindre 
coupera le conoïde ayaut la droite A et la courbe £ pour directrice suivant une 
courbe qui, planifiée > sera une ellipse. 

Etene&t: 

Au point d menons la droite ylq[ parallèle à LT, cette droite sera tangente eno' au 
cerale I>. ; prenons iif[ égal à l'arc rectifié oy ; prenons dq[ égal à Tare rectifié oV* 

Les trois points p, p', A^ sont en ligne droite par construction ; les trois points 
Oy o\ a!" sont aussi en ligne droite par construction ; dès lors les trois poits p.^ p,\ 
A^ seront en ligne droite , puisque les arcs qui , dans deux cercle concentriques » 
sous^tendent un même angle sont entre eux comme les rayons des cerdes. 

Si donc Ton considère le conoide auxiliaire engendré par une droite horizon- 
tale s'appuyant sur la directrice droite A et sur la courbe plane E. , il sera coupé 
par le plan vertical ayant pour trace horizontal p/ 7/ suivant une ellipse 3,. Bt en 
enroulant la courbe E^ sur le «^lindre qui a pour base le cercle D et Tellipe dt 
sur le cylindre qui a pour base le cercle D,, on aura deux courbes E et d telles 
que si on fait mouvoir une droite horizontale sur E et d, elle s'appuiera toujours 
sut la droite A et engebdrera le premier conoide considéré; car ce que nous 
avons dit de la droite Pip/A^ se transformant en la droite pp'A^ se dira de tonte 
antre génératrice horizontale appartenant soit au premier, soit au second conoide ; 
donc f etc. 

On pourra dès lors déduire le corollaire suivant : 

Si la courbe E, était une ellipse ayant pour ses demi-axës , or et op., on pourrait 
toujours trouver le cercle D. base du cylindre vertical qui couperait le conmde 
ayant pour directrice la courbe à double courbure E suivant une courbe qui , 
pJanifiée , aérait un cercle. 

Pour cela, il suffirait de construire la droite 0%' égale i or (égale au demi- 
axe vertical de Fellipse E.) et traçant avec AV pour rayon le cercle D, » Tare oY 
rectifié serait égal i la droite o'p^\ 

Benwrque. Dans la solution du premier problème nous avons transformé le 
conoide en un cylindre. Et dans la solution du second problème , nous avons 
transformé le conoide à directrice i double courbure en un conoide à directrice 
plane. 

La transformation de surfaces en d'autres surfaces est un des nK>des de recliercke 
et de démomiraiion les plus utiles et les plus féconds en géométrie descriptive. 

On parvient ainsi à reconnaître sur une surface compliquée une propriété 
qui serait restée inaperçue , mais qOi devient évidente en la faisant passer de 
la surface simple en laquelle est transformée la surface plus compliquée > sur 
cette dernière surface. 

16 
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La projeetkm de h courbe mtemeliam ée ta mrface oimMrepaf U comSée à direo 
trice à dovble courbure est une spiraie d'Archimède. • 

Supposons (fig. &1 ) que la surface annulaire est engeodrée par le cercle C. 

Prenons pour directrice à double courbure du conoîde , une courbe tracée 
sur le cylindre vertical D et telle que, planiflée, elle donne l'ellipse E.. 

Cherchons te cylindre qui coupera le conoide suivant une courbe qui , plani- 
fiée, sera un cercle de même rayon que le cercle G. 

(Gomme les deux surfaces ont même naissance et même montée, les centres 
f du cercle G et o de Tellipse E, sont sur le plan horizontal et le demi-axe ver- 
tical de l'ellipse E. est égal au rayon du cercle G; on a donc o^ssgk.) 

Pour cela, nous prendrons or=ior] nous mènerons la droite rp/ parallèle 
à oM" et coupant la droite pA^ao point p/; nous mènerons ta droite p.V parallèle 
à LT' et coupant oA^ au point o'; du point A^, comme centre et avec ^A^ pour 
rayon , nous décrirons le cercle D,, et le cylindre vertical qui a pour base le cercle 
D, coupera le conoîde suivant une courbe d qui se transformera en un cercle G' 
de même rayon que G. 

Nous pourrons donc, au lieu de considérer la courbe E comme directrice du 
conmde , lui substituer la courbe 9. 

Or, Ton sait que pour trouver l'intersection de ces deux surftices (annulaire 
et conoîde), il faut employer une série de plans horizontaux, coupant la su^r- 
face annulaire suivant des cercles et la surface conoide suivant des génératrices 
droites. 

La construction de la projection horizontale de la courbe intersection des 
deux sui/aces données se réduira donc à ce qui suit : 

Partager le rayon du cercle G en n parties égales par les points i , 2 , 3, 4 ; et 
décrire, du point A'' comme centre et avec A*.l, A*,2, A*.3, A*. 4, pour rayons , 
divers cercles. 

Partager l'arc o'q,' en n parties égales par les points i", 2", S% 4" ( et il est 
évident que chaque petit arc rectifié sera égal à une des parties du rayon gk 
du cercle G). 

Joindre le point A* avec les points 1", 2", 3", 4^ par diverses droites; les cer- 
cles et les droites ainsi obtenus se couperont en les points m , m', m", m"^, qui 
appartiendront à la courbe y* projection de la courbe d'intersection y. 

Or, il est évident par la construction même que la courbe / est une spirale 
d'Archimède , car désignant par p le rayon vecteur (A* étant pris pour pôle) et 

par (ù Tangle, on a évidemment - = constante. 
Si le conoîde, au lieu d'avoir une courbe à double courbure pour directrice, 



/ 
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avail utte combe plaoe» aktfs It projection de l'inlersection serait une courbe 
dont réquatioD serait 



— ■ — = constante. 
tangM 

Et en effet : 

Le conoide aurait pour directrice le cercle C, on devrait donc partager le 
rayon o'q/en n parties égales par les points i\ 2', S', à!, et unissant ces points 
au point A\ on aurait des droites qui couperaient les cercles décrits» autour du 
point A'' comme centre, par les points 4,2, 3, 4, en des points n, »', n"y n\ qui 
formeraient une courbe 7,^ différente de y^. 

Et il est évident, par la construction, que les accroissements de la tangente 
trigonométrique de l'angle o» sont proportionnels aux accroissements du rayon 
vecteur p. ' • 

Et il est évident, par la construction elle-même, que Tune et l'autre spirale 
passent par le point A^ qui sera leur pôle* 

Ainsi , répure de la voûte d'arête en tour ronde conduit , suivant les données , 
à une «ptraie (fÀrchiméde ou à une «jrirofe 4angenUfUle ayant le point A* pour 
pôle. 

% 

Omstruetion de la UmgenU m t^poini de la epirale Sjérchimêde. 



Si étant donnée une spirale d'Arcliimède y^ on peut parvenir à déterminer la 
sur ftice annulaire et la surflaice conoide à directrice & double courbure dont la 
courbe d'intersection y se projette suivant cette courbe 7*, la construction de la 
tangente en im point m* de 7^ ne sera pas difficile, puisqu'il suffira de construire 
la tangente au point m de 7 et que cette tangente est l'intersection des plans tan- 
gents au point m : 1<> à la surface annulaire et 2"* à la surface conoide. 

Le problème à résoudre est donc celui-ci : 



Eiani,dùimé6 mê «ptfofe d^ÂrdUmide, emêtndre une maface émniilatre êi une êur- 
face candide telles que leur intersection se projette suivaiU un arc de la courbe donnée. 

Soient donnés (fig. 52 ) la spirale d'Archimède 7* et son p6le s et un point m* 
de cette courbe. 

On prendra un point » arbitraire sur 7^ et l'on mènera la droite ss. 

On mènera par le pôle « deux droites spelsq, l'une à droite et l'autre à gauclie 
de êSj et feisant avec cette droite sx des angles égaux (on s'arrangera pour que 
le point nf soit compris entre les points pet ^ en lesquelles ses droites coupent 
la spirale/). 
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Cela fait : du point s comme centre et avec sp ponr^ayon , on décrira un cercle 
qui viendra couper la droite 9q en g. 

On décrira du même point s comme centre , et avec $x pour rayon , un cercle 
qui viendra couper la droite if en /c; il est évident que le point k sera le milieu 
de qg. 

Du point k comme centre, et avec kg pour rayon, on décrira un demi-cercleC, et 
regardant sq comme une ligne de terre W^ le cercle G sera la couribie méridienne 
de la surface annulaire demandée , la verticale passant par lé point s étant Taxe 
de rotation de cette surface. 

Cela fait : au point o, en lequel la droite $x coupe le cercle pog^ on mènera ap^ 
tangente en o à ce cercle pog ; et l'on prendra op. = 9rc op. 

On joindra le point p. au point s par ladroite p^, et l'on prendra or' égal au rayon 
kg du cercle C. 

On mènera p.p/ parallèle à êx et coupant la droite êp, en p/. 

On mènera p,V perpendiculaire ksx, et du point ê comme ceâtre et avec so 
pour rayon on décrira le cercle D,. 

On prendra la droite oY pour nouvelle ligne de terre LT , et on décrira du 
point o' comme centre et avec oY pour rayon le cercle G', et le cercle C serç la 
transformée de la courbe à double courbiye i tracée sur le cylindre vertical ayant 
pour base le cercle D' ; le conoîde cherché aura pour directrices la verticale passant 
par le point $ et la courbe à double courbure 9. 

La construction de la tangente au point m^ de la spirale donnée y^ n'offrira 
plus de difficulté pour ceux qui savent ce que l'on enseigne ordinairement dans 
les cours de géométrie descriptive. 

Con$ên»eiion de la tangente en un point de la Tspirale tangentoMe. 

Le problème sera résolu si Ton trouve la surface annulaire et le conoîde à 
directrice plane dont rintersection se projette suivant un arc de la courbe 
proposée. 

On fera les mêmes constructions que précédemment pour obtenir la surface 
annulaire. 

Ainsi {fig. 53 ), on mènera à droite et à gauche de $x deux droites «p, et «9, et 
l'on supposera que les droites ^, et $q font des angles égaux avec la droite $x. 

Et. pour obtenir la surface conoîde , on fei» les constructions suivantes : sur la* 
corde P.9 qui coupe sx au point o, on prendra 0/=^; on tracera r>/ parallèle 
à SX et coupant la droite sp^ en p/; on mènera p,V perpendiculaire kex et cou- 
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pant M en o^; on déerirt du point o' ooBune centre % et avec op/ comme rayon , 
le cercle C, et Ton prendra ce cercle G' pour la directrice plane du conoider 

BemmfÊB. Étant donné un problème à résoudre sur le plan; passer dans l'espace 
au système à trois dimensions, dont le système sur le plan serait la projection , et 
résoudre le prdi>lème sur le système de To^Mice, est une méthode fort commune 
en géométrie descriptive , et qui facilite très-souvent la solution du problème 
proposé sur le plan. Car il arrive souvent que le problème à résoudre sur le 
êf/Hime à trois dimensions est moins difficile ou que la solution apparaît plus vite 
à l'esprit, que si Ton voulait' s'obftiner à ne considérer que le système^ plan 
proposé. 

Nous devons faire remarquer : que pour la solution du problème précédent, 
nous avons eu s6in de prendre la droite sx qui divisait en deux parties égales 
^^a|{gle p$if coQiprisentre les droites qui représentaient les génératrices exirémesdn 
conoide ( ceUes qui sont situées sur le plan horizontal ) , telle qu'elle ne passait 
pas par le point m^ de la courbe y", point pour lequel on voulait construire la 
tangente. Et cela devait ètre^ car l'on doit se rappeler que la courbe-4ntersection 
d*uiie surface annulaire et d'utié surface conoide, ayant même naissance et même 
montée y se<x>mpose de deui branches qui se croisent au point culminant , lequel 
point culminant n'est autre que l'intersection du cercle culminant de la surface 
annulaire et de la génératrice droite culfninaate du conoîde. Or, l'on voit que le 
cercle xk {fig. 52 et 53 ) est la projection du cercle culminant de la surface an- 
nulaire engendrée par le cercle G, et -que la droite êx est la projection de la géné- 
ratrice culminante du conoide. 

Et pour ce point eulminant de la courbe-intersection des deux surfaces , la 
construction de la tangente échappe à la méthode ordinaire , puisque pour ce 
point culminant le plan tangent à la surface annulaire est horîzontaf , ainsi que 
le plan tangent à la surface conoide. 

Les deux plans tangents se confondant en seul plan , la méthode ordinaire ne 
peut conduire à la construction de la tangente. 

Toutefois, la construction de cette tangente peut être effectuée par diverses 
considérations géométriques. 

CotuirueiUmdelatangmUeaupainieuImm^ e(mrbe-inkr$ection 

tum mrfaee anmUaire et d'une mrfaee eanéiie ayani même naiseance et même montée. 

Soit {fig. 54) ia courbe y^ projection de l'intersection de la courbe y, intersection 
d'une surface annulaire et d'un conoide ayant pour directrice courbe une courbe 
à double courbure. 
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( D'après les (ioiiiiées particulières de la question » le eerole D, sera k base 
du cylindre qui coupe le conoSde suivant une ceurise qui» planifiée, denae le 
cerdeB,.) 

On propose de consiruire la tangente au point m^ de y*. 

Pour cela , on fera passer par m^ le cercle X^ ayant àJ" pour centre , et la droite 
6* passant par le point k^. 

X^ sera la projection d'un cercle ou parallèle, tracé sur la surface anaulaire et 
dont le plan sera distant du plan horisontal d'une quantité égale à f^y* 

G'^ sera la projection d'une génératrice droite du conoide, distant du plan hfo- 
rîiontal d'une quantité égale à n\] et l'on sait que n.^ = j^y, puisque les 
cercles G et B, ont leurs rayew égaux. 

Gda fait : 

On construira la trace borizoMale H* du plan T tangent à la surface annu- 
laire au point m » et, là tracé hortaonlale H*' du plan T, tangent au conoide au 
même point m. 

(On sait construire ces traces) ; et en vertu, de b construction , on a : 

ff 

Or , si l'on suppose que la surface annulaire a pour courbe méridienne le 
cercle C^ au lieu du cercle G, et que la surface coooîde a le cercle B/ de même 
rayon que le cercle G' au lieu du cercle B^ , pour transformée de la courbe à 
double courbure qui lui sert de directrice courbe, on aura toujours /y' :=n.V . 

Par conséquent, les deux nouvelles surfaces se couperoiït suivant une CQùrbe 
y qui aura encore pour projection la courbe y* (*)• * 

Dans la construction de la tangente, au point m^ de y\'on aura donc encore 
la sous-tangenle du point y' égale i la sous^tangente du point n/, tout comme on 
avait la sous-tangente syf" du point y égale à la sous tapgente n,^ pour le point 
91.; et par suite, égale à la sous-tangente n^^pour le point n, dont le point n, est 
le transformé. 

Ou doit donc conclure de là que, dans la construction de la tangente, les 
deux lignes «/ et nf'q doivent être égales sans s'inquiéter de leur longueur. 

Et dés lors , la construction de la tangente au point m^ de -/" ne devient plus 
qu'une construction plane, puisqu'elle se trouve indépendante des paramétres des 
deux surfaces annulaires et conoïdes. 



Ml 11 *<Ml 



C') j*ai publié une note à ce sujet dans le Bulletin de la Société pMhmaiique. Fof4% la séance du 
12 janvier 1833. 
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Par cooséquent, la ocfiistraeiioii qvà donne la tangente au point m^> donnera la 
tangente en tout autre point de la courbe / et aussi au point af" projection du 
point culminant, car la figure nous démontre que ce point ot/" n'est pas un point 
singulier de la courbe af^^ son pôle A* est son seul point singulier. 

Gela dit: 

Appliquons la construction précédente au point af" de y* projection du point 
culminant a; de y, cette courbe y étant Tintersection des deux surfaces annulaire 
et conoide de dimensions données. 

1* La courbe y* éiani une spirale (tArchimède : 

Nous porterons (fig. 55) sur le rayon vecteur A V et à partir du point ocf'f une 
longueur arbitraire a^s\ et nous mènerons par ce point s' une droite H^ perpen- 
diculaire au rayon vecteur X^af". 

Du point A* comme centre et avec un rayon convenable nous décrirons un 
cercle D,, tel que l'arc pV rectifié soit égal au rayon gk du cercle G, courbe méri- 
dienne de la surface annulaire. 

Par le point o' situé sur le rayon vecteur A V, nous mènerons la droite oh per- 
pendiculaire à ce rayon vecteur, et nous prendroxkso'h=a/'s'. 

Nous joindrons les points h et A* par une droite, et nous mènerons par le 
point af" une droite ûd^r parallèle à o'h et coupant la droite A*ft en r. 

Par le point r nous mènerons la droite H^' parallèle au rayon vecteur A^;r^ et 
les deux droites H^ et H^' se couperont en un point z. 

Enfin , unissant les points z et j^ par une droite O'^, nous aurons la tangente 

demandée. 

Nous avons, dans les diverses figurea qv» nou$ avons conatruites, conservé la 
même notation et celle que j'ai adorée eo gé9métriede$cripH»et pour que le lecteur 
puisse plus fecilemeiit se rappeler, en suivant les eoiis(riictîoa$ , les théorèmes 
géométriques qui servent de baae à ces diverses eowtruclions. 

2"* La courbe y* éiant une spirale tangenuMe. 

Les constructîona seront identiquement les uiAmes , seulement ( fig. 56 ) l'on 

inscrira dans l'angle pAV une droite p'pî perpendiculaire à AV et égale au double 
du rayon 9A du cercle G, courbe méridienne delà surface annulaire. 

Remarque. Remarquons que {fig. 55 et 56) le rayon vecteur aV est égal à la 
droite 9A\ c*est-à-dire à la distance du centre du cercle méridien de la sur- 
face annulaire à son axe A de rotation. Nous pourrons désigner cette distance 
par/. 

La droite 9' A* est toujours fiieile à construire, et nous la désignerons par /'. 
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Et comme o'h=ia!'$' est arbitraire, nous pourrons représenter ces deux lignes 
par d. 
Dés lors , les triangles semblables ra^A^ et ho'S!" nous donnent : 

aî*A* : AV : : a^r : oh 
d'où 

lit iiaf'rid 
d'où Ton tire : 

Et si nous désignons par « l'angle que la tangente 6* foil avec son rayon vec- 
teur A V, nous aurons : 

«ang«=^ 

Et comme 

9'z =i a^r 

on aura 

d.r r 

Par conséquent, a sera égala un angle demi-droit lorsque Ton aura /?=/'» et 
aussi lorsque le conoide sera tel que le point o' ne sera autre que le point a/". 
Ce qui précède nous permet de résoudre le problème suivant : 



Êiani donnée mie ipirak d'Arehimède^ inmoer le pobU de ceUe ccwbe jHmt lequ^lla 
kmgente et le ra^on vedeur fimi enire eux vn angle donné. 

Lorsque {fig. 54) nous avons construit la tangente au point m* de la spirale y*, 
en nous servant des plans tangents au conoide et à la surbce annulaire , le point 
m* n'était point la projection du point culminant de la courbe à double cour- 
bure y. 

Or, pour ce point m\ en désignant l'angle aWs par e, on a : 

fini" /m* 



tangc=-7- ou — * 

Et comme les deux triangles A^mV et A VA sont semblables , on a : 

m^r : A*m* ::«**: A V 
Or, on peut représenter A*m* par p rayon vecteur du point m* de la spirale y 



Qa.peol NpréMBtAr AVpir R rayon do cetcle bisadu cylÎDdre qui ooope le* 
ccmoide suivaiit une courbe à double courbure qui , planifiée, donne uta cerde 
de inèaae rayon que le cercle méridien de la suriace annulaire. 

Et par construction, on a $'m!'=:n^h. 

Par conséquent : 

tnrr = î--=— et iang e = - 



R 



P 



Donc, pour résoudre le problème proposé, on considérera la spirale donnée 
comme la projection de la courbe-intersection de deux surfaces, l'une conoide 
et l'autre annulaire, ainsi qu'on l'a fait {Jig. 52). 

La construction de la fig. 52 effectuée, on construira un triangle rectangle 
(fig. 52 bU) xmfiy pour lequel l'hypothénuse xg fera avec la base l'augle e que 
la tangente à la spirale doit faire avec le rayon yecteur. 

On prolongera tpn jusqu'en p, de manière que l'on ait ypc=;R, et menant |i»qf 
parallèle à mx, on aura en pq la longueur du rayon secteur. 

H suffira donc de décrire, du pôle de la spirale comme centre et avec un 
rayon égal à pf, un cercle qui coupera la spirale donnée au point demandé. 

Ce qui précède permet de donner une nouvelle construction et assez simple de 
la tangente en un point d'une spirale d'Archimède. 

Et en efiet : 

« 

Ayant construit, comme {jig. 52), les deux surfaces dont l'intersection se 
projette suivant la spirale plane donnée y*, pour mener la langente au point m^, 
on mènera le rayon vecteur «*m*, lequel coupera le cercle D. ( base du cylindre 
qui coupe le conoide suivant une courbe qui se développe suivant un cercle de 
même rayon que le cercle méridien de la surface annulaire) en un.ppint v. 

Par le p6le «^, on mènera «*tf perpendiculaire sur «*m*; et Ton prendra 
«*a = ^m* ;= p. 

On unira les points « et v , et menant par le point m^ de la spirale une parallèle 
9 & la droite u» , on aura la tangente demandée. 



% III. 

La spirale d'ArclMmède peut encore être la projection de la courbe inter^ 
section d'une surface rampante connue en. coupe des pierres sous le nom de m 
Semi-CHet et d'un conoide ayant pour directrice une courbe à double courbure 
qui ne se transforme point en une ellipse telle que les points de contact de ses 

17 
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deiu tangeotifl ferticak» mat ôtaées sur un diamètre iionEontri / oonuûe 
kMrsque Ton a Bne surface annulaire au lieu é'ooe ^m SainMiilei , maâa qui se 
transforme en une ellipse telle que les poîfits de eoatact de seswdem tt ay tas 
verticales sont situés sur un diamètre incliné à rhoriion. 

C'est ce que nous allons démontrer. 

Construisons {fig. 51 )^ comme dans le cas d'une surface annulaire, la projec- 
tion horizontale. 

Le cercle C , au lieu d'engendrer une surface annulaire, engendrera une sur- 
feee rampante. 

Dès lors 9 chaque point x du oerde C engendrera , non phis un cèrde horizontal^ 
mais une hélice cylindrique l et toutes les hélices ^ auront même pas. 

Le diamètre aa du cercle G , au lieu d'engendrer un plan horizontal , engen* 
drera une surface hélicoide S rectangulaire (surface du filet de vis carré). 

L'ouverture du conoide étant donnée par les droites or^et a/^f nous pourrons 
toujours tracer un cercle B tel que l'arc rectifié r^fV"* soit égal au diamètre aa 
du cercle C. * 

Nous construirons le plan M tangent en ^ au cylindre Tertical ayant la droite 
A pour axe et le cercle B pour base. 

Le cylindre ayant le cercle B pour base coupera rhéitcoide Zsuivant linekéliced 
dont on connaîtra l'inclinaison a, par rapport au plan horizontal. 

Dès lors , en menant sur le plan M une droite r^r' faisant avec une horizontale 
pr/ l'angle a , et construisant sur les deux droites : V qn verticale et égale au rayon 
du cercle C ; et 2® rx' telle que l'on a [îv\'- cos «= arc rectifié rV*J , une eRipse E, 
(ces deux droites qn et r^r' étant des diamètres conjugués de cette ellipse E, ), en 
enroulant la courbe E, sur le cylindre ayant le cercle B pour base , on aura une 
courbe à double courbure E qui sera la directrice du conoîde, Taxe A étant la 
seconde directrice de cette surface gauche. 

Et il est évident que si l'on coupe le conoide et la surface rampante par une 
suite d'bélicoîdes rectangulaires parallèles entre elles et à la surftce 2, on obtien- 
dra des hélices sur la surface rampante et des génératrices droites horizontales 
sur le conoide qui se couperont en des points qui appartiendront à la courbe ^ 
intersection des deux surfaces rampante et conoide. 

Et par la construction , on voit de suite aussi que la projection horizontale de la 
courbe i sera identiquement celle que l'on obtenait lorsque les dewifsurfaces étaient 
Tune annulaire et l'autre conoide, car Ton est conduit à exécuter, sur le plan 
herizontal de prc^tion , et dans les deux cas des constructions identiques; 

La méthode géométrique qui nous a permis de démontrer , avec une gMrnde 
feciKté et aussi avec stniplicité, que la projection horizontale de Tintersection 
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d'uo iCOiMMle avoc «ne surface mmukwre ou avec une surûice rampaxue était vne 
«pMe d'ArehimMe, noue oondiût à généraliier le problème. 

EfteaeSM: 

Étajil donaés un plan hcruootal H et un axe Teriical Z perçant ce plan H en 
un poîal a, noa$ pourrons illire paeaer par la droite Z un plan M et tracer dans 
ce plan M une oonrbe arbitraire d^ et par un point m de d mener une droite X 
berâontale et couf^ni Taxie Z en un point z. 

Nous pourrons ensuite concevoir un cylindre de révolution A ayant pour axe ta 
droite Z et eoii|)aiit le pton horizontal H suivant un cercle C dont le rayon R 
sera énal à la diitanoe ms du point m de la courii>e i à l'axe Z. 

Menons un plan T tangent an cylindre A«uivant une génératrice L, et traçons 
dans ce plan T une courbe if identique à la courbe det telle que le point m de3i 
soit l'homologoe du point m de d; et qu'ainsi menant dans le plan T et par ee 
point m' une droite horizontale X', les deux droites X et X' se trouvent â la même 
hanteur au-desaus du plan horiaontal H. 

Et de plus, concevons que la courbe ^ es^ placée par rapport à la droite X", 
de la même manièrei|ue la courbe d est plaeén par la droite X^ et que par consé- 
quent la tangente 6' en «' à la courbe 1" (tese avec Taxe X' un angle égal 4 celui 
que fait la inngmte 9 en m à la courbe i avec la droite X. 

Cela fait , enroulais le plan T sur le cylindre A • la courbe plane i> se trai|s- 
formera en uneeowrbe d/ qui , tracée sur le i^liiMlre A , se projettera hori^ontalor 
ment suivant nn are du Mrde G. 

Imaginons maintenant que la couri[>e i tourne autour de l'axe Z , elle engen- 
drera «ne aurfaee de révolution £. 

Imaginons qu'une droite G se meuve , dans l'espace , parallèleoient au plan H 
et fm s^appttyant à la km et siff l'axe Z et sur la courbe à double courbure d/; 
cette droite G engenérera nnisoDoide ^. 

Les surfaces 2 et 4/ se couperont suivant une courbe ^ dont la projection ^ sur 
le plan fl sera une spirale d'Archimède ayant le point o pour pôk ou origine. 

Et en elbt : si je divtoe la dmite X en parties égales à partir du point m et par 
des points 4 , ft » 3, 4, etc« , et si je diviae «usai la droite X' en parties égales à parti r 
du point m', et par des poîttin i\ %\ 3fy i\ etC4 les divisions de X' étant égales entre 
elles et «nx dîviaiensde X , enrélefant par les points 1,2,3,4» etc. des verticales, 
elles eo«{ieroiit la «ourbe d en des points 9, , y,, y«, y^ , etc« , et les verticales menées 
par les points i", 2',3', 4", etc. coopèrent laoourbed'endespoinlfiy/,y/^y/, 9/>ete. 

Or, il est évident que les droites X et X^ étant considérées comme axe res- 
pectif des abscisses pour les courbes d et d^, les ordonnées des points y. et y/, 
y> ^t y/, etc. seront égales entre elles. 
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Par conséquent , en mettant en porojeclion sur le plan il , les cycles décrits 
par les divers points j^,» y.^ y,» etc. de la courbe d, et lés génératrices droites 
du conoide ^ passant respectivement parles points y/', y^\ yl\ etc. de la courbe 
à double courbure d/, et qui sont les transformés des points homolo^ed y/, 
y' y Hs'j ^^^' d^ Id courbe plane d^; les projections de ces cercles et de ces ^éU 
tes se couperont en des points qui appartiendront à la courbe ^^ laquelle 
se trouvera évidemment construite de la même manière que la spirale plane 
d'Archimè^e. 

On pourrait encore concevoir le plan H , Taxe Z , le plan M ^ la courbé 9 » son 
point m et la droite X , et le cylindre A passant par le point m , et mener au 
cylindre A un plan T tangent au point m , et tracer dans ce plan T et par le point 
m nne droite horizontale X' et une courbe f qui passant par le point m serait 
identique à la courbe i et placée , par rapport à la droite X'^ comme la courbe i 
Test par rapport à la droite X. 

Gela lait : concevons que le point m décrive sur le cylindre A une hélice 6 fai- 
sant avec le plan horizontal H un angle a. 

Nous tracerons dans le plan T et par le point m une droite X/ faisant avec X' 
un angle 0e, et par les divers points l\ 9fy 3', ij etc. de X', nous éièi^rons des 
verticales qui perceront la droite X/ en des points i/, 2/, 3/, 4/, etc. , et nous 
transformerons la courbe plane il (et dans le plan T) en une courbe il'y qui aura 
pour axe des abscisses la droite X/, pour origine le point m\ et dont les 
ordonnées seront verticalqjs et respectivement ^ales aux oréonnées de la 
courbe ^. 

On enroulera cette courbe 9" sur le cylindre A , et Ton aura une courbe à 
double courbure 3/'. 

En faisant mouvoir la courbe d sur rhélice 6, la droite X restant toii|ours 
horizontale en s'appuyant sur Taxe Z^ Ton engendrera une sorfiMe nm* 
pante 2,. 

En faisant mouvoir une droite G sur Taxe Z et la oouifae à double courbure 
i'\ et parallèlement au plan horizontal H, Ton engendrara un conMdetpk- 

Les deux surfaces 2, et 4ft se couperont suivant une courbe ^ dont In pnqoetion 
l^ sur le plan H sera évidemment une spirale d'Arohîmiède. 

Tout ce qui précède peut s'appliquer à la ooMirvetion delà iàmigenÊMe^ con- 
sidérée comme étant sur le plan H la projection de Fînterseetion d'un eoiMNide et 
d'une surface de révolution ou d'une surfaee rmnfionie. 



— la» ~ 



8 IV. 

Nonuelle cmMrucihn de la (angenie en un point de la spirale d'Archimède. 



Supposons une spirale d'Archimède complète , et dès lors composée de ses 
deux branches E et E" ayant au sommet o, la droite oh pour tangente {fig. 58 ). 

En considérant la droite D comme l'origine des angles ea, l'équation de cette 
courbe sera : 



Si l'on prend un point m sur la branche E , et que du point o comme centre 
et avec le rayon* vecteur . om pour rayoo on décrive un cercle venant couper la 
droite D au point p, on aura, en désignant l'arc mp par x et om par p: 

d'où 

Et en vertu de l'équation (1)» on aura : 

x=f (2) 

De sorte que si au point p on élève une perpendiculaire à la droite D et égale à l'arc 
rectifié put onaura le point ^ qui appartiendra à une parabole représentée par l'équa- 
tion (2) et ayant dès lors son sommet au point o, origine de la spirale, et étant rap- 
portée aux deux axes rectangulaires oD eiok{oD étant l'axe des p et oft Taxe des x ). 

Gela posé ; 

Si Ton voulait construire la tangente 6 au point m de la spirale, on construirait 
la tangente t au point q de la parabole , on transformerait cette tangente i en une 
spirale hyperbolique y ayant le point o pour point asymptote et cette courbe serait 
tangente en m à la spirale d' Archimède, et dès lors construisant la tangente en m à 
la spirale hyperbolique y, on aurait la tangente demandées: et cela aurait lieu en 
vertu du théorème que nous avons établi lorsque nous avons examiné les diverses 
propriétés géométriques dont jouissait la spirale hyperbolique. 

Si l'on distingue deux branches sur la parabole , l'une oP et l'autre oV\ ces deux 
branches étant considérées comme se réunissant au sommet o , on voit de suite 
que la branche P sera la transformée de la branche E de la spirale, et que la 
branche P^ sera là transformée de la seconde branche E' de la même spirale. 
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Simplificalûm doni la comtrucHon précédente est sueeepUble, 

Considérons {fig. 69) une branche E de la spirale d' Ardiimëde ; supposons 
que son origine soit au point o^ et que sa tangente en o soit la droite oD, et 
supposons que les angles o) seront comptés dans la direction indiquée par la 
flèche y et à partir de la droite D. 

Cette droite D coupera une demi-révolution de la spirale E en deux points 
o et ni. 

Si Ton veut compter les angles à partir de D , mais dans le sens de la flèche y\ 
il faudra dans l'équation : 

remplacer ^ par ( ir — a>' ) . 

Et l'équation de la spirale E sera dès lors : 



p=:a(ir — 0)') 



(3) 



Cette équation pour. . . . 
pour, 



• • • • 



ou , en d'autres termes , pour 
pour 



(ù=o donnera 
a)'=7c donnera 

cé)'=o on trouve 
ût)'=w on trouve 



psrsarr 
p = o 

le point m 
le point 



Transformant maintenant la spirale ainsi que nous l'avons fait ci dessus , on 
aura pour l'équation de la transformée : 



x=^—^ — it. 
a 



(4) 



Cette équation (4) est celle d'une parabole qui passe par l'origine o et par le 
point m Ç^); et qui a pour axe des p la droite D, et pour axe des x une per- 



(*) C'est en 1S17, lorsque j*étais sons-lieutenant d'artfflerie a l'école d'appUeafion de Mets , tfve j*aî 
Crowé eette transformation reaasvqpuMe de la spirale d^AreUnéde. 

AsiPÊBB , alors inspecteur général de l\iniTersité , étant renu à Mets , je loi fis part de mes résul- 
tats ; aussitôt il me dit que cette propriété lui était connue , mais qu'il ne pouvait me dire dans quel 
ourrage il Payait lue ; mais que très-eertainement pour lui elle n'était pas nouvelle. 

Et longtemps après cette époque , AmpI^ab n'a jamais pu retrouver daas sa ittteoiM lenem de Pan- 
têur qui le firemiar avait domé cette transformation* 

Maïs , moB aucun doute, avant 1817 cette transformation était connue , puisque Ampèrb me l'a dit ; 
on connaît l'immense mémoire dont ce savant était doué. Le nom de Vauteury il est vrai, était oublié , 
mais Peustence de la propriété géamétrifue était restée dans sa mémoire. 
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ptodîculaire i fe droite D; at qui a le poÎAt pour origine de tes coordonnées» 
puisque réquatien (4) eet stlisfeiite par xsss et p »: 0. 

La parabole et la spirale jouissent, pour le point m, d'une propriété remar- 
quable : ^kê Mont êmgenieê Pune à l'mOre en ce pmni m. 

En effet : 

Si , sur le itiilieu i de la droUe ont , on mène la droite i^ perpendic«tbire à om, 
cette droite Itf sera Taxe iji6ni de la parabole. 

Si donc, on prend tqz=^.nly en joignant les points 9 et m on aura la tan* 
gente en m à la parabole : (puisque la sou»*langettte est double de l'abscisse 
dans la parabole). 

Si, au point m on mène la normale à la parabole, Ir sera la sous-normale. 

Calculons cette sousHMHrroale; on a : 

ri . lqz=ilm (5) 

Or: 

Itn = { . om s=! ^ . p t=2 ^ . flTT 
et 

L'équation (5) donnera donc : 

Mais en menant ap perpendiculaire sur om , on aura : 



op=j2./r 
puisque 

Itn = ^ . om 

On aura donc : ap^=a. 

Or, pour la spirale^ la sous-normale est égale à a en vertu de l'équation de 
cette courbe, qui est : pc=a(7r — a>'). 

La droite pm est donc normale à la spirale, la droite rrnf est donc tangente à 
cette même spirale. 

Si maintenant, au lieu de prendre la droite oD pour origine des angles o)\ on 
prenait la droite D', l'équation de la spinile serait alors : 

p = a(B — w'). 

Et Ton voit que, si Ton transformait la spirale sur le rayon vecteur ont', 
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camme on l'a fait pour le rayon vecteur am ; il fSiudrail , dans tous im cateuh 
précédents, remplacer tt par B, et dès lors on arriverait au même résultat , sa- 
voir : que la parabole ( ayant pour origine le point o, pour axe des p la droite D" 
et pour axe des x une perpendiculaire i D' menée par \e point o) passerait par 
le point m et aurait en ce point m même tangente avec la spirale. 

Par conséquent, la construction de la tangente en un point m' d'une spirale 
E, dont Téquation n'est point connue (cette spirale élant donnée par son tracé), 
sera la suivante. 

De l'origine o, comme centre et avec un rayon ot é^l à la moitié du rayon 
vecteur om', on décrira un cercle coupant la courbe E au point b. 

On mènera par le point l' une perpendiculaire à om\ et on portera sur cetle 
perpendiculaire une droite tq' égale au double de l'arc rectifié tb. 

En joignant les points / et m, on aura la tangente demandée. 



§ V. 

Du lieu géométrique des foffers des seciUms eUipiiques d'un comide draii 

ott oblique. 

Concevons les deux plans de projection, horizontal H et vertical V. 

Traçons dans le plan Y un cercle C ayani le point o pour centre. 

Menons une droite Z perpendiculaire au plan H. 

Concevons par le centre o un plan horizontal M, et par la droite Z un plan N 
parallèle au plan V. 

Le cercle G pourra occuper sur le plan V deux positions spéciales par rap- 
port à la droite Z; ainsi , élevant par le centre o une droite Y perpendiculaire 
au plan Y, cette droite Y pourra s'appuyer sur la droite Z ou ne pas la ren- 
contrer. 

En faisant mouvoir une droite G parallèlement au plan H , et s'appuyant pen- 
dant son mouvement sur la droite Z et sur le cercle C, on engendre la surface 
gauche 1 , connue des géomètres sous le nom de conoide. 

Ce conoide sera dit droite si la droite Y coupe la droite Z. 

Ce conoide sera dit oblique ^ si la droite Y ne coupe pas la droite Z. 

Cela posé : 

On sait, par ce qui a été démontré. précédemment, que si l'on conçoit un 
plan vertical Y' parallèle au plan Y et tel que les deux plans Y et Y' soient 
également distants de la droite Z , ce plan Y' coupera le conoide 1 suivant un 
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cercle C" de m6me rayon que ie cercle C , et que cela aura lîeo que le coiunde aoil 
droit ou oblique. 

L'on sait aussi, que tout plan P parallèle au plan V coupe le conoïde suivant 
une ellipse dont le grand axe est parallèle à la droite Z^si le plan P est situé entre 
les plans Y et V"; et suivant une ellipse dont le grand axe est parallèle à la droite I 
intersection des plans de projection H et Y, si le plan P est situé au delà du plan Y 
ou du plan Y', par rapport à la droite Z. 

Gela posé : 

11 est évident que : l*" désignant par E, E', E'\ etc. les ellipses sections du 
conoide par les plans P situés entre les plans Y et Y', le lieu de leurs foyers 
sera une courbe plane a > située dans le plan A lequel passe par la droite Z et le 
centre o ; et cela aura lieu que le cbnoîde soit droii ou oblique. 

2* Désignant par E,, E,\ E!\ etc. les ellipses sections du conoïde, par les 
plans P situés au delà des plans Y et Y^; le lieu des foyers de ces courbes sera 

« 

une courbe plane 6, située dans un plan B, qui passant par le centre o du cer- 
cle C, sera parallèle au plan horizontal H; et cela aura lieu que le cono!desoit 
droit ou oblique. 

On voit donc de suite , que la courbe « située dans le plan A sera une courbe 
fermée , et que la courbe 6 située dans le plan B sera une courbe composée de 

deux branches infinies. 

« 

l"* La courbe a est une ellipse. 

Et en effet : 

Désignons par t le point en lequel la droite Z est coupée par le plan B, et 
par G et G' les deux génératrices droites suivant lesquelles le conoide 2 est coupé 
par le plan B. 

Menons un plan P' parallèle au plan Y et compris entre les plans Y et Y', ce 
plan P' coupera la droite ot qui unit le point t avec le centre o du cercle C , en 
un point p et la droite G en un point g\ 

Ce plan P" coupera le conoide 2 suivant une ellipse E' qui aura pour demi petit 
axe la droite p'g\ et dont le demi grand axe sera parallèle à la droite Z (c'est à dire 
vertical ) et égal au rayon R du cercle G. 

Le foyer /' de l'ellipse E' aura donc pour hauteur au-dessus du plan horizon- 
tal H, une droite pf qui sera telle que l'on aura : 



P/=:R*-PV (1) 

Désignons par jul l'angle que la droite G fait avec la droite oi; par X l'angle que 
la droite G fait avec la droite, ^y. 

18 
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Oa aura dana ie tnanffle tpV , 

fg : siOfA :: tp': sinX. 
D'où Ton lire : 

Portant la valeur p^' (2) dans l'équation (i), on aura: 



^'^ ' ^ sin A 

Désignant dans le plan ( Z , o) ou A de la courbe a , p/ par y et tp par a: , on 
aura: 

Celte équation (3) est celle d'une ellipse rapportée aux axes rectangulaires oî 
et Z , le point t étant l'origine des coordonnées et en même temps le centre de la 
courbe. Dans le cas que nous venons d'examiner « le conoîde 2 est obl^pte. 

Si les angles fx et A sont complémentaif es^ alors la droite p'g' eu perpendiculaire 
sur la droite oi , alors le conoide est droU , et l'ellipse a a pour équalioo 

^•-l-a?'.tang> = R' (4) 

Amsi , que le conoide soit droit ou oblique y la courbe « est toujoora une eilîpse 
ayant le point i pour centre et ses axes dirigea suivaal les droites rectangulaires 
entre elles Z et oL 

L'axe dirigé suivant Z est égal & 2R ou au diamètre du oerde G ; l'axe dirigé 
suivant oi est égal à la droite oo\ c'est«à-dtre à la distance des centres des deux 
cercles G et G' situés dans les plans V et Y^ 
V La courbe $ e$i une hyperbole. 

Et en effet , désignons par î te point en lequel la droite Z est coupée par le 
plan B , par G et G^ les deux génératrices droites suivant lesquelles le conoide 1 
est covpé par ce même plan B. 

Menons un plan V^' parallèle au plan V et situé au delà du plan V ou du 
plan V, ce plan P^' coupera la droite oi qui unit le point t avec le centre o du 
cercle G en un point j/' et la droite G en un point g". 

Ge plan P'' coupera le conoîde 2 suivant une ellipse E'^ qui aura pour demi 
grand axe la droite g^Y^ ^^ <^^ ^ ^^™' P^^ ^^^ ^^^ parallèle à la droite Z 
et égal au rayon R du cercle G. 
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Concevons Tarète culminante du conoide I , par rapport au pian horizontal 
H ; cette arête, désignée par K, sera la génératrice de contact du conoïde 1 et 
d'un plan tangent à ce conoïde, mené parallèlement au plan B. 

Cette droite K sera dans le plan A qui passe par la droite Z et le centre o du 
cercle C. 

La distance de cette droite K à la droite ot, sera égale au rayon R du cer- 
cle C. 

Et le plan P^' coupera la droite K en un point q",, on aura donc : q"p" = R. 

Cela posé : 

Si du point q\ comme centre et avec un rayon égal à p'^', nous décrivons 
dans le plan P'' un cercle d, ce cercle d coupera la droite p''g" en un point/' qui 
sera Tun des foyers de Tellipse E'\ 

Et Ton aura : 

qf'=h'+fy' (S) 

Désignons par [i l'angle que I9 droite G fait avec la droite ai; par X l'angle que 
la droite G fait avec la droite g^p'-j 

On aura dans le triangle tpV; 

j7y' : s\n fi iiip" : sinX 
D'où Ton tire : 

P9 ='p-s"hrx (^) 



Portant la valeur p'Y (6) dans l'équation (5) et remarquant que p'g" x=i€['f\ 
on aura : 

Et désignant dans le plan B, ip" par x et/V par y , 
On aura : 

-••(s)-»-=«- « 

Cette équation (8) est celle d'une hyperbole rapportée aux axes obliques ot et 
\b y en désignant par W la droite menée par le point i et dans le plan B et parallè* 
lement à la droite pV'. 

Le point t sera l'origine des coordonnées et sera en même temps le centre de 
l'hyperbole. 
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Si les angles fx et X sont complémentaires^ alors on a : 

a:'.tang>— y'=R" (9) 

£t dans ce cas y l'hyperbole 6 est rapportée aux aies rectangulaires ot et ib. 

Il est facile de reconnallre que dans les deux cas, les droites G et G' sont les 
asymptotes de Thyperbole 6. 

Dans le cas du conoîde oblique^ on a pour équation de T hyperbole 6 Téqua- 
tion (8). 

Dans le cas du conoide draU , on a pour l'équation de l'hyperbole S l'équa- 
tion (9). 

Dans le 1*' cas : les demi-diamètres conjugués de l'hyperbole 6» sont dirigés 
suivant les droites ou axes obliques oî et ifr et ont pour valeur^ savoir : R pour 

l'axe non-transverse dirigé suivant t6^ et /^R.^!^j pour Taxe transverse dirigé 

suivant ot; et les points en lesquels l'hyperl^ole çst coupée par le diamètre trans- 
verse, ne sont autres que les centres o et o' des cercles G et G' situés dans les 
plans V et V. 

Dans le 2* cas : les axes de l'hyperbole 6, sont dirigés suivant les droites ou 
axes rectangulaires ci et ib et ont pour valeur , savoir : 2R pour l'axe non- 

transverse dirigé suivant t6, et ~^^'POur l'axe transverse dirigé suivant ai; et 

les sommets de l'hyperbole ne sont autres que les centres o et o' des cercles G 
et G' situés dans les plans V et Y". 

Ncui>eaii^ con&(de elliptique. 

En vertu de ce qui précède, on voit que si l'on a un plan horizontal A; si 
par un point t de ce plan A on mène une droite G, faisant avec ce plan A un 
angle /, et qu'on la projette orthogonalement sur le plan A suivant une droite 
G^; si par le point t on mène dans le plan A une droite Z perpendiculaire à G*; si 
par cette droite Z on mène un plan X, faisant avec la droite G un angle X"; on pourra 
faire mouvoir parallèlement au plan X, une droite d'une longueur constante R , 
et de telle manière que l'une de ses extrémités r parcourant la droite G , son autre 
extrémité / s'appuie sur le plan A. 

On engendrera ainsi , un conoîde 9 qui jouira de la propriété d'être coupé par 
le plan A suivant une ellipse E, ayant le point t pour centre et ses axes dirigés sui- 
vant les droites G^ et Z. 
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Le denii**ax6 dirigé suivant Z sera égal à R, et le dem-iaxe dirigé suivant G^ sera 
égal à : R -; — >. 

L'angle X' pourra être droit, alors la droite mobile R fera constamment un angle 
droit avec la droite G, tandis que, lorsque l'angle X' est aigu, la droite R fait en 
chacune de ses positions dans l'espace un angle difféitent avec la droite G. 

Dans le cas où Tangle X est droit, le demi-axe de l'ellipse E dirigé suivant la 

droite G* aura pour valeur -: — ,. 

Et Ton voit de suite que la réciproque est vraie , savoir : 

Que se donnant : l"" sur un plan A une ellipse E ayant son centre en un point i 
et ses axes égaux à 2R et 2L( l'axe 2R coupant l'ellipse E en les deux points r et r, 
et l'axe 2L coupant l'ellipse E en les deux points /et t, en sorte que les quatre 
points r, /, / et /' seront les quatre sommetsde l'ellipse E), et 2'' une droite G pas- 
sant par le point t et située dans le plan U, lequel s^a mené par Taxe 2L , et 
dès lors perpendiculairement au plan À , et 3^ un plan X passant par l'axe 2R ; si 
l'on fait mouvoir une droite K parallèlement au plan X et s'appuyant pendant son 
mouvement sur la droite G et sur l'ellipse E , chaque génératrice K aura sa partie 
interceptée par la droite G et le plan k égal à R^ si toutefois le plan X et la droite 
G sont dirigés dans l'espace de manière à satisfaire aux conditions ci-après : 

Du point / comme centre, et avec un rayon égal à R, décrivons dans le plan U 
un cercle D , la droite G devra couper ou au moins toucher ce cercle D. 

La droite G coupant le cercle D en deux points d et cf , le plan X passant par 
l'axe 2R devra être parallèle à l'une ou à l'autre des droites dl ou (ft. 

Et en désignant par X le plan parallèle à la droite dlet par X' le plan parallèle 
à la droite d^/, on voit que la réciproque est vraie, en vertu de la proposition directe 
énoncée précédemment; car en vertu de la proposition directe, on sait qu'en 
faisant mouvoir une droite d'une longueur constante R parallèlement au plan X 
ou au plan X', l'une de ses extrémités parcourant la droite G, et son autre extré- 
mité s'appuyant sur le plan A, le conoîde 9 (ainsi engendré) sera coupé par le 
plan A suivant une ellipse E' ayant le point t pour centre et ses axes ^aux à 2R 
el2L. 

La proposition réciproque nous démontre que tant que la droite G coupera le 
cercle D , il existera deux conoîdes du système ^ (ayant une directrice ^voit^ G) 
s'entrecoupant suivant la même ellipse E et ayant pour plan directeur^ l'un le 
plan X et l'autre le plan X'. 

Et que si la droite G est tangente au cercle D, alors il n'existera qu'un seul 
conoîde <f ; mais alors les deux plans X et X' se confondent en un seul plan qui est 



. Gela po^é : 

Nous pouvons toujours concevoir que le plan H soit choisi de telle ipanière 
qu'il coupe la courbe G en un point m. 

Dès lors, désignant par G la génératrice qui passe par le point m , cette géné- 
ratrice sera dans le plan H et les points p et r de la courbe G' se confondront 
avec le point m, et les points qei l de la courbe E se confondront en un poini 
n qui sera sur la courbe E , et qui sera celui en lequel cette courbe E coupe la 
génératrice droite G. 

Gela posé : 

Menons par la droite I un plan quelconque H", et décrivons dans ce plan et du 
point m comme centre et avec un rayon égal à b divisions 9' de la droite J (six 
divisions , par exemple ) , un cercle d ; ensuite d'un point y situé sur la droite I et 
correspondant à b divisions pp' de cette droite I ( le même nombre de divisions 
que ci-dessus, et ainsi six divisions, par exemple), menons une tangente T au cercle i 
et touchant ce cercle en un point 1. 

Il est évident que la droite mt sera égale à b divisions qq\ et que si par les 

points p, p'y p'', de I, on mène des parallèles à la droite T, ces droites 

diviseront la droite mt en divisions égales ^ntre elles et à Tune des divisions 

Enfin , si l'on regarde la courbe G comme directrice d'un cylindre dont les 
génératrices sont parallèles à la droite T, ce cylindre sera coupé par le plan Y , 
mené par la droite mi parallèlement à la droite Z suivant une courbe E, qui sera 
superposable avec la courbe E, puisque ces deux courbes auront même ordonnée 
pour une même abscisse [ayant soin de prendre pour origine des abscisses ( comp- 
tées sur mt)j le point m pour la courbe E, et pour origine des abscisses ( comptées 
sur J ) , le point n pour la courbe E ]. 

Il est évident que les conoîdes du système 9 jouissent de la même propriété , 
savoir : que si on coupe un de ces conoîdes par des plans parallèles entre eux 
et à la directrice droite Z, deux quelconques des sections planes obtenues pour- 
ront toujours être placées dans l'espace de telle manière, qu'en leurs nouvelles 
positions, on puisse les envelopper par un cylindre. 

De ce qui précède, on peut conclure le Théorème suivant : 

TotUe surface gauche engendrée par une droite G se mouvant parallèlement à un plan 
H en s*appuyant sur une droite Z et sur une courbe arbitraire à simple eu à double 
courbure G , est coupée par deux plans X et X' parallèles entre eux et à la directrice 
droite Z, suivant deux, courbes E et E' telles que si par ta droite I intersection du plan 
directeur H et du plan sécant \, on mène une suite de plans P, P,, P., P, et par 
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ta courte Ë tme smie de cylhtdres A, A., A,, A, j ayant leurs génératrkeê 

respecHvemeni pamllèUB aux ptms P, P., P, » P, On pourra toujours mener par 

une droite Z, parallèle à la droite Z et située dans le plan X , une suite de plans R > R. , 

R,, R3 V- tels qu'Us coupent respectivement les cylindres A 9 A,, A.^ As» suivanides 

courbes D, D., D^ D,, .. . . toutes identiques ou superposables entre elles et à la section E^ 

Mais cet énoocé a besoin d'èire complété en ce qui concerne les cylindres A, 
A„ A.) • • • • car on ne pourra mener qu'un seul cylindre parallèle à l'un qudteonque 
des plans P, P„ P.v* Et en effet : imaginons deux plans quelconques Y et Y- 
passant par la directrice droite Z et coupant la droite 1 intersection du plan direc- 
teur H et du plan X en les points a et 6 et coupant la droite ï intersection des 
plans H et X' en les points a' et b\ 

Sur abj comme hypoténuse^ on construira un triangle rectangle dont Fun des 
côtés de l'angle droit sera égal i ab'] on aura ainsi un triangle a6m. 

En faisant tourner ce triangle autour de ab comme axe, le sommet m de Tangle 
droit décrira un cercle | dont le plan sera perpendiculaire à la droite 06' et dcmt 
le centre sera situé sur cette même droite ab. 

On concevra deux cônes de révolution ayant 06 pour axe commun et le cercle i 
pour base commune, l'un de ces cônes A aura le point a pour sommet, et l'autre 
B aura le point b pour sommet. 

Cela posé : 

Le plan P coupera le cône A suivant une droite K et le cône B suivant une 
droite L , les génératrices du cylindre A seront parallèles à la drmte K, et le plan 
R sera parallèle à la droite L. 

Et l'on doit observer que cette construction est bien celle que nous avons 
employée ci-dessus , lorsque nous avons transformé le conoide général du genre 1 
en un cylindre. 

Parmi lesconoîdes du genre 2, nous devons fisiire remarquer le conoide parti- 
culier 2. engendrée de la manière suivante : 

Concevons : l"" deux plans Y et H se coupant suivant une droite 1, et fiiisant entre 
eux un angle aigu a; 2* une droite Z parallèle aux plans Y, et dirigée dans l'espace 
de manière à faire un angle droit avec la droite I, sans couper cette droite et 
perçant le plan H au pc^nt h. 

D'un point a situé sur la droite I, décrivons dans le plan Y un cercle C d'un 
rayon arbitraire R. 

Cela posé : 

Imaginons une droite G se mouvant parallèlement au plan H en s'appuyant 
sur la droite Z et sur le cercle C ; on obtiendra un conoide 2,. 

H pourra. arriver deux cas : l"" la droite oh pourra être perpendiculaire à la 

19 
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droite I » et dans ce eae te flan H sera perpeodieiriaîre au plan (Z^ o), ei 3* la 
droite ek pourra être eJbUque i la droite I, et daa» ee cas le plan H sera oblique 
par rapport au plan {Z^ o). 

Nous désignerons par 2/ le piremier conoide et par X' lesecond eonoïde. 

Cela posé: 

Nous 8aii:ons, d'après ee qui a été dit cinlessQs, que si Ton nràne deux pUns 
parallèles entre eux ei à la directrke droite Z , les deux sections seront des 
seciions cfflindriques. 

Par conséquent , tout plan X par»lléie au plai^ V coupera les conoides 2/ et I," 
suivant des ellipses dont les centres seront situés sur la droite «fcet dont les axes 
seront respectivement parallèles aux droites I et Z (qui sont rectangulaires ^Eitre 
elles)* Le demî*axe parallèle à Z sera constant et sera pouf dmpie ellipse de 
section égal à R ou au rayon du cercle C. 

Le lieu des foyers de ces elUpses de section sera aoit pour le ooooide 2/^ soit 
pour le conoide 2/' : i* une ellipse e unissant tous les foyers des sections faîtes 
par des plans X compris entre les plans V et V (le plan V parallèle au plan Y, 
étant distant de la droite Z » ainsi que le plan V l'est de cette même droite Z ; ou , 
en d'autres termes , le phn Y' eoupant soit le conoide 2,\ soit le conoide 2j' sui- 
vant un cercle C du rayon R et dont le centre o' sera situé sur la droite oA , et de 
telle sorte que l'on a : oh=so'h ). 

2^ Une hyperbole 0., unissant tottales foyers des sections eUif^tiquos données 
par les^ plans X situés au delà des plans Y et Y'. 

L'ellipse e sera située dans le plan ( Z , 0) ; 

L'hyperbole #. sera située dans le plan H. 

Cela posé : 

i** Il est évident que l'hyperbole e, aura son centre ^u point h et son axetransr 
veose ditigé suivant m\ et son axe non-transverse dirigé paraUèleœent à la droite 
I , lorsque Ton aura pris le conoide 1,'. 

a*" Il est éirident «pie l'bypeffbole e, aura son eentre au point b et l'un de ses 
diamètres dirigé suivant (»\ et son tfûitnàtite conjugué dirigé parâllèleMent à la 
droite I , loarsque l'on aura pris le conoide 2/'. 

Les conoides 2/ et 2/' nous conduisent donc commalea.QQn(lldescNiieto&/fF- 
que (ceux pour lesqnelsi les plans Y et H sont teotanguhires entre eux) , i des 
hyperboles construites , l'une sur ses axes et l'autre sur un système de diamètMs 
conjugués. 

AiMÎ^ les «oneiées 2/ et 2.'V en ce q|ui concerne l' hyperbole e^^ ne nous ap- 
prennent rien de nquveai»; mais si nous examinons l'ellipse. e, nous «rriiverons 
à des résultats nouveaux* 



El en effet : 

Les coDOÎde» droit et oblique, ceux pour lesquels les plans V et H éMtedt 
rectangtihires entre eut , nous dMiftaient pour le lieu des foyerfc de leur^ sections 
elliptiques, une elUpse rapportée à ses axes, tandis que les conoîdes 2/ et S.'' 
fpour lesquels tes plans V el H ^ coupent sous un angle âigâ ùl) tkom donnent 
pour le lieu des foyers de leurs sections elliptiques , une ellipM rapportée à ses 
diamètres conjugués, dirigés Tun suivant Z et l'autre suivant oo\ 

Ceci nous conduit donc encons à un second nouveau conoîde elliptique, et en- 
gendré de la manière suivante (lorsque nous cobsidérotis l'ellipse 6^ c6Mmé étaht 
le (ieu des foyers êés seoiioas elliptiques du tonolde if). 



Consirueli»n d'un êncênd fiMveem cDiMldé 4Uifiiqft$. 

Étant donnés un plan A et un point l sur ce plan , menons par ce point i et 
dans le plan A , deux droites M et M' comprenant enlre elles un angle aigu $. - 

Portons sur M , à partir du point i, une longueur bn , nous aurons le point m. 

PocM>nB sur M'^ à partir du poiM t , une longueur im% Aoud aurons le point m'. 

Construisons sur im et im comme deminSiamèlires conjugués une èllipM e, 
ayant le point i pour centre. 

Menons par la droite M un plan H perpendiculaire au pian A ; traçons dans 
ce plan H, du point m comme eèïitre et avec im' comme rayon , un cerclé d\ 

Menons du point i, une di^oke G siituée dans le plan H et coupant le cercle a 
en deux points 9 et 9'; 

Si Ton fait mouvoir sur la droite O et TelHpse e une droite d'une longueur 
constante tm', cette droite pourra engendrer deux conoides l'un 9., l'autre (p.; le 
premier ayant pour plan directeur un plan U, passant par la droite M^ et 
mené parallèlement au rayon mg, et le second ayant pour plan directeur un plan 
U', passant par la même droite M' et mené parallèlement au rayon mg'. 

Nous ret0«iM>n$ donc sur ce qui existait dans le cas où l'on avait pour direc- 
trice ceufbe du tonolde ^ une ellipse tracée sur ses axes. 

Mais si Mw eonsidéretts l'elUpse a cèflune le li«i des foyers deé sections 
elliptîqiiea du eonoide 2^'', nous devomnous rapfwie^ que le plah H n'était plus 
perpendiculaire au plan (Z , o); dès lors ^ le nouteiu eonoide elliptique devra être 
engendré de la manière rnivanle. / 

' Étant donné un pbn A eé im point i sur oe plan , menons par ce point i et dans 
le plan A , deux droites M et M', comprenant entre elles uti angle aigu 6. 



Portons sur M et à partir du point t une longueur im , nous aurons le 
point m. « 

Portons sur M' et à partir du point t une longueur im\ nous aurons le 
point m". 

Construisons sur tm et im, comme demi-diamètres conjugués ,. une ellipse e 
ayant le point t pour centre. 

Ge^a posé : 

Menons par le point m et dans le plan A une droite W parallèle à U\ et par 
le point m un plan Q perpendiculaire à M'" ; puis ensuite décrivons du point m 
comme centre et avec un rayon égial à tm' et dans le plan Q ^ un cercle d ; enfin , 
imaginons le cône F, apnt le cercle 3 pour base ou directrice et pour sommet 
le point t. 

Puis» encore, menons par la droite M un plan arbitraire P; ce plan P coupera 
le cône F suivant une génératrice G, et le cercle d en un point 9 , et le plan Q 
suivant une droite mg ; enfin , menons par la droite M' un plan U parallèle au 
rayon mg. 

Cela fait: 

Si l'on fait mouvoir une droite K paraltèlement au plan U et s'appuyant à la 
fois sur la droite directrice G et sur l'ellipse directrices, on engencbera un co- 
noide <f qui jouira de la propriété suivante , savoir : 

Que les parties des génératrices droites K interceptées entre les directrices G 
et e seront égales entre elles et au demi-diamètre bn de Tellipse e. 

En y réfléchissant , on voit que ce que nous avons démontré dans ce § V, 
noua permettrait de construire un compas apte à trao^ des ellipses non-seule- 
ment sur leurs axes, mais aussi sur leurs diamètres conjugués, et qui pourrait 
encore tracer des hyperboles non-seulement sur leurs axes , mais aussi sur leurs 
diamètres conjugués. 

s VI. 

m 

Les conoides qui ont i** pour directrices une droite £ et une ellipse E, la 
droite Z passant par le centre de l'ellipse E, et ayant un plan directeur Û pas- 
sant par le point o, comme les conoides ^ ; ou S*" un cône directeur A et de 
révolution ayant la droite Z pour axe, comme les conoides x; ces conoides f et 
Xi dont il a été parlé dans le § V précédent , jouissant de la propriété ranar- 
quable, savoir : que la partie de leurs génératrices droites interceptée entre les 
directrices Z et £ est constante; ces conoides, dis*je, jouissent encore d'une 
propriété assez singulière et qui est la suivante. 
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I. Si, pour les conoîdes ep , on trace sur le plan directeur U une suite de cer- 
cles concentriques D, D", D'', ayant tous pour centre commun le point o; 

les cylindres K, K', JL'\ qui auront respectivement pour bases les cercles 

D, D^ D'^ et qui auront leurs génératrices droites parallèles à la droite Z, 

couperont le conoide cp suivant des ellipses, dont les plans passeront tous par le 
demi-axe ou le demi-diamètre de Tellipse E par lequel passe le plan directeur U. 

II. Si^ pour les conoides x» on imagine une suite dé cylindres de révolu- 
tion y ayant tous la droite Z pour axe commun; ces cylindres couperont le conoide 
X suivant des ellipses. 

Démontrons d'abord la propriété énoncée pour les conoides 9. 

I. SedUm» ellipti^uei de$ condides du genre 7. 

Soit l'ellipse e (fig. 60), ayant pour demi-axes ou demi-diamètres conjugués. 
im et hn\ et le point t pour centre. 

Soit 6 la directrice droite du conoide <p et e sa directrice courbe. 

Le plan (M, G) fera avec le plan de l'ellipse e un angle droit ou aigu. 

La droite m^, située dans le plan (M , G) et qui sera une génératrice droite du 
conoide 9, sera égale en longueur à R. 

Menons par la droite M' un plan P, ayant pour trace sur le plan (M, G) 
la droite iy^. 

Menons un plan X parallèle au plan directeur U , lequel passant par la droite 
M^ est parallèle à la droite mg \ ce plan X coupera : 1* le plan de l'elKpse e suivant 
la droite op ; 2"* le plan (M , G) suivant la droite qp parallèle à m^ ; et S"" le conoide 
9 suivant la droite qa^ dont la longueur sera égale à R ; et 4** le plan P suivant la 
droite a^. 

Or , ip et pa étant les coordonnées rectangulaires ou obliques du point a de 
l'ellipse e, (suivant que tm et im seront les demi-axes ou les demi-diamètres 
conjugués de l'ellipse e ); ^' et pV seront les coordonnées rectangulaires ou obli- 
ques du point a' de la section e' du conoide cp par le plan P. 

Gdaposé: 

L'équation de Tellipse e sera : 

? + F- - * ^*^ 

Or, les deux triangles semblables qapei qaY donnent ; 

ap : ay >: pg » qp'- 
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DésigOMt ap par x et aj/ par x, , on aura : 

X pq -, 

Car le rapport ^ sera constant , quel que soit le point a que l'on considère 
sur la section e\ 
Dans le triangle ipp', on aura aussi : 



Ou 



^ s= constante -aC, 



Par conséquent, Téquation (1) se transformera en l'équation 

Celte équation (2) sera celle de la section ^ ; 

Cette équation (2) est celle d'une ellipse , donc la courbe e' est une ellipse, 

Mais comme le rapport^ est constant, quel que soit le point à considérer sur 

la oouri)e e\ Ton aura aussi le rapport ~ constant; eteomme qa est toujours égal 

à R ou à ^ , on aura aussi qa' constant et égal à gg', c'est-à-dire à la partie de 
la droite gm interceptée entre la droite G et la trace iy, du plan sécant P. 

Par conséquent, les droites gg', fa',.etc. se projetteront sur le plan directeur U 

du conoide ^ suivant un cercle ayant le point t pour centre et son rayon égal à gg'- 

On pourrait démontrer cette propriété immédiatement et sans employer l'é* 

quation de l'ellipse e. Et en efiPet , en vertu de ce que Ton a : ^ = constante , on 

a aussi : ^ = constante ; et comme on a qa =gfn :^ R , et ceia quelle que soit la 

position du point a sur l'ellipse e, on aura ça' ===9j/'= constante. 

Par conséquent, le plan P coupe le conoïde 9 suivant une courbe e telle que 
si l'on fait mouvoir sur la droite G et sur cette courbe e\ et parallèlement au 
plan directeur U, une droite K, les parties de cette droite K interceptées ( en 
ses diverses positions) entre les directrices G et e' seront constantes , seront égales 



~ 154 — 

eatire «Iles. La comice e' est donc, en vertu de ce qui a été dit sur le& ôofioîdes 9 , 
§ V» «B6 ellîpM tracée dans le plan P, ayant le point t pour ceAtre et ayant ses 
demi-4aea<ni deminliainëtres eonjagués dirigés suivant i^ et im" ; le demi^-axeou 

demi-diamètre dirigé suivant ^ étant égal à t^ et le demi-axe ou demi-diamètre 

dirigé suivant mi étant égal à im'=^gg\ 

II. SecéUmn tlUftiqym de$ conQïdês du gemrêX' 

Concevons un cylindre A de réfolution, ayant pour axe la droite A (fig. 61), 
et coupé par un plan parpendicalaire à cet axe A , suivant un cercle G projeté 
en cb et ayant son rayon égal à R. 

Menons on plan peqpendienlaire au plan méridien X , et coupant te cylindre A 
suivant une ellipse E projetée sur le plan X , suivant la droite ab. 

knaginoBaun cône droit B, ayant le cercle G (projeté en cb) pour base et pour 
sommet le point 9 sîtvé sur Taxe A . 

Imaginons la sur&ce réglée x ongendfée par une droite s'appuyant sur Taxe A, 
l'ellipse E et se mouvant parallèlement an cône B. 

Cette surface gancke xnra dans le plan X deux génératrices , savoir : sb et sfi ; 
sb étant la génératrice du cône B , et s fi étant paralfèlc à la génératrice se de ce 
côneB. 

Oa aura donc m, =s eu, et en désignant le grand axe ab de l'ellipse E par M , 
et son petit axe par ^R (se rappelant que R est la longueur du rayon du cercle G ) 
on aura ca'=M' + 4R' . 

Coupons le cône & par un plam U parallèle an plan du cercle G ; ce plan U 
coupera le oône B suiimvt on cercle C^ projeté sur le plan X suivant la droite 
c'6' paraUèle à c6. 

Et le cylindre de révolution A' qui a<*ra le cerele G' pour section droite, 
coupera les géoératriees êb et êfi de la aurfiaice x ^n les points b' et a> et Ton 



aura c'a' = ca. 



Or , si Ton conçoit Tellipse E' ( projetée suivant ub' sur le plan X ) et ayant pour 
grand axe aV , et pour petit axe le diamètre c'b' du c^cle G'; cette ellipse E' sera 
évidemment une section du cylindre A'. 

Maintenant , si Ton engendre une surface réglée / par une droite s'appoyant 
sur Taxe A et sur l'ellipse E\ et se mouvant parallèlement an cône B ; je dis 
que les deux surfaces x ^^ X ^^ ^^^^ ^^ réalité qu'une seule et même sur&ce, 
et en effet : les génératrices de la surface x font avec l'axe A un angle constant et 
qui est égal à celui que les génératrices de la surface x ^^nt avec ce même axe 
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A, c'est-à-dire égal à Tangie y que la génératrice du cône B fidt avec l'axe de ré- 
volution de ce cône; ou, en d'autres termes, égal au demi-angle au sommet de ce 
cône B. Si donc je mène un plan méridien X' caupaut Tellipse E en un pointa: et 
l'ellipse E' en un point Xy il faudra , pour que la proposition énoncée soit vraie, 
que la droite xy! fasse avec l'axe A un angle y; ou, en d'autres termes, il faudra 
que la génératrice zb en passant du plan X dans le plan X' soit descendu le long 
de Taxe A de la même quantité pour les surfaces x ^t ^. 

Concevons donc le cône direcieur de révolution {fig. 6i ) ayant son sommet en s 
sur l'axe A ( cet axe A étant vertical ). 

Prenons pour plan vertical de projection le plan méridien X. 

Coupons le cône directeur par deux plans horizontaux , et dès lors perpendi- 
culaires à son axe A , nous aurons les cercles C et G'. 

Regardons ces cercles comme les sections droites de deux cylindres B et B' de 
révolution et ayant pour axe commun Taxe A. 

Coupons le cylindre B par un plan perpendiculaire au plan vertical X , nous 
aurons une ellipse E dont la projection horizontale E^ne sera autre que le cercle 
C^ et dont la projection verticale E* ne seta autre que la droite ab. 

Coupons le cône directeur par un plan méridien X^ nous obtiendrons dans ce 
cône et pour section une génératrice dont les projections seront «x/ ( projection 
verticale) et A^o:^ (projection horizontale). 

Descendant cette génératrice parallèlement à elle-même jusqu'à ce que le 
point X, situé sur le cercle C se trouve en x sur l'ellipse E, on aura la généra- 
trice du conoîde x» 6t dont les projections seront pa:^ ( verticale ) et A^i:^ (hori- 
zontale). 

Pour une évolutionj égale à deux angles droits, autour de Taxe A, la génératrice sb 
du cône directeur prendra la position #c, et en la descendant parallèlement à elle- 
même d'une quantité égale à ca, on aura en tra la génératrice du conoide x- 

Or , l'on a : caisse a] donc en menant la droite a'b' on aura la projection ver- 
ticale de l'ellipse E' intersection du conoîde x, si toutefois les trois points a, x'^ et 
b' sont en ligne droite. 

Et en effet : ces trois points sont en ligne droite. 

Car, menant dans le plan vertical X et par les points x" et ar'^des perpendi- 
culaires à l'axe A, on aura ^ca'.qawcb : qx^y puisque les trois points a, o:^ et 6 
sont en ligne droite. 

Pour que les trois points a', x'^ et b' soient en ligne droite, il faudra que 
Ton ait aussi. 

cV : q'a' : : c'6' : q'x'^ (1) 
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ca c= ca et €9.= c'q' = «p =: a:/V^ = ic.V. 

La proportion (1) pourra donc s'écrire ainsi : 

ca : qa :: cV : qfx* (2) 

* Mais , par construction , on a : 

qx^:=icx/» 

La proportion (2) pourra donc s'écrire ainsi : 

ca : qa :: cb' : ex'/ (3) 

Mais les trois points «, x'^ et x^ étant en ligne droite , on a : 

c'b' : ex'/ : : cb : cx,^. 

\ 

La proportion (3) pourra donc s'écrire ainsi : 

• a 

ca: qa::cb:cx,^ (4) 

Mais ex/ = qx" par construction , on a donc : 

ca : qa II cb X qx" (5) 

Ainsi , en posant la proportion (1) on retombe sur la proportion (5) qui est 
vraie y la proportion (i) est donc aussi vraie; ainsi les trois points a'^ x'^ et b' 
sont en ligne droite. 

Ainsi, il est démontré que le conoîde x est coupé suivant des ellipses, 
non semblables entre elles et non situées dans des plans parallèles , par une 
suite de cylindres de révolution ayant Taxe A pour axe commun. 



ADDITION AU $ lU DO CHAPITRE II. 

A la fin du § ïtl de ce second chapitre(page 132), j'ai dit que la construction de la 
imi^enioicfe pouvait être déduite en considérant cettecourbe comme la projection sur 
le plan horizontal H de l'intersection : l"" d'une surface de révolution ayant pour 
courbe méridienne une courbe arbitraire G et d'un conoîde ayant pour directrice 

âo 
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courbe, une courbe ideolique à cette môme courbe plane C ; et 3<> d'une surfiice 
rampante et d'un conoide construit d'après les coitfidérations géométriques et 
générales exposées au sujet de la ^pirate d'Ardnmèée dans l'article qui terminait 
ce § IIL 

Au sujet de la iangmMde, noite cH)yons devoir entrer dans quelques détails, 
crainte de n'avoir pas été bien compris. 

Étant donné un axe A perpendiculaire au plan horizontal H , menons par cet 
axe un plan , et traçons dans ce plan une courbe arbitraire C et une droite X per- 
pendiculaire à Taxe A, ou, en d'autres termes, horizontale et coupant l'axe A au 
point d et la courbe G en un point m. 

Concevons le cylindre de révolution B ayant 'pour axe la droite A et pour section 
droite le cercle D décrit dans un plan horizontal , et du point d comme centre 
et avec md pour rayon. 

Menons au point m un plan T tangent au cylindre B , et traçons dans ce plan 
une droite L passant par le point m et faisant avec le plan horizontal H un 
angle a. 

Plions la droite L sur le cylindre B, nous aurons une hélice ( ^ et en faisant 
mouvoir le plan de la courbe C autour de Taxe A , le point m décrivant l'hélice ( , 
la courbe G engendrera une sur&ce rampante hélicoïdale 2. 

Gela fait : menons dans le plan T et par le point m une droite Y parallèle au 
plan horizontal H. 

Faisons tourner le plan de la courbe G autour de la génératrice droite J du 
cylindre B et passant par le point m, pour le recoucher sur le plan T, la courbe 
G viendra prendre la position G' et la droite X se superposera sur la droite Y. 

Gela fait : concevons la surface de filet de vis carré V engendrée par uAe droite 
se mouvant parallèlement au plan horizontal H en s'àppuyànt sur Paxe A et Vhé- 
lice (, cette surface V sera coupée par le plan t suivant une courbe 9 qui ne sera 
autre que la courbe décrite dans le premier chapitre {fig. 17 ). 

Gela dit : partageons la droite X, et à partir du point m, en parties égales par 
les points 1 , 2,3, 4,.... etc. ; considérons les droites X et J comme les axes des 
coordonnées rectangulaires de la courbe G , le point m étant l'origine des coor- 
données. Aux points 1, 2, 8, 4,... correspondront les ordonnées verticales y., y., 
y,,....dela courbe G. 

Partageons la droite Y, et à partir du point m , en parties égales entre elles et 
aux parties de la droite X, par des points *!', ^,S\.... etc. Le point m étant l'o- 
rigine des coordonnées et les droites J et Y, les axes dès coordonnées rectangu- 
laires de la courbe G"; aux points 1\ i\S\... etc., coirespondront les ordonnées 
verticales y/, y/, y,'»... etc., et Ton aura, puisque les courbes Cet G' sont iden- 
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tiqoM, y.cssy/5 y^8B3y/f y^ny,V-^elc.;le8 vertftealds pagnot par 1m points i\ 
2f^ 3",... de la droite Y, ODiiperoiit laeonrbe 9 en de» points l'% 2'\ df'j...^atc» ;. et 
st , à partir de cea pointa» on pdrta aar les Tertâcales des longueurs y/'i=fy,'f 9.''>3=y/, 
y,'ay/,.«.. etc. 9 on déterminera une courbe plane G" située dans le plan T. 

Cette courbe aura ees abseissefli curvUignes oeqiptées sur la courbe 9 et à partir 
de rorigine.niy et ses ordomésa .rectilignes comptées sur la droite J y et aussi à 
partir du. même poipt m. 

Gela posé: 

Si Ton fait mouvoir une.drcdte G. parallèlement au plan Hen s'iappuyani sur 
l'axe A et sur lacouièe plane C'\ on engendrera un eoiBOide l^. 

Et il est évident, si l'on se rappelle ce qui a été dit au sujet de la ipttak itAr- 
ckimàde, que la courbe intersection de la surface rampaOe 1 et du conoide ï se 
projettera sur le plan borisontal H suivant une umgaMUe. 



CHAPITRE III. 

CSSAl DE NOMENCLATURE GRAPHIQUE DES CONIQUES PLANES DU 4* ET DU 3* DEGRÉ; 

DE l'uTU^ITÉ et DE l'eMPLOI DES COURBES d'eRREUR. 

Je me propose d'abord : 

1* De donner la construction des nœuds et des points de rebroussement que 
peut présenter dans son cours Ja j^riyeetion horizontale ou verticale de la courbe 
intersection de deux surfaces en ^éral ^ ce qui me conduit à un essai de no- 
menclature çrapldqm des. coniques planes du quatriéiAe et du troisième degré , 
appelant conique à double courbure , la cosirbe-interseetion de deux cônes , du second 
degré , et cmiqm pkam la profection sur un plan de la conique à double courbure. 

2* De déduire de la construction de ces nosuds» celle du point en lequel la 
génératrice droite d'une.surfiieedéveloppable. se trouve tangente à la courbe de 
contact d'une surfine donnée et de cette même surbccdéveloppable. 

Je me prq^ose ensuite : 

3* De construire la tangente à la projection horizontale ou verticale de la 
courbe-intersection de deux surfaces données» oette tangente étant construite 
parallèlement à une droite donnée sur le plan de projection. 
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40 De déduire de la conslruotioii de cette tangente parallèle à une droit» , celle 
d'une tangente commune à deux courbes situées dans un même plan , et par suite 
de montrer Futilité et l'emploi des courbes (terreur^ pour lé solution de diveis 
autres problèmes. 

Ces divers problèmes ne sont pas sans intérêt , sous le point de vue graphique ; 
puisqu'il faut , après avoir construit les divers points de la projection de la courbe 
d'intersection ou de contact de deux surfaces, unir les points par un trait continu 
et arriver ainsi à obtenir, le plus approximativement que faire se peut , le tracé 
rigoureux ou géométrique de la projection de la courbe de Teapace. 

Pour obtenir un semblable résultat , il Aint donc employer tous les moyens de 
vérification que les méthodes de la géométrie descriptive mettent à notre dispo- 
sition. 

On doit dès lors concevoir que la détermination des points singuliers M des 
points limites, dans certains cas, delà courbe-intersection de deux surfaces doit 
être utile et nécessaire pour que l'épure soit aussi exacte que possible, et qu'ainsi 
les erreurs soient peu considérables lorsque l'on passera de l'épure au tracé ou à 
la construction en grand et à l'échelle réelle soit sur le terrain , soit dans l'espace ; 
ou, en d'autres termes, lorsqu'on se servira de Vépure qui est toujours exécutée 
à une petite échelle pour construire le relief de grandeur naturelle. 



Construction des nœuds et des points de rebroussement que peut présenter la projection 
horizontale ou verticale de la courbeMntersection de deux surfaces. 

Concevons deux surfeces 2 et 2^ se coupant suivant une courbe G ; désignons 
par G* la projection horizontale de cette courbe G , et par G"" sa projection verticale. 

Si G^ présente un nœud , c'est que deux points m et n de la courbe C se projet- 
tent horizontalement en un seul et même point. 

Pour déterminer les nœuds de la courbe C\ il faut donc chercher les points 
de G tels que m et n et pour lesquels la corde nm qui les unit se trouve verticale. 

Si l'on conçoit toutes les cordes verticales de la surface 2 , et qu'on prenne le 
point milieu de chacune d'dles, tous ces points milieux déterminer<Nit une sur- 
face d qui sera la surface diamétrale de 2 et la surface d passera par le point o 
milieu de la corde mit. 

Si l'on conçoit de même toutes les cordes verticales de la surface 2'» et qu on 
prenne le point milieu de chacune d'elles, tous ces points milieux détermineront 
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une surfftce 1/ qui sera la mrftce diamétrale dé 2^, et d' passera par le poitit o 
milieu de la corde mn. 

Les deux sur&ees d et d' se couperont suivant une courbe y qui passera donc 
par le point milieu de mn. 

Par conséquent , y^passera par o^ qui ne sera autre que la projection hori- 
zontale des deux points m et tt. 

La courbe y* coupera donc la courbe G* aux points qui seront les nœuds 
demandés. 

Si 7* ne coupe pas CS c*est que cette projection G* n'aura pas de nœuds. 

Par une méthode analogue, on trouverait les nœuds qui peuvent exister sur la 
courbe G*; ces nœuds seront situés sur la courbe V projection verticale de lacourbeX 
intersection des deux surfaces diamétrales Â et A^ la première A pour la surface 2 
par raj^rt aux cordes parallèles entre elles et perpendiculaires au plan vertical , 
la seconde A' pour lasurfiice 2" par rapport aux cordes ayant aussi leur direction 
perpendiculaire au même plan vertical defH'ojection. 

Si Ton considère le cylindre V qui projette horizontalement la courbe y inter- 
section dés deux surfaces diamétrales i et d', on voit de suite que ce cylindre V 
coupera la surface 2 suivant une courbe U et la surface 2" suivant un courbe \}\ 
et ces deux courbes U et H' seront telles que les points en lesquels elles se coupe- 
ront ou se toucheront , appartiendront à la courbe G intersection des surfaces 
2 et 2'. 

Les deux courbes [U et M' ne pourront donc se couper qu'en un nombre de 
points, tels que , deux à deux ou trois à trois ou n à n, ils seront situés sur des 
verticales dont les pieds sur le plan horizontal seront les nœuds de la 
courbe G*. 

Les deux courbes U et U' peuvent se toucher en un ou plusieurs points , et 
pour chacun de ces points la tangente commune à U et U' sera verticale; par con- 
séquent, si Ton considère le cylindre vertical B tangent i la surface 2 suivant 
le contour apparent A et le cylindre vertical B' tangent à 2' suivant le contour 
apparent A', les deux courbes A et A' se croiseront au point de contact p des 
courbes U et 13^ 

Dès lors , les projections A* et A'^ des contours apparents des deux surfaces 2 
et 2" sur le plan horizontal se couperont en un pmnt jh projection du point p, et 
ce point sera un point de rebrouêtemeM de la courbe G^. 

La courbe G^ aura donc autant de points de rebroussement qu'il y aura de points 
de contact entre les courbes U et U". 

Si pour le point p les deux surfaces 2 et 2' avaient même plan tangent , alors la 
courbe G aurait un nœud ou point multiple en ce point' p et les deux branches 
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de C* qui {tassent par p* auraient «a eepoial p^ nMtee tangoite ; .l«i Morbee A 
et A'* seraient aussi tangentes en p* et entre elles et avec C*. 

< Le point p^ offrirait donc pour G^un4lanld^)flMkd'oBe6q>èee.partlculiàre; les 
deux branches de la courbe ne se croisant pas en ce poin( j/'y mata étant lan^n tes 



jipplkaiùmi à quel^ptes exemple$. 

m 

Supposons que l'axe de rotation de. Tune des. suriaees soit vertical, etque 
le plan des deux axes se trouve paraUètoiau plan vertical de projection. 

La projection verticale G^ delà courbe G intersection des deux sur&cea ne peut 
présenter de itastMb ^ car les deux aurfaoes diamétrales A et. A' ne sont autres que 
le plan des axes , quelles que soient les court)es méridiennes des deux surfaces de 
révolution. 

Dés lors , la courbe X peut èlre une droite qucdeooque située sur les deux plans 
confondua A et A'^ . il y a donc une infinité de mœudê , car chaque point de la 
courbe C peat>6tre oonsidéré comme un nceud , .en ce sens que chacun des pointe 
de cette courbe G^ estla projection verticale, de deux points de laeou]A>e G ; ainsi , 
la courbe G'^ne peut, en aucun cas, présenter de ncsuds réels. 

Examinona la pDOJection horizontale G* de la courbe G. 

Si l'on «onstmit la surface. diaroftr aie par rapport aux cordes verticales pour 
Tune et l'autre sur&oe de révolution , la projection sur le plan horizontal de la 
courbe y intersection des deux surfoces diamétrales d et d^ coupera ou ne <Hmp«ra 
pasG\ 

Si / coupe G^9 elle la coupera en un nombre pair de points , parce que le plan 
des axes coupe chacune des deux aurfiBices de révolution en deux parties symé- 
triques. 

Et l'on voit aussîque laceurbcyeera symétrique par rapportau plan des^axes, 
car ce plan coupera en deux parties symétriques chacune des deux surfeoea dia- 
métrales è etif. 

Ainsi , l»n€sud$ de la courbe G^ soront symétriquemoat placée par rapport à 
la trace horizontale du plan des axes et seront sttuéa deux à deux dur4ea perpen- 
diculaires i cette trace. 

II faut, pour obtenir l'intersection y des deux >suifacesd et d", définir le mode 
de génération de ces deux surfaces , il faut pouvoir etraavoir écrire i^raphiqoement 
ces deux surûices. 
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On^ en sup|MWlAt< que ia< . swbce :de térftotioD liettroelb dook iVxeest 
vertical y tandis que Taxe de la surface de révolutiou 2^ est oblique pac* rap- 
port au plan horizontal, tout en étant parallèle auptoo/yenical de projection, 
on wit de suite : 

V Que la surface diamétrale 8 prise par rapport aux cordes verticales , sera 
une surface de révolution dont la courbe méridienne M s'obtiendra en menant 
dans le plan méridien de la surface 1 et qui est parallèle au plan vertical do pro- 
jection^ une suite de cordes parallèles, à Taxe de révolution et prenant les points 
milieux deces jcordes. 

i"" Que pour déterminer la surface diamétrale 3^, prise par ra(q[)prt aux cardes 
verticales de la surface l!, il faudra imaginer une suite de plans pc^rallèles entre 
eux et au plan vertical de projection i tels que Y, Y^ X', etc. lesquels cou- 
peront la sur&ce 2" et respectivement suivant des courbes X, X^ X''^..... etc.; 
et que prenant les milieux des cardes paraUéles à l'axe de la surface 2, et tracées 
dans les plans des diverses courbes X , X", X", etc. , on aura successivement les 
courbes ai ocf> a'^ eto. lesquelles courbes définiront la svrliK» diamé- 
trale if. 

Ainsi, dans le cas qui nous oeoupe, la surfiiee diamétrale à de 2 est une sur- 
face de révehition définie par sa. courbe méridienne if et son axe de révolition 
qui n'est autre que celw de 2 et la saf lace diamétrale d' de 2" est définie par une 
suite de sections planes a, a\a'.... etc. parallèles entre elles et au plan vertical 
de projection. 

Les deux surfilées 'diamétrales :d et d' étant complétemenl défimesy ainsi qu'on 
vient de le dire«^ il faut construire» leur courbe* d'interseeiion y, en d'autres termes 
il faut construire par points'les.projeotiowiy^ety'' de lacourboy* 

Pour trouver l'intersectioD: de deux surfeces, Tuae: de : révolution et l'autre 
définie , par une suitef;de sections planes et parallèles » il faut absolument con- 
sidérer la slirfiuBe de révolution comme étant définie aussi par une suite de 
stotâsns planas et pamilléles; les: plana des sections fiâtes dans la sorfoee de 
révolutionr ajani même direction que ceux des sections faîtes^dans.la seconde 
surface. 

11 vanC^ donermieuX' oonaidàrer tout de .suite la surAoe diamétrale i comme 
définie de la même manière que laaurfaco'd^. 

Dès lors y on coupera les deux surfaces 2 et 2" par une suite de plans verti- 
caux parallèke entrer eux» et^ aui plaa vertical, de projeetioD, savoir : Y, Y', 

Y'', etc., lesquels couperont la surface 2 ^ et respectivement suivant des 

cottièes parallèles entoe ellM, sawîr : E, E\ Ef\ efte. et «usaiila surface 2' 

suivant des courbes parallèles entre elles , savoir : X, X', X'^ etc. 



— 160 — 

« 

On prendra les milieux des cordes irertieales pour diaoune de ces courbes, 
on aura donc : 
La courbe e , diamètre de E. 
— e — E', etc. 

— a — X. • 

Les courbes e^ e\ e'\ etc. définiront et représenteront là surfece i. 

Les courbes a , a, a\ etc. définiront et représenteront la surface d". 

Les courbes ^ et a , e' et a^ e'^ et ol\ etc. se couperont en des points qui 

détermineront la courbe y intersection des surfaces d et d^ ; et la projection 
y'' contiendra les noeuds de la courbe G^. 

Le mode de construction que je viens d'exposer est celui que Ton devra tou- 
jours suivre, lorsqu'il s'agira de deux surfaces 2 et l' quelconques; quel que 
soit y d'ailleurs, le mode de définition et de représentation de ces deux surfeces. 

Ih Inienedkn : 1® de deux narfaces cylindriquei, ou 2o de deux iurfacei oomquêê , 
ou S"" d*une surface cyUndrique ei d'une surface conique. 

Il est évident : 1* que la surface diamétrale d'un cylindre est aussi un cylindre 
dont les génératrices sont parallèles à celui de la surface donnée ; 2'' que la surfece 
diamétrale d'un cône est aussi un cône ayant même sommet que lasurface donnée. 

Cela posé : 

Étant donné un cylindre 2, pour avoir le cylindre diamétral d par rapport aux 
cordes parallèles et perpendiculaires au plan borizontal de projection, il faudra 
construire la trace verticale Y de ce cylindre 2 et construire la courbe P, lieu des 
milieux des cordes ( de la courbe Y ) perpendiculaires à la ligne de terre. 

Cette courbe P sera la directrice du cylindre diamétral d* 

Si l'on veut avoir le cylindre diamétral A par rapport aux cordes parallèles et 
perpendiculaires au plan vertical de projection , il faudra constrbire la trace 
horizontale H du cylindre 2 et construire la courbe Q lieu des milieux des cordes 
de la courbe H et perpendiculaires à la ligne de terre. Cette courii>e Q sera la 
directrice du cylindre diamétral à. 

m 

Si l'on donnait un cône 2 , on ferait les mêmes constructions pour obtenir les 
directrices des deux cônes diamétraux d et A» 

Cela posé: 

Concevons deux cylindres 2 et 2^ se coupant suivant une courbe C dont on a 
construit les projections C* et C^. 

Construisons les nœuds et les points de rebroussemerA de la courbe C*, si toute- 
fois ils existent. 
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D'après tout ce qui précède , il faudra : 

1* Construire les traces verticales V et Y des deux cylindres 2 et 2' ; 

2° Construire les courbes P et P^ lieux des milieux des cordes des courbes^ V 
et V^, ces cordes étant perpendiculaires à la ligue de terre; 

3"* Construire la courbe y intersection des deux cylindres diamétraux ayant 
respectivement pour traces verticales les courbes P et P^ 

Et la courbe y^ coupera la courbe C* en des points qui seront ou des nœuds 
ou des points de rebroussemeni. 

Il n*y aura évidemment ni nœuds ni points de rebromsetnem , si les deux cour- 
bes '/ et C* ne se coupent pas. * . 

Examinons maintenant comment nous pourrons reconnaître si les points com- 
muns entre les courbes y^ et C^ sont des nœuds ou des points de rebroiêssemenl. 

Nous cbercberons les deux courbes intersection des deux cylindres 2 et 1' par 
le cylindre K qui projette horizontalement la courbe y. 

Désignons par U Fintersection du cylindre Zpar le cylindre K, et par U' l'in- 
tersection des deux cylindres 1' et K. 

i"" Les deux courbes U et U' se couperont en des points qui seront deux à deux, ou 
trois à trois, ou quatre à quatre, etc., sur des perpendiculaires au plan horizontal. 

Ces points d'intersection se projetteront sur le plan horizontal et suivant 
des nœuds ou des points multiples double ^ triple, quadmpley etc.» ainsi nommés 
parce que les deux, ou trois , ou quatre branches de la courbe C'^ qui passent par 
chacun d'eux, ont chacune et en chacun de ces points une tangente distincte. 

2^ Les deux courbes U et U' se toucheront en un certain nombre de points, 
mais pour chacun de ces points de contact la tangente commune aux deux cour- 
bes U et 13' sera verticale. 

La projection horizontale de chacun de ces points de contact donnera pour 
C\ un point de rebroussemeni. 

3^ U pourra arriver que pour un point de contact des deux courbes U et U' 
les deux cylindres 2, et 2' aient même plan tangent, plan qui dès lors serait per- 
pendiculaire au plan horizontal } dans ce cas le point de rebroussemefU serait changé 
sur la courbe C" en un point multiple simple y dÀnsi nommé parce que les branches 
de la courbe C^qui passeraient par ce -point auraient ^n ce point même tangente. 

Remarque. D'après ce qui vient d'être exposé ci-dessus (2^ et 3^), on voit que les 

courbes C et y peuvent se couper ou non ; mais Ton voit aussi que les points en 

lesquels la courbe C (intersection des deux cylindres 1 et l\ est coupée par la* 

courbe y intersection des deux cylindres diamétraux 9 et d')se projettent toujours 

sur G^ en des points multiples simples si les cylindres 2 et 2^ ont en chacun de ces 

points un plan tangent commun j ou ep des poinif de rebronssemeiH si les deux 

21 



— i62 — 

courbes U et U' ont en chacun de ces points une tangente commune et perpendi- 
culaire au plan horizontal. 

Nous ferons usage plus tard de cette remarque. 

On voit de suite que tout ce qui précède s*appiiquera moi pour mot à Tinter** 
section de deux cônes ou d'un cône et d'un cylindre, quelles que soient les 
courbes directrices de ces surfaces. 

III. Application à deux cônes du second degré. 

Pour un cône du second degré, on sait que la surface diamétrale est un plan. 

Ainsi, étant donnés deux cônes du second degré 1 et 1', et ayant construit la 
courbe G intersection de ces deux cônes, ayant par conséquent construit par 
points les projections C*" et C de la courbe G, on demande de déterminer les 
nœuds et les points de rebroussetnent que la courbe G^ peut présenter dans son cours. 

Les deux surfaces coniques diamétrales j et d^ deviennent deux plans , lesquels 
se coupent suivant une droite y. 

Le cylindre K est donc un plan perpendiculaire au plan horizontal de projection 
et ayant y^ pour trace horizonlale. 

Le plan K coupe donc les deux cônes 2 et 2' suivant deux sectionsconiquesU et 13'. 

Gela posé , deux sections coniques peuvent : 

1"* "Se couper en quatre points. 

La courbe G* peut donc avoir deux nœuds ou points multiples doubles , et ne peut 
on avoir davantage. 

2* Se couper en deux points et se toucher en un point. 

La courbe G^ peut donc présenter un nœud double et un point de relHroussement y 
si, pour le point de contact des courbes U et U', les deux cônes n'ont pas un plan 
langent commun ; ou un nœuddouble et un nœud simple^ si , pour le point de contact 
des courbes U et U' , les deux cônes ont un plan tangent commun , auquel cas oe 
plan tangent sera perpendiculaire au plan horizontal de projection. 

3" Se. toucher en deux points. 

Alors la courbe G* peut présenter deux points de rebroussement ; ou présenter 
un point de rebroussement et un nœud simple. 

4^ Se toucher en un seul point. 

La courbe G* peut alors présenter un seul nœud simple; ou présenter un seul 
point de rebroussement. 
. 5^ Se couper en deux points. 

La courbe G* peut alors présenter un seul nœud double. 

D'après ce qui précède, on voit que la projection G* ou G'^ de la courbe G inter- 
section de deux cônes du second degré ou de deux cylindres du second degré ou 
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d'un cône du second degré et d'un cylindre du second degrés ne pourra jamais 
présenter trois noeuds doubles ou trois points de rebromsemenl ou deux nœuds simples. 

Nomenclature des coniques planes du quatrième et du troisième degré. 

m 

La discussion précédente n'est pas sans intérêt , car elle trouve son application 
lorsque Ton veut faire la nomenclature des coniques planes du quatrième et du 
troisième degré , désignant ainsi la projection de la courbe intersection de deux 
cônes du second degré, courbé qui est une courbe du quatrième o^ du troisième 
degré. Suivant les diverses positions que les deux cônes peuvent affecter l'un par 
rapporta l'autre dans l'espace, cette projection* peut présenter toutes les formes 
diverses que peut affecter la conique plane du quatrième et du troisième degré. 

Nous pourrons donc, d'après ce qui précède» affirmer qu'une conique plane 
du quatrième degré peut présenter et ne peut présenter dans son cours que : 

i^Beux points multiples doubles; 

2* Deux points de rebroussement ; 

3"" Un point multiple double et un point de rebroussement ; 

4* Un point multiple double et un point multiple simple; 

5"* Un point multiple simple et un point de rebroussement; 

6"" Un ]^oint multiple double; 

T^'Un point multiple simple; 

8* Un point de rebroussement. 

Si nous nous rappelons que la courbe intersection de deux cônes du second 
degré peut être composée de plusieurs branches offrant chacune Tune des trois 
formes suivantes, ou 1* une branche fermée dite elliptique, ou 2* une branche 
infinie dite parabolique et sans asymptote, ou 3** une branche infinie dite hyperbo-- 
tique et ayant une asymptote; et si Ton remarque en construisant l'épure de la 
branche hyperbolique que si l'on prend sur cette branche un point divisant en deux 
arcs infinis la branche hyperbolique , ces deux arcs ont pour asymptote commune 
l'asymptote construite, nous voyons de suite que la courbe intersection de deux 
cônes du second degré peut être composée ainsi qu'il suiti 

i^ De quatre branches hyperboliques ; 

2"^ De deux branches hyperboliques et d'une branche parabolique; 

3^ De deux branches paraboliques ; 

4"" D'une branche parabolique et d'une branche «elliptique; 

b"" De deux branches hyperbolique et d'une branche elliptique ; 

6"* De deux branches elliptiques; 

V D'une seule branche elliptique* 

Mais dans chacun de <^es sept cas^ la courbe d'intersection des deux cônes 
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pourra-t-elle présenter des nœuds doubles ou simples, et des points de r^rous- 
sèment; ou ne présentera-t-elle aucun de ces points singuliers? 

Et ainsi , existe-t-il 8 fois 8 courbes de formes diverses , et ainsi 64 courbes? 

C'est ce que nous examinerons et discuterons cii-après : 

Et d'abord , il pourrait arriver que les asymptotes à la courbe de Tespace ne 
fussent pas toutes inclinées par rapport au plan horizontal, une d'entre elles et 
une seule pourrait être verticale. 

Des lors, la projection horizontale de la courbe de Taspace passerait par le 
pied de cette asymptote ; et en ce point qui serait la projection horizontale des 
deux points situés à l'infini sur fo courbe hyperbolique de l'espace, la projection 
horizontale de la courbe de l'espace aurait un rayon de courbure nul. 

Et ce point remarquable ne serait pas un point de rebroussement ; mais , 1^ un 
point if inflexion simple ,ou 2^ un point aigu tel que la courbe avant et après ce point 
serait située d'un même côté de la tangente {*). 

Pour que ce point existe, il faut que Tune des asymptotes soit verticale, et 
comme une eule des asymptotes peut être verticale , on voit que la courbe du 
quatrième degré ne pourra jamais avoir qu'un seul point tel que celui que nous 
venons d'indiquer, et que ce point ne pourra exister que sur la projection d'une 
courbe hyperbolique. . ^ 

On ne pourra donc combiner que les quatre cas où les branches hyperboliques 
se présentent avec ceux des huit cas où l'on a des nœuds doubles et des points de 
rebroussement, attendu que le nœud svnple exclut le point indiqué précédem- 
ment; et en effet : 

Le nœud simple est la projection du point multiple de la courbe de l'espace 
lorsque les deux cônes ont en ce point multiple un plan tangent commun per- 
pendiculaire au plan horizontal. 

Or, il est bien évident que si les deux cône^ ont un plan tangent commun 
vertical, ils ne pourront pas, lorsqu'on superposera leurs sommets, se couper 
suivant des génératrices telles que l'une d'elles soit verticale. 

Pourrons-nous combiner les trois cas hyperboliques avec les cinq cas où Ton n'a 
que des nœuds doubles ou des points de rebroussement j et avec celui où ces points 
singuliers n'existent pas? 

Et dès lors la courbe du quatrième degré peut-elle affecter dix -huit nouvelles 
foraies ? 

C'est ce que nous examinerons et discuterons ci-après. 



(*) f^oyez dans le chapitre Vil la discussion relative aux points singuliers , qu'une courbe plane peut 
présenter dans son cours ; discussion qui est établie en regardant une courbe plane comme la projection, 
sur un plan , d'une courbe à double courbure. 
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Si , enCn , on remarque qu'une courbe de l'espace peut être telle que pour un 
de ses points (celui pour lequel la tangente n'est pas verticale) le plan osculateur 
peut être vertical; on voit que la projection horizontale de cette courbe présen- 
tera un point pour lequel le rayon de courbure sera infini, ce point pourrait 
être, 1^ un pornt d'inflexion double, ou 2*^ un point méplai. 

Pour compléter la nomenclature graphique des coniques planes du quatrième 
degré, il faudrait donc rechercher si un semblable point peut exister sur la pro- 
jection de la courbe intersection de deux cônes , et combien cette courbe de 
Tespace peut en présenter lorsque les deux cônes sont du second degré et enfin 
voir si un pareil point peut coexister avec les divers points singuliers dont nous 
avons parlé plus haut. 

Par ce qui précède, on voit donc que, quoique le travail doive être long, la 
géométrie descriptive permet de donner la nomenclature graphique et complète 
des coniques planes du quatrième degré, cette nomenclature étant fondée sur 
des différences essentielles de forme; la collection des tracés de toutes les coniques 
planes du quatrième degré ne serait pas , je crois, sans intérêt pour la géométrie 
des courbes. 

Examinons et discutons maintenant les deux questions posées ci-dessus. 

Première question. Les sept combinaisons que l'on peut faire entre les branches 
elliptiques, hyperboliques et paraboliques, peuvent-elles coexister avec les huit 
combinaisons qui peuvent avoir lieu entre les trois points singuliers, nœud 
double , nœud simple et point de rebrous9ement ? 

Pour résoudre cette question , concevons la droite y intersection des deux plans 
diamétraux i et d', construits par rapport aux cordes verticales ; concevons le 
plan K mené par la droite y et perpendiculairement au plan horizontal. 

Imaginons enfin les deux sections coniques U et V suivant lesquelles le plan K 
(*oupe les deux cône^ du second degré. 

Nous pourrons toujours représenter les deux cônes en imaginant hors du plan 
K deux (>oints S et S^ lesquels seront respectivement les sommets des cônes 
ayant les courbes U et V' pour directrices ou bases ou traces sur le plan K. 

Les deux cônes (S, U) et (S', 13^) se couperont suiva&t une courbe C dont la 
projection C^sur tout plan P perpendiculaire au plan Ksera du quatrième degré. 

Rappelons-nous que pour que la projection G^ sur le plan P affecte dans son 
cours led divers points singuliers, nœuds et ptrints^ de rebroussement, il faut que 
les deux courbes U et 13' se coupent : 1"^ eu quatre points ou en deux points situés 
deux à deux sur une perpendiculaire au plan P,ou2^ se touchent en deux points 
ou en un seul point pour chacun desquels la tangente soit perpendiculaire au 
plan p, ou 3^ se coupent en deux points et se touchent en un point, tels que la 
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tangente au point de contact soit perpendiculaire .au plan P et parallèle à ia droite 
qui unit les deux points d'intersection. 

Et rappelons-nous encore que si nous prenons le milieu des cordes de la 
courbe U ainsi que les milieux des cordes de la courbe U^ ces cordes étant pour 
Tune et Fautre courbes dirigées perpendiculairement au plan P, ces points milieux 
seront sur une seule et même droite, qui ne sera autre que la droite y. 

Cela posé : 

Supposons que les deux courbes U et li' sont deux ellipses ; imaginons la droite 
qui unit les sommets S et S' des deux c6nes donnés; et désignons par p le point 
en lequel cette droite perce le plan P ; conoevons que le cône (S', U') reste fixe 
et que le cône (S , U) se meuve parallèlement à lui-même, son sommet parcourant 
la droite (S, S') qui unit les deux sommets S et S' jusqu'à ce que le sommet 
mobile S se superpose sur le sommet fixe S' ; et désignons par U'" la courbe-sec^ 
tion du cône mobile ( en la position où les sommets S et S' sont superposés) par 
le plan K. / 

Les deux courbes U' et U'' seront semblables et semblablement placées par 
rapport au point p qui sera leur pôle de similitude. 

Les deux courbes U' et U"' seront donc deux ellipses* 

Comment U' et U'^ pourront'-elles se comporter Tune par rapport à l'autre , en 
vertu des positions respectives des courbes U et U' ? 

1"* Si les deux courbes V et If se coupent en quatre points^ les deux xsowbes U' et 
U" pourront : 

i"* Se couper en quatre points ; 

2*" Se couper en deux points et se toucher en un point; 

3" Se couper en deux points ; 

4*" Se toucher en un point ; 

5* N'avoir aucun point commun ; 

6'' Se toucher en deux points. 

Les deux courbes U' et U'' ne pourront pas^voir un seul point d'intersection ; 
par conséquent la courbe du quatrième degré ne pourra , dans aucun cas, être 
composée d'une branche hyperMique et d'une branche elliptique. 

Ainsi, avec deux nosuds doubles, on a sept courbes distinctes. 

2'' Si les deux courbes V et H' se coupent en deux points et se touchent en un pmnt, 
les deux courbes U' et U" présenteront les mêmes positions que eelles indiquées 
ci-dessus, n* 1. 

Ainsi, avec un nœud double et un point de rebroussement , on aura sept courbes 
distinctes. 

3^ Si les deux courbes U et lY se coupent en deux points et se toucheiU en un point , le 
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point p pourra être placé sur la langeule verticale au poiui de contact des deux 
courbes U et U"; dans ce cas » le point de rebroussement devient un nœud simple. 

Pour cette position particulière du point p, les deux courbes U' et U'' peuvent 
afTecter les positions indiquées ci -dessus, n^ 1 et n"" 2. 

Ainsi , avec un nœud double et un nœud simple la courbe du quatrième degré ne 
peut pas être composée d'une branche hyperbolique et dlune branche eltipiiifue; 
on aura donc sept courbes distinctes. * 

4^ Si les deux courbes U et U' se coupent en deux points, les deux courbes U' et U" 
pourront présenter les mêmes relations de position que celles indiquées dans 
les numéros précédents; ainsi, on aura encore sept courbes distinctes. 

Pour tous les autres cas, on ferait les mêmes remarques. 

Ainsi, Ton peut aflSrmer que la conique plane du quatrième degré peut tou- 
jours présenter l'un des huit cas pour les points singuliers , nœud double , nœud 
simple et point de rebroussement ^ avec l'une quelconque des six combinaisons que 
l'on peut faire entre les brandies hyperboliques, paraboliq^ues et elliptiques, on 
aura donc huit fois sept courbes , ou cinquante six courbes présentant des points 
singuliers tels que nœud double, nœud simple et point de rebroussement et sept 
courbes ne présentant aucun de ces points remarquables, et dés lors en tout 
soixante-trois courbes distinctes. 

Maintenant , examinons et discutons les cas où une des asymptotes de la courbe 
intersection des deux cônes du second degré sera perpendiculaire au plan hori- 
zontal P. 

On sait que tout plan parallèle à une génératrice du cône du second degré 
coupe ce cône suivant une courbe qui est ou une parabole ou une hyperbole ; on 
sait aussi que si la génératrice du cône n'est pas parallèle à une ligne de plus 
grande pente du plan sécant , la section est une hyperbole^ et que si celte généra- 
trice est parallèle a la ligne de plus grande pente du plan sécant, la section est 
une parabole. 

Si donc nous concevons deux génératrices , l'une G du cône (S, U) et l'autre G, 
du cône (S", U') telles qu'elles soient parallèles entre elles et de plus perpendiculaires 
au plan horizontal P, le plan K qui coupe les deux cônes suivant les courbes U et 
U' étant vertical, les deux génératrices G et G. seront parallèles au plan K. 

Dès lors, le plan K coupera le cône (S, U) suivant une hyperbole ou* une parabole, 
et ce même plan K coupera le cône {S\ U') suivant une hyperbole ou une parabole. 

On peut toujours concevoir que le plan K cou{>e les deux cônes suivant des 
hyperboles^ car on peut toujours, sans changer la base des deux cônes, faire 
varier de position dans l'espace les sommets des deux cônes pour que cela ait lieu. 

Ainsi > admettons que les doux courbes U et U' seront des hyperboles» 
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Mais lorsqu'un plan esl parallèle à deux génératrices d'un cône du second degré, 
la courbe hyperbole de section a ses asymptotes parallèles aux deux génératrices. 

Par conséquent^ les deux courbes U et U' auront une asymptote commune 
qui sera verticale et parallèle à la fois aux deux génératrices G du cône (S, U) et 
G, du cône (S', U')- 

Or : 1" deux hyperboles qui ont une asymptote commune ne peuvent jamais se 
couper suivant quatre points ou deux points situés deux à deux sur des droites 
parallèles à Tasymptote commune; ainsi la projection sur le plan Pde la courbe 
intersection des deux cônes (S/U) et (S^, U") ne pourra pas, dans ce cas, présenter 
de nœud dotible. 

Or : tt*" deux hyperboles qui ont une asymptote commune ne peuvent jamais 
être en contact par un ou deux points tels que la tangente en chacun de ces 
points soit parallèle à Tasymptote commune. 

Par conséquent, Fasymptote commune aux deux hyperboles U et U' étant ver- 
ticale, ces deux courbes U et U' ne pourront pas être en contact par un ou deux 
points tels qu'en ces points la tangente soit verticale. 

Ainsi , la projection de la courbe intersection des deux cônes (S, U) et (S', U") 
ne pourra pas présenter de nœud simple, ni de point de rebroussement. 

Dès lors, toutes les fois que la conique plane du quatrième degré offrira un 
point pour lequel le rayon de courbure sera nul , elle ne pourra offrir de points 
tels que nœud double^ nœud simple j et point de rebroussement. Et comme ce point, 
pour lequel le rayon de courbure est nul , ne peut exister qu autant que la courbe 
d'intersection des deux cônes se trouve composée de branches dont une au moins 
soit hyperbolique, et que trois cas seuls offrent des branches hyperboliques, on voit 
que la courbe du quatrième degré présentera trois formes diverses pour lesquelles 
le point singulier que nous venons d'examiner subsistera , et subsistera à l'ex- 
clusion de tout autre point singulier tel que nœud double, nœud simple, point de 
rebroussement. 

Ainsi ^ la conique plane du quatrième degré peut présenter soixante-six formes 
variées et essentiellement distinctes. 

Il resterait maintenant à examiner si la courbe intersection de deux cônes du 

« 

second degré ne peut pas présenter dans son cours un point situé à distance 
finie pour lequel la tangente ne serait pas verticale , et tel que le pian osculateur 
de la courbe de Tespace et en ce point fût perpendiculaire au plan horizontal, 
auquel cas la projection horizontale de la courbe intersection des deux cônes 
aurait un point pour lequel le rayon de courbure serait infini. 

Mou3 avons vu précédemment que la courbe intersection de deux cônes du 
second degré pourrait avoir un plan osculateur perpendiculaire au plan horizontal, 
mais, dans les cas examinés, la tangente au point considéré était verticale. 
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On peut facilement résoudre la question par la considération suivante : 

Imaginons deux sections coniques L et V situées dans un plan vertical \ on 
peut toujours concevoir que ces deux courbes auront un contact du second ordre 
en un point a;; on pourra toujours aussi concevoir que ces deux courbes sont res- 
pectivement les bases de deux cônes, Tun {S, L) ayant son .sommet en un point S 
de Tespaceet l'autre (S', L") ayant son sommet en un aulre point S' de Tespace. 

Il est bien évident que les deux cônes (S , L) et {S', L') se couperont suivant 
une courbe I du quatrième degré qui passera par le point x, et que cette courbe ! 
aura en ce point x un contact du second ordre soit avec la courbe L, soit avec 
la courbe V. 

Par conséquent, la projection 1^, sur le plan horizontal, de la courbe I aura 
pour te point aJ" un rayon de courbure inûni. 

La conique plane du qualrièhie de^é peut donc, dans certains cas, présenter 
un point pour lequel le rayon de courbure est înGni. 

Gela dit : 

On pourra toujours placer les sommet S et S' dans l'espace de manière à ce 
que les deux cônes se coupent : 

i^ Suivant quatre branches hyperboliques; 

V Suivant deux branches hyperboliques et une branche parabolique ; 

3® Suivant deux branches hyperboliques et une branche elliptique; 

à!" Suivant deux branches paraboliques ; 

5** Suivant une branche parabolique et une branche elliptique; 

&" Suivant deux branches elliptiques. 

On ne pourra pas avoir une seule branche elliptique ou courbe d'arrachement y 
parce que, de quelque manière que Ton coupe ces deux cônes ,^dans le cas par- 
Uculier qui nous occupe en ce moment, par un plan, les deux sections ne 
pourront s'envelopper, et dès lors le contact du second ordre ne pourrait 
exister. 

On aura donc encore six nouvelles courbes du quatrième degré. 

Ainsi ^ on trouve soixante-douze courbes du quatrième degré ou coniques 
planes. 

Je n'ai pu encore parvenir à démontrer si le point pour lequel le rayon de cour- 
bure est infini pouvait coexister avec les points singuliers dont Texistence a clé 
reconnue, savoir : nœud double ^ nœud simple j point de rebroussement. 

Mais j'ai pu démontrer que lorsqu'il existe un point pour lequel le rayon de 
courbure est infini , il ne peut pas exister de point pour lequel le rkyon de cour- 
bure soit nul. 

Et en effet : les deux courbes h et h' situ)^ dans un plan vertical et ayant au 

22 
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point X un contact du second ordre ae peuvent être que des eHii^ses ou des 
hyperboles , puisque deux paraboles osculatrices se confondent , puisqu'il n'etiiste 
qu'une seule parabole oscuiatrice en un point d'une ellipse ou d'une hyperbole. 

Or, pour qu'une asymptote soit verticale, il faudra que le plan des devx 
courbes L et V coupe les côues suivant des paraboles; les deux courbes L el L' 
se confondraient dans ce cas en une seule courbe, en une parabole qui serait 
elle-même la courbe I intersection des deux cônes; la projection I^ serait donc 
une droite, la courbe du quatrième degré ne serait donc autre, dans ce cas, qu'une 
droite. 

Les courbes L et L' peuvent avoir un contact du troisième ordre , et elles ne 
peuvent avoir entre elles un contact d'un ordre plus élevé; par conséqueat , la co- 
nique plane du quatrième degré peut présenter un point pour lequel la tangente 
a un contact du troisième ordre avec la courbe. 

Et il est évident qu'il n'existera pas , sur la conique plane du quatrième df^ré, 
de point pour lequel la tangente ait un contact plus élevé que le troisième ordre. 

Nous pouvons encore avoir six courbes présentant cette particularité : ainsi 
nous obtenons soixante-dix-huit courbes différentes représentées psnr l'équation 
du quatrième degré qui, comme on le sait, renferme huit constantes arbitraires. 

Je vais maintenant démontrer que la conique plane du quatrième degré peut 
avoir deux points pour chacun desquels le rayon deeourbure est infini. 

Et en effet: 

Concevons deux plans verticaux R et R' se coupant suivant une droite verti- 
cale Z. 

Concevons dans le plan R une courbe du second degré M coupant la droite Z 
aux points m et n. 

Concevons dans le plan R' une courbe du second degré U' coupant la droite Z 
aux mêmes points m et n. 

Imaginons une section conique X ayant avec la courbe U un contact du second 
ordre en un point x^ et désignons par p et 9 les points en lesquels la courbe X 
coupe la droite Z. 

On peut toujours imaginer une courbe X' oscuiatrice du second ordre -en un 
certain point x (*) à la courbe D' et passant par les points p et 7; car cinq points 
déterminent une section conique plane lorsque ces cinq points sont deux à deux 



» « ' ■ ' ^ r 



* * m, 



(') Je dis un certain point a/, car on ne peiît pas fixer la position de ce point à Tavance. Le problème : 
faire passer par deux points donnés une section conique oscuiatrice du troisième ordre à Une secliou 
conique donnée , est un problème d^lermtn^qtti n*a qu^un nombre liraité de solution». 
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sur éeè droites différentes , lorsque ces cinq points ne sont pas en ligne droite 
trois à trois. 

Or y le contact du second ordre établit que la courbe X' a trois points successifs 
«t infiniment voisins , communs avec la courbe U"; par ces trois points (non en 
ligne droite) et les deux points p et </, on peut donc toujours concevoir une sec- 
tion conique plane W 

Or, par deux courbes du second degré qui ont une corde commune , on peut 
toujours faire passer deux cônes du second degré y nous pourrons donc toujours 
envelopper les deux courbes U et li' par un cône 1 et les deux courbes X et X^ par 
un cône l\ 

Et comme nous pourrons toujours nous arranger pour que les points x et x 
soient placés , le premier sur la courbe U et le deuxième sur la courbe U' de telle 
manière que la tangente en x à U ne soit pas parallèle à la tangente en x à U", il est 
évident que les deux cônes 1 et 2f n'auront pas une génératrice commune ; par 
conséquent, ils se couplent suivant une courbe I passant par les points x 
eix\ 

La conique plane du quatrième degré peut donc présenter dans son cours deux 
points pour lesquels le rayon de courbure soit infini ; et celte courbe ne pourra 
en présenter davantage, parce que deux sections coniques qui ont une corde 
commune ou une tangente commune déterminent un cône du second degré, et 
suffisent pour le déterminer. 

Ainsi, on aurait encore de nouvelles formes de la conique plane du quatrième 
degré, qu'il faudrait ajouter aux soixante-dix-huit formes précédemment trouvées. 

Je n'ai pu, dansle cas de deux points pour lesquels le rayon de courbure est 
infini, déterminer le nombre des forAies que pourrait présenter la conique 
plane du quatrième degré. 

La démonstration précédente pouvant ne pas paraître rigoureuse, et donner 
Hou dès lors à des objections , je crois devoir exposer la démonstration suivante^ 
contre laquelle aucune objection ne peut être élevée. 

Concevons dans un plan R une section conique U; construisons en un point x 
de la courbe U la section conique X ayant avec U et en ce point x un contact du 
second ordre. 

GoMtruisons en un autre point y de la courbe U une seconde section coni- 
que Y ayant en ce point y un contact du second ordre avec cette même courbe U* 

Comme Ton peut, pour un point d'une courbe du second degré, construire une 
infinité d'ellipees ou d'hyperboles osculatrices du second ordre de œtte courbe 
proposée, on pourra toujours se procurer deux courbes X et Y telles qu'elles se 
coupent en deux points p et q. 
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Désignons par K la droite qui unit les points peiq. 

Gela posé: 

Faisons passer par la droite K un plan R' coupant la courbe V en deux points 
m et n. 

Nous pourrons toujours tracer dans le plan R' une section conique V passant 
par les points m et n. 

Les deux courbes C et U' ayant une corde commune mn pourront être enire- 
loppées par un cône dont je désigne le sommet par & 

Cela posé: 

Concevons la génératrice Sy de ce cône; elle ôoupera la courbe V en un 
point X. 

Et si nous imaginons un second cône ayant pour directrice la courbe Y et 
pour sommet le point S, ce cône sera osculaleur du cône (S,. U) tout le long de 
la génératrice Sy et l'osculation sera du second ordre. 

Par conséquent, le cône osculateur (S, Y) sera coupé par le plan R' suivant 
une courbe X^ ayant une osculalion du second ordre au point a:' avec la courbe U'; 
et cette courbe X^ passera évidemment par les points p et ^ de la courbe X, lesquels 
sont situés sur la droite K. 

Les deux courbes X et X' ayant une corde commune pq^ pourront être enve- 
loppées par un cône du second degré, lequel aura évidemment pour sommet un 
point au Ire que le point S^ et que je désigne par S'. 

Les deux cônes (S, U) et (S^ X) n'auront donc aucune génératrice commune 
soit d'intersection, soit de contact.' «^ 

Désignant par 2, z\ z' les trois points successifs qui forment le contact du 
second ordre au point a; entre les courbes U et X , et par z,^ «/, %" les trois points 
successifs qui forment le contact du second ordre au point ji entre les courbes 
13' et X', on voit que les génératrices Ss, Sz^ Sz' couperont respectivement les 
génératrices Sz, SV, SV, aux points z, z', z''; par conséquent, la courbe! in- 
tersection des cônes (S, U) et (S', X) passera par les points z, z', z''. U en sera de 
même pour les points z,, z/, z/'; dés lors, il est bien évident que la courbe I 
passera par les points x et x , et aura en ces points un contact du second ordre 
avec les courbes U et U'. 

Par conséquent, les plans R et R' seront des plans osculateurs de la courbe I 
pour les points x et x. 

Si donc on projette la courbe I sur un plan perpendiculaire à la droite K in- 
tersection des plans R et R^ la projection aura deux points pour lesquels le 
rayon de courbure sera infini. 

Ainsi, une conique plane du quatrième degré peut présenter dans son cours 
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deux points pour lesquels la tangente se trouve avoir un contact du second ordre 
avec la courbe. 

Peut-être parviendrai-je plus tard à résoudre toutes les questions et à com- 
pléter ainsi la nomenclature graphique des coniques planes du quatrième 
degré. 

Toutefois , je dois faire remarquer que la nomenclature fournie par les con- 
sidérations géométriques qui sont propres à la géométrie descriptive me parait 
devoir être préférée à celle donnée par les considérations analytiques \ et on effet , 
qu'est-ce qui peut mieux cara<uériser les différences essentielles qui distinguent 
plusieurs courbes de la mâme famille, ou y en d'autres termes , représentées par 
une équation du même degré > si ce n'est les variétés essentielles que peut pré- 
senter la forme de la courbe? Et qu'est-ce qui modifie la forme ? Les points singu- 
liers , sans aucun doute. 

De plus, combien il serait difficile d'effectuer les tracés des diverses coniques 
planes du quatrième degré, d'après leurs équations; tandis que la géométrie 
descriptive fournit un moyen simple de les construire , puisque pour avoir cha- 
cune d'elles il suffit de construire la projection horizontale de l'intersection de 
deux cônes ayant pour bases des sections coniques , et qu'il sera toujours facile , 
en vertu de ce que nous avons dit précédemment, de déterminer les données de 
répure pour chaque cas. 

Aussi, la géométrie descriptive me parait -elle pouvoir permettre un jouf* 
d'exécuter avec quelque facilité une monographie complète, non-seulement des 
coniques planes du quatrième degré, mais même de toutes les courbes du qua- 
trième degré; car les coniques planes ne forment qu'une classe, puisque l'équa-' 
tien générale des courbes du quatrième degré renferme quatorze constantes 
arbitraires, et que l'équation de la conique plane du quatrième degré ne renferme 
que huit constantes arbitraires. 

On peut, par des considérations géométriques analogues à celles qui précèdent, 
parvenir à déterminer la nomenclature des coniques planes du troisième degré 
qui sont représentées par l'équation du qiaatrième degré renfermant huit con- 
stantes arbitraires lorsque cette équation peut être décomposée en deux facteurs , 
l'un du troisième degré et l'autre du premier degré. 

Et en effet , on peut , dans ce cas , concevoir deux cônes ayant une génératrice 
commune G ; ces deux cônes se couperont alors suivant la droite G et une courbe I 
qui sera du troisième degré. 

Les deux bases B et B' des deux cônes (S, B) et (S', B') donnés auront donc 
dans ce cas un point commun m,, lequel sera la trace horizontale de la généra- 
trice G I laquelle contiendra les deux sommets S et S\ 
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Les deux courbes B et B^ pourront, i* secoaper au point m , 2" être tangentes 
au point m. 

Dans le premier cas 9 si Ton fait glisser le sonnobet S' le long de la droite G pour 
venir se superposer sur le sommet S, auquel cas le cône mobile sera coupé en sa 
nouvelle position et par le plan horizontal suivant une courbe B'' semblable à la 
courbe B par rapport au poi.nt m considéré comme pâle de similitude, on voit de 
suite que les d^x courbes B et B'' se croisant au point m pourraient : 

V Se couper en un second points 
2^ Se couper en trois autres points ; 

3"^ Se couper en un second point et être en contact par un point. 

La conique plane du troisième degré pourra donc être composée de : * 

4* Une branche hyperbolique; 

2' Trois branches hyperboliques; 

3"* Une branche hyperbolique et une branche parabolique. 

Et dans tous ces cas , la droite G représentera une branche hyperbotiqne de Tin- 
tersection totale. 

Dans le deuxième cas , les deux courbes B et B"' seront tangentes l'une à Taotre 
au point m ; elles pourront donc : 

i^ Se toucher en un second point ; 

m 

2^ Se couper en deux points; 

3"* N'avoir que le point m commun. 

Dès lors, la conique plane du troisième degré pourra être composée: 

V D'une branche parabolique; 

2* De deux branches hyperboliques*, 
. 3* D'une seule branche elliptique. 

Et dans les trois cas la droite G représentera une branche parabolique de l'in- 
tersection totale. 

La conique plane du troisième degré peut donc aflTecter six formes différentes. 

Examinons maintenant de quelle nature sont les points singuliers que la coni- 
que plane du troisième degré peut offrir dans son cours. 

Imaginons les plans diamétraux des deux c6nes par rapport aux cordes verti- 
cales ; concevons le plan vertical R passant par la droite y intersection de ces 
deux plans diamétraux et coupant les cônes suivant les deux courbes l) et4J^ et 
rappelons-nous que ces deux sections coniques I? et Vont chacune iin diamètre 
dirigé suivant la droite y. 

Dans le premier cas y les deux courbes U et U' se couperont en un point <?, lequel 
sera le point de rencontre de la génératrice G et dW'^lan fi ; puisque les deux 
cônes U et U' ont chacune un diamètre dirigé suivant la di^oite 7, ces deux courbes 
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devront nécessaîreineni se couper en un second point d tel que les poîate a et a' 
soient situés sur une verticale ; dès lors il pourra arriver : 

l"* Que U et U' n'aient en commun que les points a et a , et alors la conique 
plane du troisième degré n'ofirira aucun point singulier \ 

^ Que U et U' se coupent. en deux nouveaux points nécessairement situés sur 
une verticale , et alors la conique plane du troisième degré offrira un nœud double; 

3"" Que U et U' se touchent en un point pour lequel la tangente sera nécessaire- 
ment verticale , et alors la conique plane du troisième degré offrira un point de 
rebrouêiement. 

Ainsi, dans le premier caSj on peut avoir neuf courbes différentes; on ne pourra 
I>a6 avoir de no^ud simple, parce que la courbe-intersection des deux cônes devrait 
offrir un point multiple pour que le nœud simple fût exister : ce qui est évidemment 
impossible. 

Dans le deuxième cas ^ les courbes U et IT se toucheront en un point b qui sera 
celui en lequel la droite G est coupée par le plan R ; et forcément ces deux 
courbes se toucheront en un autre point b' situé avec 6 sur une verticale. 

Dans ce cas, les courbes du troisième degré n'ont aucun point singulier ; mais 
l'on peut toujours concevoir que le plan tangent commun aux deux cônes le long 
de la droite G soit vertical , alors les deux courbes U et U' auront une tangente 
commune et verticale; dès lors les points 6 et 6' se réuniront en un seul point. 

Dès lors , les deux courbes U et U' pourront : 

V Se couper en deux points , et alors la conique plane du troisième degré 
offrira un nœud double; 

2"^ Se toucher en un second point pour lequel la tangente sera verticale, et 
alors la conique plane du troisième degréoffrira un point de rebromsemeni. 

La conique plane du troisième degré ne pourra présenter de nœud simple , par 
la m^e raison indiquée ci dessus. 

Ainsi» dans le deuaàème cas,^ ou peut avoir neuf courbes différentes»^ 

On pourra toujours s'arranger pour que l'une des asymptotes soit verticale , dès 
lors on aura quatre courbes du troisième degré (à branches hyperboliques) 
offrant chacune un point pour lequel le rayon de eoupbure est nul ; et ce point 
exclut tout autre point singulier. 

Ainsi, nous trouvons vingt-deux courbes différentes pour les coniques planes 
du troisième degré. 

Examinons maintenant si la conique plane du troisième degré peut avoir un 
point tel que son rayon dé courbure soit infini. 

On sait que lorsifue deux cônes du second degré se touchent ou se coupent 
suivant une génératrice G, laquelle droite contient dès lors les sommets S et S' 
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de ces cônes , la courbe I intersecltion des deux surfaces passe par les sommets S 
et S' et ne coupe la droite G qu'en ces deux points S et S^ 

On sait encore que , lorsque deux cônes du second degré ont deux plans tangents 
communs, ils se coupent suivant deux courbes planes qui sont alors deux sections 
coniques. 

Si donc on conçoit un plan vertical R sur lequel on trace deux sections coni- 
ques A et Â^ ayant en un point x un contact du second ordre, et si par ce point x 
on conçoit une droile G et âuv cette droite G deux points S et S^ ces points pour« 
ront être considérés comme les sommets de deux cônes (S, A) et (S', A% lesquels 
seront en contact tout le long de la génératrice G et la courbe I intersection de ces 
deux cônes passera par les points S et S' et ne coupera la droite G qu'en ces seuls 
points S et S'. 

De plus, en établissant que les deux courbes A et A' ont un contact du second 
ordre, c'est établir que les deux cônes ont deux plans tangents communs (ces plans 
tangents étant successifs et infiniment voisins) se coupant suivant la droite G. 

Donc les deux cônes ainsi construits se couperont suivant deux sections 
coniques, et l'une de ces sections coniques ne sera autre que la droite G, laquelle 
jouera dans ce cas le rôle de parabole. 

La conique plane du troisième .degré ne peut donc présenter dans son cours 
de point pour lequel le rayon de courbure soit inGni. 

Les diverses recherches précédentes, touchant les formes que peut présenter 
laconique plane du quatrième et du troisième degré, sont très-incomplètes; 
mais, cependant, tout incomplètes qu'elles sont, elles doivent nous faire cou* 
cevoîr l'espérance de voir un jour la géométrie descriptive nous fournir une 
collection d'^ure^ représentant le tracé exact de toutes les formes variées que 
peut présenter la conique plane du quatrième et du troisième degré. 

Et de plus , ces recherches ne nous donnent-elles pas le droit de dire que la 
géométrie descriptive n'est pas seulement un ar/ donnant les moyens de représenter 
rigoureusement les formes de l'espace limité par des surfaces, mais qu'elle est 
vraiment une «dence, puisqu'elle permet de découvrir certaines propriétés géo- 
métriques dont les surfaces et les courbes jouissent, en vertu de leur forme et de 
leur mode de génération ; et de découvrir aussi toutes les propriétés géométri- 
ques relatives aux relations de positions qui peuvent exister entre certains 
groupes de points, de courbes ou de surfaces. 

Aussi , je crois que l'on peu t dire que la géométrie descriptive j ou la langue graphkfue^ 
est éminemment apte à exprimer et à faire découvrir les relations ée position y et que 
tanalysey ou la langue algébrique^ est éminemment apte à exprimer et à faire décou- 
vrir les relations métriques. 
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Dans ce qui précède, nous avons, en ne nous servant que des méthodes de la 
géométrie deêcriptive^ essayé d'établir Une nomenclature des coniques du quatrième 
et du troisième degré, en fondant cette nomenclature sur les pabus sifiguliers que 
les diverses courbes composant cette famille pouvaient présenter. 

Nous allons maintenant démontrer que la projection, sur un plan , de la courl>e 
à double courbure , intersection de deux surface du second degré , est toujours 
une conique plane du quatrième degré, et, dans certains cas, une conique plane 
du troisième degré. 

TffiORÊME i . Par huit poinU riiué$ trois à troiê dan» des plans différents , on peut 
totgours faire passer deux surfaces coniques du second degré; ou, en d'autres termes : 
par les huit poinis- sommets d^un octogone gauche (demi, par conséquent, trois câtés 
consécutifs ne sont pas situés dans un même plan), on peut toujours fmre passer deux 
cônes du second degré. 

Démonstration. Par huit points situés trois à trois dans des plans différents^ on 
peut faire passer une infinité de surfaces du second ordre, puisque neuf points 
situés trois à trois dans des plans différents déterminent toujours une sur&ce du 
second ordre , et qu'ils n'en déterminent qu'une seule. 

Parmj toutes ces surfaces du second ordre déterminées par huit points de l'es- 
pace , ne peut-il pas exister un cône du second degré ? 

Et si un cône du second degré peut toujours passer par huit points situés dans 
l'espace et placés trois à trois dans des plans différents, n'en peut-il passer qu'un 
seul ou plusieurs ? 

Telles sont les questions que je me propose de résoudre. 

Désignant par «, 6, y, les coordonnées du sommet d'un cône, on sait que 
l'équation générale des sur&ces coniques est de la forme : 



/y— 6 x—o\ 

(j=-y' Tir,) 



L'équation d'un cône du second degré sera donc : 



(g)V(^>.(^)(S)+c(^MS)+— 



93 



Ou, après avoir ordonné : 
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y'+Xx^ + Ez^-i-hxy — ^S 


y-2A« 


X — Ca 


z+ 6' 


H-Coa — Ba 


— B6 


— D6 


-+- A«' 


+ Dyz — Dy 


— Cy 


— 2E7 


-+■ Ey' 


• 






H-2Baê 
+ 2Ca7 
+ 2Dy6 



= (4) 



Or, si l'on se donne les coordonnées 

(x\ y\ z') , {x'\ y'\ z''),{x"\ y\ z'''), {x., y., .,) 

des huit points de l'espace , et que Ton substitue les valeurs de ces coordonnées 
à la place de (a:, y, s) dans l'équation (i), on obtiendra huit équations, dans 
lesquelles entreront les cinq coefficients A , B ^ G , D , E et les trois coordonnées 
(a , 6, y) du sommet du cône à déterminer. 

On aura donc autant d'équations que de quantités à déterminer. 

Ainsi : on petiz to9ij(mrg faire passer par hmt points de l'espace situés trais à trois 
dans des pf/ms différents une surface conique du. second ordre. 

Gela démontré , l'équation : 



H"Gxa 







(2) 



représentera toujours un cône , si l'on pose les quatre équations de condition 
suivantes : 

M H- 26 4-B«+ Dy = 

N+2Aa+B6+ Cy = 

P +- Ga + D6 + 2Ey==0 

K= 6" 4-Aa+ Ey'+ 2Ba6 + 2Gay + 2Dey 



(3) 



Or, si l'on se donne les coordonnées de huit points de l'espace, on pourra 
toujours substituer les valeurs de ces coordonnées à la place de {x , y, s) dans 
l'équation (2) et déterminer les quantités A, B, G, D, E, M, N, P, au nombre 
de huit , en fonctions des coordonnées des huit points et de la quantité K. 

Ensuite , dans les équations (3) , on pourra remplacer les coefficients A , B, C^ . . . 
par les valeurs trouvées. 
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Or, remarquons que K entre au prunier degfé dans réquatioo (2); par con- 
séquent, tes valeurs des coeflScients A , B, G,.... seront de la forme: 



:VK + U, B=V'K + U', C=V'K + U",.... 



V et U, V'et l}\ Y' et D'\.... étant des fonetions dans lesquelles il n'entre 
que les coordonnées des huit points de l'espace. 

En un mot, A, B, G,.... seront des fonctions linéaires de K. 

Les trois premières équations (3) pourront donc être écrites de la manière 
suivante : 

2S+ a (V K+ U' ) + y (V'"K+ V'") 4- (M.K+ MJ =0) 
2a (V K+U)4-6(r K+U' ) +y(V"K+l3")4-fN.K +N,)=50} (4) 
«(V"K+U")H-6(V'"K4-l]''0+2y(V,K+ U, ) + (P.K + P.)=o) 

Les équations (4) serviront à déterminer a , € , y en fonctions de K. 

Et Ton trouvera pour a , 6 , y, des fonctions du quatrième degré en K. 

Substituant donc ces valeurs de a, S, y dans la dernière équation (3), on 
trouvera une équation du huitième degré en K. 

Or, cette équation ne pourra avoir qu'un nombre pair de racines réelles; et 
comme nous avons vu ci-dessus que par huit points de l'espace, on pouvait toujours 
faire passer une surface conique, nous savons que cette équation du huitième 
degré en K doit admettre une racine réelle, et par conséquent au moins deux 
racines réelles. 

Ainsi : par kuii points de l'espace siiués trois à trois dans des plans différents y on 
peut toujours faire passer deux surfaces comques du second degré; ce qu'il fallait dé- 
montrer. 

Nous venons de démontrer que par les huit sommets d'un octogone gauche on 
pouvait toujours faire passer deux cônes du seeond degré ; il resterait à démon- 
trer qu'on ne peut faire passer que deux cônes. 

L'équation du huitième degré en K nous montre qu'il ne peut exister trois 
cônes passant par la courbe qui unit les huit points de l'espace, car K ne peut 
avoir seulement trois valeurs réelles; il faut, si K a trois valeurs réelles, qu'il 
en ait nécessairen^ent quatre. Il faudrait donc discuter l'équation du huitième 
degré en K, et prouver qu'elle n'admet que deux lacines réelles. Or, les calculs 
seraient trop longs 

L'équation en K précédemment donnée ne peut donc noub sei vir pour résoudre, 
d'une manière prompte et simple, la question posée ci-dessus. Dès k>rS; nous 
allons recourir aux considérations géométriques. 
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Désignons par G la courbe qui anit les huit points de l'espace ; par S le sommet 

du premier cône qui enveloppe la courbe G ; par S' le sommet du deuxième cône 

qui enveloppe aussi la même courbe G. 

Par la droite SS' des sommets , faisons passer un plan sécant P. 

Ce plan P coupera le cône (S^ G) suivant deux génératrices G et 6'; ce même 

plan coupera le cône (S^ G) suivant deux génératrices H et H', 

Ces quatre génératrices se couperont deux à deux en quatre points ^ qui seront 

ceux en lesquels la courbe G est coupée par le plan P, et Ton voit évidemment, 

par ce qui précède, qu'un plan ne peut couper la courbe-intersection de deux 

surfaces du second ordre en plus de quatre points. 

Désignons par m le point intersection de G et H 

m' G et H' 

m" G' et H 

m" G' et H' 

Désignons par T le plan tangent au cône (S, G) suivant G. 

T' suivant G' 

le plan tangent au cône (S', G) suivant H 

0' . «suivant H' 

Les deux plans T et V se couperont suivant une droite X. 

Les deux plans 9 et 9' se couperont suivant une droite Y. 

Les plans T et T^ couperont la droite Y respectivement aux points y et y. 

Les plans O et Q> couperont la droite X respectivement aux points x et x\ 

Les plans tangents T, T', et 0' se couperont deux à deux suivant les tangents 

à la courbe G aux divers points m , m\ m'\ m"\ 

Désignons par t la tangente au point m 

f! -m' 

I" m" 

r m'" 

La droite. . . t passera par les points m , x , y 

i . . m, âs, y 

^'' • • m'\afj y 

^ wi ,a?, y 

Or, par t et i^ par i' et f passent les plans tangents du sjfsième au cône 

(S', G). 

Or, par t et T^ par f" et i" passent les plans tangents du système T au cône 
(S, G) 

Pour qu'il y ail un troisième cône , il faudrait que l'on pût faire passer deux 
plans, Tun par i et i", l'autre par i et i". 



— 181 — 

Or, cela est impofisible , puisque i et t\ i et f ae se eoupercMit deux a deux 
qu'autant que les droites X et Y se couperont , et alors i et f se couperont en un 
seul et mâme point qui ne sera autre que celui en lequel X et Y se couperont. 

Or X et Y ne se couperont qu*autant que la court>e G ne sera autre que deux 
courbes planes A et B , en d'autres termes , qu'autant que la courbe C ne sera 
autre que deux sections coniques. 

Et alors le point de rencontre des droites X et Y sera situé sur la droite inter» 
secUon des plans des courbes A et B. 

Ce n'est donc que lorsque les deux cdnes (S, G; et (S', G) se couperont suivant 
deux courbes planes A et B que leur courbe d'intersection pourra être enveloppée 
par trois cônes du troisième degré; et dans ce cas, le troisième cône ne sera 
autre que les deux plans des courbes A et B, dont se compose la courbe G. 

Ainsi, la courbe géométrique et à double courbure qui passe par les huit 
sommets d'un octogone gauche, est située et ne peut être située que sur deux 
cônes du second degré. 

Démontrons maintenant que la courbe-intersection de deux surfaces du second 
ordre, n'est autre que la courbe géométrique passant par les huit sommets d'un 
octogone gauche. 

On sait que par huit points de l'espace l'on peut faire passer une infinité de 
surfaces du second ordre, et que par neuf points de l'espace on ne peut faire passer 
qu'une seule surface du second ordre. 

Désignons par 2 la surface du seccmd ordre qui passe par neuf points donnés; 
par S et S' les deux cônes du second ordre qui passent par huit de ces neuf points. 

Désignons par C la courbe-intersection des cônes S et S'; par B l'intersection 
de 2 et S; et par B' l'intersection de 2 et S'. 

Je dis que les trois courbes à double courbure C , B et B' ne sont qu'une seule 
et même courbe. 

El en effet : 

L'intersection de deux surfaces du second degré est une courbe du quatrième 
degré. 

Si deux surbces se coupent suivant une courbe du quatrième degré , et que 
Tune des surfoces soit du second degré, il faut nécessairement que la seconde 
surfikce soit du second degré. 

Or si le cône S et la surfiice 2 se coupent suivant une courbe B différente de 
la courbe G, comme les courbes B et G passent toutes deux par les huit mêmes 
points, il s'ensuivrait que l'on pourrait faire passer par huit points de l'espace 
plus de deux surfaces coniques du second degré. Donc , etc. 

Puisque d'après ce qui a été dit ci-dessus : VinteneciUm de deux swfaces du 
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second ardre peut ioujùurs éire ent>elappée par dêuxi eêmes du second degré , l'on n'a 
qu'à examiner les propriétés dont jouit la projection de la courbe»intersection de 
deux cônes du second degré , pour connaître toutes les propriétés dont peut 
jouir la projection de la courbe-intersection dé deux surfaces du second ordre ; 
c'est ce qui nous a engagé à donner à la courbe géométrique intersection de 
deuxsurfaces du second ordre le nom de conique àdauble courimredmquairièmedegré, 
et par suite le nom de conique plane du quatrième degré à la projection sur un plan 
de la conique à double courbure. 

Mais il peut arriver que Tun des côues enveiopant la courbe-intersection de 
deux surfaces du second ordre devienne un cylindre ; il peut arriver aussi que les 
deux cônes enveloppant cette courbe deviennent Tun et l'autre un cylindre du 
second degré. 

On doit donc , lorsque l'on considère la projection sur un plan de la courbe- 
intersection de deux cônes du second degré, comme représentant toutes les 
coniques planes du quatrième degré, supposer les cas où V le sommet de chacun 
des deux cônes , ou 2** le sommet d'un seul des deux cônes serait transporté à 
l'infini. 

Par conséquent , la projection (sur un plan) de la courbe-intersection : 
i» de deux cônes du second degré , 
2"" d'un cône et d'un cylindre du second degré, 
S^'de deux cylindres du second degré, 
représentera toutes les coniques pianes du quatrième degré. 

Lorsque l'on combinera : 1^ un cône et un cylindre, et 2^ deux cylindres ( du 
second degré ) entre eux , on devra remarquer qu'il existe trois cylindres du second 
degré : 

1^ Le cylindre ayant pour section droite une ettipse ou un cercle; 

2^ Le cylindre ayant pour section droite une parabole ; 

S"" Le cylindre ayant pour section droite une hyperbole. 

Huit points de l'espace dét^minant une courbe géométrique à double cour- 
bure, huit points situés sur un plan détermineront toujours une courbe géométrique. 

Cette courbe plane sera du quatrième degré. Si l'on prend donc l'équation 
générale des courbes du quatrième degré , et qui est : 

X* -f- hy^ + H jî^j; 
4- Ax^ + Ey' + Kxy^ 
-hftr^hFy' + I^Yi 
+ Cx -hGy +Mx'y} =0 

H- %'x 

+ Pxy 

Q 
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On pourra donner à six , des quatorze coefficients , des valeurs arbitraires et 
déterminer les huit autres par la condition que la courbe passe par les huit 
points donnés* 

On obtiendra donc la valeur de ces huit coefficients enfonclion des coordonnées 
des huit points etdes valeurs attribuées aux sis coefficients choisis arbitrairement. 

L'équation à laquelle on parviendra sera du quatrième degré et représenteira 
une conique plane du quatrième degré; par cette méthode , on n'obtient qu'une 
courbe pariiculière ^ mais par la méthode suivante on peut obtenir l'équation 
générale des coniques planes du quatrième degré^ en considérant les équations 
dedeux.eônes ayantpouc base sur le plan 0^, l' un la.courbe ayant pour équation: 
i^'-hfîur'H- nx -f ^=0, Tautrcayanipour équation : y'+aaj"+6xy+cx4-dy 4-/2=0. 

Ces deux cônes auront pour équation; le premier 

(y—èy-hmix—ay+niair-a) (»— y) -h (jf(a— 7)'=:0 
le deuxième 

ay ë, y étant les coordonnées du sommet du premier cône; 
a, S^f y étant les coordonnées du sommet du second cône. 
En éliminant % entre ces deux équations, on aura l'équation générale des 
coniques planes du quatrième degré , renfermant les quatorze constantes 

m, w, ç, a, fr, c, d,/, a, 6, y, a, S', y. 

On pourra attribuer à six de ces quatorze constantes des valeurs arbitraires; 
les huit autres seront déterminées en fonction des coordonnées des huit points 
et des valeurs attribuées aux six constantes arbitrairement choisies 9 et l'on 
obtiendrait l'équation d'une conique plane particulière. 

Mais on pourra simplifier l'équation de la conique plane du quatrième degré , 
en supposant que l'origine des coordonnées se trouve sur l'une des bases des 
deux cônes, ainsi on pourra , sans affecter la généralité de TéquaticHide la conique 
plane, supposer que qt=:0. 

Dès lors, l'élimination de 2 sera facile, et l'on aura pour l'équation générale 
des coniques planes du quatrièpie degré: 

r n(a;— «)y— (y— y—wCa?— «) * ,1* a 
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Celte équation ne renferme plus que treize constantes arbitraires , on pourra 
donc donner des valeurs à six d'entre elles, et les sept autres seront déterminées 
en fonction de ces valeurs et des coordonnées des huit points par lesquels la 
conique plane particulière doit passer. 

On aura donc une équation de condition qui devra être satisfaite. Cette équa- 
tion de condition sera celle qui établit que l'origine des coordonnées est située sur 
la section conique , base de l'un des deux cônes. 

En général , on pourrait choisir les coordonnées des deux sommets pour les 
six constantes auxquelles on attribue des valeurs arbitraires. 

On sera conduit, dans ce cas, à calculer les coefficients m , n^ûft^Cf d,fj qui , 
étant connus , permettront de construire les bases des deux cônes ; et par suite 
les deux cônes seront connus déforme et de position. 

Il est donc évident qu'au moyen de la géométrie descriptive^ on pourra tou- 
jours construire la conique plane du quatrième degré assujettie à passer par huit 
points donnés. 

Théobèhe 2. Par cinq points de l'espace et une droite, on peut toujowrs firire passer 
deux cônes du second degré. 

En effet : l'équation du cône du second degré dont les coordmnées du sommet 
sont représentées par (a, €, y) est, ainsi que nous l'avons vu ci-dessus , page 178. 



+ Ca»— B« 
+ Dyz — Dy 



y — 



2\a 
B6 

Cy 



X — 



Ca 

DS 

2Ey 



+ Ey* 
+2Ba6 
+2Cfl7 
+ 2Dey 







(1) 



Représentons par {x', y\ »')> («"> y\ 0> («i> ïi» »i) 1^ coordonnées des 

cinq points de l'espace , et par 



— oct=im{z — y)i 

— e=5«(» — y)) 



(2) 



les équations de la droite donnée dans l'espace. 

La droite devra être tout entière sur la surface conique , il faudra donc que 
les équations (1) et (2) aient lieu en même temps. 
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En tirant des équations (2) les valeurs de a: et |f et les substituant dans F équa- 
tion (1)9 on aura une équation de la forme : 

quf devra être satisfaite, quel que soit x^ on aura donc, les équations de con- 
dition : 

X»0, Yn=0, Z=0 (3) 



Or, X, Y, Z sont des fonctions des coeflBcients A, B, G, D, E, et des coor- 
données a , 6 , 7 du sommet du cône. 

En remplaçant a;, y, 2 dans l'équation (1) par les valeurs des coordonnées des 
cinq points de Tespace, on obtiendra cinq équations qui , avec les trois équations 
de condition (8) , serviront à déterminer les huit indéterminées A , B, G , D , E , 
a , 6,7. Ainsi, on aura autant d'équations que d'indéterminées ; on doit donc con- 
clure : qu'il passe toujours un cône du èecond degré , par une droite et par cinq points 
de l'espace. 

Cela posé : 

Qui nous empêche de prendre sur la droite de Tespace trois points a^ b^ Cy 
lesquels, avec les cinq points primitivement considérés, formeront un groupe 
de huit points. 

Désignant par {x\ y tT), (x'\ y\ »")> (P^'^j !/"'> O '^ coordonnées de ces trois 
points a, 6, c, on devra avoir les équations de condition suivante : 

•/' é/" 

En remplaçant x^ y^z dans l'équation (1) par les valeurs des coordonnées des 
cinq premiers points et des points 6 et 6, et ensuite par :^ et les valeurs de y' et 
de x' tirées des équations (4) , on obtiendra toujours une équation du huitième 
degré en K telle que celle que nous avons obtenue précédemment lorsque nous 
avons dminé la démonstration du théorème 1« • 

Et comme nous venons de démontrer ci-dessus que, par une droite ou par trois 
points en ligne droite et par cinq autres points de l'espace , on pouvait toujours 
faire passer un c6ne du second degré, cette équation du huitiième degré en K 
admet nécessairement une valeur réelle pour K, et comme l'équation est de degré 
pair , elle admet au moins deux valeurs réelles pour K^ 

94 
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Ainsi, par vne draiie ei par cinq points de C espace , ou par huit pomis de l'espace 
dont trois sont en ligne droite, on peut toujours faire passer deux cônes du second 
degré. 

Par conséquent , par sept points de l'espace on peut toujours faire passer deux cônes 
du second degré ayant une génératrice droite commune. 

Ainsi, réquation du troisième degré provenant de l'équation du quatrième 
degré (représentant une conique plane du quatrième degré ) divisible en deux 
Tacteurs, l'un du troisième et l'autre du premier degré, représente toutes les 
coniques planes du troisième degré. 

Ainsi ^ la projection , sur un plan , de la courbe-intersection de deux cônes du 
second degré ayant une génératrice droite commune peut représenter toutes les 
coniques planes du troisième degré. 

Pour les coniques planes du troisième degrés nous ferons la même remarque 
que pour les coniques planes du quatrième degré. 

Ainsi, les deux cônes ayant une génératrice commune peuvent être tels-que 
le sommet de l'un d'eux se transporte à Finfini^ auquel cas on aurait à considérer 
la projection , sur un plan , de la courbe-intersection d'un cône et d'un cylindre 
du second degré ayant une génératrice commune. 

On ne pourra supposer que les deux cônes se transforment en deux cylindres 
ayant une génératrice commune , car on n'obtiendrait que des droites pour l'in- 
tersection. 

Ainsi , pour avoir la nomenclature complète des coniques planes du troisième 
degré , il faudra considérer la projection sur un plan de l'intersection : 

1^ De deux cônes du second degré ayant une génératrice commune; 

2'^ D'un cône et d'un cylindre du second degréayant une génératrice commune, 
et dans ce dernier cas combiner, avec un cône du second degré, le cylindre ayant 
pour section droite : i"* une ellipse ou un cercle , 2^ une parabole ^ 3^ une hyperbole. 



§ UI. 

Le problème suivant : Consiructkm du point en lequel la courbe de contact d[une 
surface quelconque et d'une surface développabk a peur tangente ta générairicê de la 
surfilée dé^eloppaUe passant par ce point , |ieut facilement être réaolu au moyen 
des surfaces diamétrales de la surfaee courLie et de la smtfice développable 
donaéea. Et ce problème sera upe nouvelle applicaUoD de ce qui a élé exposa au 
comm^cemeot du § T' de ce troisième chapitre» 

Hachette est le premier qui se soit occupé de ce problème » et qui en ail donqé 
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la solution : il remwqaâ que ce point particulier ne pouvait exister qu'autant 
que la surface courbe avait , en ce point, des rayons de courbure dirigés en sens 
inverse, et dés lors il démontra que Thyperboloide à une nappe et de révolution, 
osculateur en ce point et à la surface courbe, devait avoir une de ses deux gêné 
ratrices droites qui se croisaient en ce point, ou i"* passant par le sommet du 
cône tangent à la surface courbe, ou 2*" parallèle aux génératrices du cylindre 
tangent à ia surface courbe, ou S* tangente à Tarète de rebroussement de la sur- 
face développable tangente à la surface courbe. 

Et ensuite, au moyen d'une courbe d'erreur, il parvint à construire le point 
cherché, dans le cas où la surface courbe étant une surface de révolution , était 
enveloppée : 1* par un cône , ou 2"^ par un cylindre. 

Depuis, j'ai repris le problème, et j'y ai ajouté quelques considérations nou- 
velles qui opt été publiées dans le Bulletin de lu Sociéié pkUomaHque (^) , mais dans 
la note que j'ai donnée à la Société philomatique , j^ai employé les surfaces 
osculatrices du second degré ainsi que Tavaitfait Hachette. 

Aujourd'hui , je vais donner une construction nouvelle de ce point remarquable; 
cette construction est moins élégante , sans aucun doute , sous le poin^t de vue de 
géométrie théoriquey que celle due à Hachette ; mais elle a un grand avantage, celui 
de pouvoir s'appliquer à toute surface courbe, et quelle que soit la surface enve- 
loppe et tangente à la surface courbe donnée ; car, il faut bien le reconnaître , 
la solution graphique du problème n'est possible qu'autant que l'on connaît les 
deux rayons de courbure maximum et minimum, pour un point quelconque de 
la surface courbe proposée lorsqu'on veut employer le mode de solutiop proposé 
par Hachette. Or, il n'est pas facile de déterminer la longueur de ces rayons de 
courbure pour toutes les surfaces, et pour n'en citer qu'un exemple, pour une 
surface définie par une suite de sections parallèles. Si cette méthode s'applique 
avec avantage aux surfaces de révolution (et remarquons que Hachette ne Fa ap- 
pliqué graphiquement qu'à ce genre de surfhce), c'est que l'on connaît immé- 
diatement, pour un point'quelconque d'une telle surface, les rayons de courbure 
maximum et minimum. 

La solution donnée par Hachette n'est donc pas générale sous le point de vue 
graphique^ quoique complète sous le point de vue géométrique ou théorique. 

Et il me sera permis de rappeler ici , car c'est vraiment ici le lieu , que très- 
souvent les solutions géométriques les plus élégantes devaient être modifiées pour 
les rendre graphiques; que souvent aussi elles devaient être abandonnées pour y 
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substitaer des solutions moins âégantes sous 'le point de vue théorique , mais se 
prêtant avec facilité aux constructions graphique$. 

I. Omstructiondu jnmi p,de la courbe de contact G, d'un cylindre P et d'une êurface 
quelconque 1, pour lequel la tangente à la courbe de contact C n*e$t autre qu'une géné'^ 
ratrice du cylindre enveloppe P. 

D'après ce qui a été dit ( § T' ) » si Ton coupe le cylindre P par un plan Q per- 
pendiculaire à ses génératrices droites^ le point p cherché se projettera orthogo- 
nalement sur le plan Q en un point p\ en lequel la section droite B du 
cylindre P par le plan Q offrira un point de rebroussement* 

On peut toujours considérer la courbe G comme étant Tintersection de deux 
surfaces, 2 qui est connu et If que Ton peut imaginer; dès lors, le problème 
proposé n'est autre qu'un de ceux résolus dans le § I*'. 

Si donc nous construisons la surface diamétrale d de la surface donnée 1 par 
rapport aux cordes de cette surface parallèles aux génératrices droites du cylindre 
enveloppe P, la surface i coupera la surface 2 suivant une courbe y, laquelle 
coupera la courbe G au point p cherché. 

11. Qmstrucûm du point p^de la courbe de contact G , d'un cône P et d'une ewface 
quelconque 1 , pour lequel la tangente à la courbe de contact G n'est autre qu'une gêné' 
ratrice droite du cône enoeloppe P. 

Désignons par G, G., G., G„ les diverses génératrices du cône, et par p, 

Pi 9 P.» Pi 9. 1^ points en lesquels ces génératrices rencontrent req>ectivement 

la courbe G de contact. 

Nous pourrons toujours projeter orthogonalement la courbe G en G^ sur un 
plan arbitraire R. 

Nous pourrons toujours obtenir les projections G', G/, 6/ G,\.... sur le plan R 
des génératrices G , G, , G,, G,.... nous pourrons toujours construire une quel- 
conque des surfaces cylindriques diamétrales du cylindre K projetant la courbe G 
en la courbe G^ 

Désignons par d la courbe diamétrale de G' par rapport aux cordes parallèles 
à G'; par Sf celle obtenue par rapport aux cordes parallèles à G/, et ainsi de 
suite. 

Les cylindres ayant pour section droite respective les couii)es d, ^9 if' 

ne seront autres que ceux qui partagent en deux parties égales les cordes du 
cylindre K parallèles ou à la génératrice G, ou à la générairice G, , ou à la géné- 
ratrice G, et qui coupent le cône P suivant des courbes D, D', D"...., les-- 

quelles courbes couperont les génératrices G/G., G.,**., respectivement en des 
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points q, q,f q^9 q^*^** et tous ces points formeront une courbe p qui coupera la 
courbe G au point p demandé. 

III. OmiiriÊCikm du poini p, de la courbe de contaet C, d*une surface développable P 
ei d'tme surface quelconque 2, pour lequel la tangente à la courbé de contact G n^est 
autre qu'une génératrice droke de la surface enveloppe et déveioppaUe P. 

Il est évident que la construction sera identiquement la même que celle donnée 
au n"" II ci-dessus. 

§ IV. 
Utilité et erupUA des courbes d'erreur. 

Problème i. Lorsque Ton a construit les projections horizontale et verticale 
de la oourbe-intersection de deux surfaces , il est souvent , et presque toujours, 
nécessaire de donner les limites de chacune des courbes-projections» afin que la 
courbe de Tespace soit le plus rigoureusen^ent représentée que faire se peut. 

Il n'est donc pas sans intérêt, sous le point de vue grapKuptej de connaître 
une méthode générale et pratique qui puisse nous permettre ^ dans tous les cas , 
de construire à l'une des courbes de projection la tangente parallèle à une droite 
donnée; ou, en d'autres termes , de construire à la courbe-projection une tan- 
gente faisant avec la ligne de terre un angle donné. 

Désignons par G la courbe- intersection des deux suriaces 2 et 2^; par G* sa 
projection horizontale , et par G^ sa projection verticale. 

OésignMS par B une droite de direction arbitraire et tracée sur le plan hori- 
zontal. 

On demande de construire à la courbe C^ une tangente parallèle à B. 

Pour résoudre ce proUéme, rappelons-nous que si l'on donne un point x de 
la courbe G, la tangrate en ce point x s'obtient par Tint^arsection de deux plans 
tangents au point x , l'un T construit pour la surfiice 2 , l'autre T' construit pour 
la surface i. 

Dès lors considérant une suite de points oi"^ x'\ x"^^ de la courbe G\ nous 

pourrons construire en chacun de ces points les tangentes 8*, 0'^, S'"* pour 

obtenir les pieds sur le plan horizontal, ou, en d'autres termes, les traces 
horizontales des tangaites 6, 0", S"',.... on déterminera les traces horizontales 
des couples de plans T et T' tangenu en x, T, et T/ tangents en x'^ etc.; les points 
a 9 a', €l' en lesquels se coupent deux à deux ces diverses traces horizontales , 
seront les traces horizontales des tangentes 0, 6', e'',.... , etc. 
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Cela posé : 

Menons par le pointa une droite B, parallèle à B; abaissons du point x^ une 
perpendiculaire sur B, et la coupant au point b. 

Faisons la inème construction pour chacun des points a', a'\ . . . nou« obtiendrons 
une suite de points 6, b\ b"j.... qui détermineront une courbe d laquelle coupera 
la courbe G* en des points pour chacun de6t|iieUia tangente Mra parallèle à B. 

Au lieu d'abaisser du point a!" une perpendiculaire sur B. , on aurait pu mener 
par a!" une perpendiculaire sur 6\ laquelle aurait coupée B. en un point d et tous 
les points obtenus de la même manière, et ainsi rf, cT, (f\.... auraient déterminé 
une courbe y qui aurait coupé la courbe G* en des points pour chacun desquels 
la tangente aurait été parallèle à B. 

On aurait encore pu, du point a comme centre et avec un rayon égal à al'a, 
décrire un cercle , lequel aurait coupé la droite B, en un point k , et tous les points 

homologues ky k\ k"y auraient déterminé une courbe fz, laquelle aurait 

coupé la courbe G* en des points pour chacun desquels la tangente aurait été 
parallèle à B. 

H est évident que les trois courbes d'erreur 8 y y, juc , doivent toutes se couper 
en des mêmes points situés sur G^. 

De sorte que les trois constructions peuvent réciproquement se servir de 
vérification. 

Gelte construction graphique n'est pas très -longue, car Ton peut, au moyen 
de l'équerre et de la règle, fixer d'une manière grossière la position du point qui, 
situé sur G\ donm^rait une tangente parallèle à B, et prendre avant et après ce 
point un certain nombre de points x , x\ x"y x\ .... de la courbe G*, et exécuter 
pour chacun d'eux les constructions précédentes; l'une quelconque des trois 
courbes d'erreur d, y, fx, déterminera d'une manière, sinon rigoureuse sous le 
point de vue géométrique ou théorique, du moins d'une manière très-suffisamment 
approchée pour la pratique , et par conséquent rigoureuse sous le point de vue 
graphique y le point de la courbe G* pour lequel la tangente sera parallèle à la 
droite B donnée de direction sur le plan horizontal de projection. 

La construction que nous venons de donner est générale, mais elle peut être 
modifiée suivant les cas particuliers. 

Prenons pour exemple deux surfaces de révolution dont les ates se coupent , 
et proposons-nous de trouver la tangente à la projection verticale de la courbe* 
intersection de ces deux surfaces, cette tangente étant assujettie à être perpendi- 
culaire à la ligne de terre. * 

(Nous n'avons pas besoin d'exécuter l'épure, tous ceux qui ont suivi un cours 
de géométrie descriptive connaissent cette épure. ) 
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Et d* abord, ikisons remarquer que lorsque Toû a une surfaee de révolution, la 
normale en un point de cette surface se détermine facilement sans que l'on soit 
obligé de construire le plan tangent en ce point; pour toirtesles autres sur- 
faces y la construction ôe la tangente exige la connaissanee des tracer du plan 
tangent. 

Aussi, ne peut^n employer ;, pçur construite, la tangente en un point de 
Fintersection de deux surÊices, la méthode dite : du pUtn des éeux mrmêle$ 
qu'autant que {es dei^L. surfaces sont l'une et l'autre de révolution. 

Dans lecaf proposé, la projection Yorticale de la tai^ente 9 en un point xé^ 
la courbe C intersection des deux surfaces de révolution 2 et il sera donc , ainsi 
qu'on te sait, perpendiculaire à la projectîoa verticale D"" d'une verticale O du 
plan des deux normales N pour 2 et N' pour 2', les deux normales N elN'së croi- 
sant au point x. 

Gela posé : 

Il est évident que puisque la tangente à la courbe C^ doit être perpendicu«- 
laire à la ligne de terre, il faut que la droite D^ soit aussi perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

Dés lors , nous prendrons plusieurs points sur la courbe G^ avant et après le 
point qui , déterminé grossièrement au moyen de la règle et de l'équerre ^ serait 
celui pour lequel la tangente parait (â VoAt) devoir être perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

Désignons ces points par Xyx', x\ x\ .... ; par chacun d'eur nous mènerons des 
cordes perpendiculaires è la projeeUon verticale Â^ de l'axe Â de la surface 2 
(lequel axe Â est supposé vertical). 

Ges cordes couperopt la coiirbe méridienne M de la surfiaice 2 en des points 
m, m\ m\ m'\ .... ; en ces points nous mènerons des normales à la courbe II , 
lesquelles coupeconl Taxe Â en des points.o> o, o\ q'\^.*.. ; par ks points o, o, 
o'\ o'''...«. nous mènerons une suite L, L^ V^ L'^\... de, droites parallèles. à la 
ligne de terre» . 

Par les méfies poiatsra;, x^ tié\ x"y.,.. nous mènerons une suite de cordes 
pecpendioi^^aîreaà la pn^ection verticale A'* de l'axe A' de la surfiice2', lesquelles 
couperont la courbe méridienne M' de cette surface en des pointe n, n'y n'y n'''^ .... 
En ces divers. poHits^ nous construirons les normales de la courbe Mf, lesquelles 
couperont Taxe A' en des points 9, q', q", /'V** «Vivons joindrons par des droites 
lesfpoints o elqyç, ^tq'y ^' et q'-j... etc. 

*Puis9 dq poinl comme- cratre et avec oq pour rayon, nous décrirons un are 
4e eèreleiqifi couperft la droite. L en un point ^^ Faisank la même construetion 
pour. (thaiSHnf des pointSiO^, d'y o'^..i.,.» elc*, tes djivers points 6, 6', b"y déler* 
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mineront une courbe i laqpielle coupera la projection t«rticale Af^ de Taxe kf en 
un point a. 

Menant par a' une parallèle à la ligne de terre , die coupera la projection ?er* 
ticalede Taxe A en un pointa. 

Menant par le point a une normale à M, on aura le point y, en lequel cette 
normale coupe la courbe M ; menant par le point </ une normale à li% on aura le 
point y\ en lequel cette normale coupe la courbe M\ 

Enfin, menant par y une perpendiculaire sur A^ et par y une perpendiculaire 
sur Af\ ces deux droites se couperont en un point z situé sur €% et pour ce point 
la tangente à C sera perpendiculaire à la ligne de terre. 

. Problème 2. Imaginons trois surfaces 1 , 2', If' se coupant deux à deux , et 
désignons par G la courbe-intersection de 2 et 2^ et par G^ la courbe-intersection 
de 2^ et l'\ 

On propose de déterminer le plan tangent aux courbes G et G^ qui sera perpen- 
diculaire au plan horizontal. 

Il est évident que la question n'est autre que celle-ci : construire à G^ et C'^ 
une tangente commune, laquelle sera la trace horizontale du plan demandé. 

Pour résoudre le problème énoncé en les derniers tarmes ci-dessus , il faudra , 
au moyen de Téquerre et de la règle , fixer d'une manière grossière la tangente 
commune demandée. 

On aura donc un point x sur G et un point y sur G' pour points de contact 
demandés , mais très-grossièrem^it déterminés l'un et l'autre. 

Pour obtenir une position de chacun de ces points plus approximative > on 
fera la construction suivante : 

On prendra sur la courbe G\ avant et après le point â^, un certain nombre de 
points x'\ x"\ x"\ x''^ etc. 

Pour chacun des points x\ x'\ d'\ .... de la courbe G , on construira rigou- 
reusement les tangentes e', ^'\ h"\ etc., et l'on obtiendra dès lors les tangentes 
e'*, 9"*, r*, etc. à la courbe G*. 

On construira ensuite, par les méthodes exposées ci*dessus lorsque nous avons 
résolu le f)ro6/ém6 i , les tangentes f'\ f^^ t^''*,.... à G'^qui seront respectivement 
parallèles aux tangentes e'\ 9''*, 9'"*.... 

On obtiendra donc les points y'\ y"*,y'"*,.... en lesquels les droites Y*, i'% i'"*. . . 
sont tangentes à la courbe G'*. 

On pourra dès lors abaisser, des points y'^, y"^y y"^^ etc., des droites respective- 
ment perpendiculaires aux droites 9^^, 9''\ 9'''\ . . • lesquelles seront coupées par ces 
perpendiculaires ou normales en des points s', %"j %"\ etc. Tous ces points déter- 
mineront une court>e d'erreur d, laquelle coupera la courbe G^ au potM j^. 



— 193 — 

Si des points td^^ x"^^ ai^^^.... on avait abaissé des perpendiculaires sur les 
droites ï^^ i'^, f^.... ces perpendiculaires auraient coupé respectivement les 
droiies sur lesquelles elles étaient normales en des points p", ip'\ f"\ . . lesquels 
auraient donné une courbe d'erreur y qui aurait coupé la courbe G^ au point af". 

Les points / et a^ ainsi déterminés seront ceux pour lesquels la droite qui les 
unit sera une tangente commune aux deux courbes G^ et C'*. 

Problème 3. Proposons-nous de construire sur une surface donnée 2 : 

i"" Les courbes dtégak teinte réelle; 

2"" Les courbes d'égale teinte apparente. 

Première question. Lorsqu'une surface 2 est éclairée : l"* par un point lumineux /, 
ou 3"* par un faisceau de rayons parallèles et lumineux L , on désigne par couii>e 
d'égale teinte réelle la courbe tracée sur la surface 2 et telle que pour chacun de 
ses points a; le plan tangent T à la surface 2 fait un angle a constant : i"" avec la 
droite qui unit chacun des points x et le point / , 6u 2* avec la droite qui passant 
par chacun des points x est parallèle à la direction L du faisceau lumineux. 

Si Ton désigne par I l'intensité d'un rayon lumineux , on sait que (I . sin a) ex- 
primera l'intensité de la lumière sur la facette de la surface 2 faisant un angle a 
avec te rayon lumineux qui vient frapper obliquement cette facette. 

Il faudra donc, pour construire une courbe d'égale teinte réelle, chercher sur 
la surface 2 tous les points x pour lesquels le plan tangent à la surface 2 foit avec 
le rayon lumineux un même angle a. 

Pour cela , imaginons sur la courbe 2 une suite de courbes i,iff d^^.... ; pour 
chacun des points de la courbe d concevons les normales à la surface 2 ; ces 
diverses normales formeront une surface réglée qui sera en général une sur&ce 
gauche et que je désigne par A ; nous aurons donc une suite de surfaces réglées 

Q>rrespondant aux courbes i^ ^^ H' 

- Ainsi, A pour d, A' pour d", A'' pour H'.... etc. 

Si maintenant je considère la courbe i : 1*" comme la base d'un cône G ayant 
le point / pour sommet^ ou S"" comme la base d'un cylindre B ayant ses généra- 
trices parallèles Ma droite L , il faudra chercher laquelle des génératrices droites 
du cône G ou du «ylindre B fait avec Tune des génératrices droites de la surface A 
un angle S complément de l'angle a donné. Il faudra donc prendre sur la courbe d 
une suite de points Xj x'j x"^ 4c"y,... construire les génératrices G, G^ G^V**- 
du cône G ou. du cylindre B passant par ces points ; construire les normales N , 
N', K\.... de la surface 2 et passant par ces points (ces normales N, N', N^',.... 
seront les génératrices de la surface A); 

Gela posé : 

l"" Dans le cas d'un point lumineux / ou du cône G, on mènera dans le plan 
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G, N) et par le point l une droite H faisant avec N i'angle S ; les droites N et H 
se couperont en un poiftt< a. 

Dans le plan {G\ N') et par le point /» on mènera une droite .H' Êûsanâ avec N' le 
même angle g; les droites N' et H' se couperont en un point a , et ainsi de suite. 

Les divem points a^ a\.... détermineront une courbe X , laquelle coupera la 
courbe i en un point y pour lequel l'intensité de k lumière sera représentée 
par (I . sin u). 

On fera de même pour les courbes if, H', etc. , et Ton obtiendra ainsi une suite 
de points y sur 3; y sur d';.... qui pourront être unis par une courbe y; cette 
courbe y sera sur la surface 1 une courbe d'égale teinte réeUe pour laquelle 
cfaaeun de ses points sera frappé par un rayon lumineux émané du point / sous 
l'angle a. 

Faisant variecr l'angle a et par suite l'angle S, on construira lea diverses courba 
d'égales teintes réelles y, -/, y': ... 

2"* Dans le cas d'un faisceau lumineux L ou du cylindre B. 

On mènera les divers plans (G, N), (G", N% (G'', N'"),.... ; à partir du point x^ 
on portera sur G une longueur P, éL on aura un point 2; à partir du point oe', on 
portera sur G' la. même longueur P^ eton aura un point %\ et ainsi de suite. 

Les divers poi n ts « , 2', z^'. . « . détermineront une courbe i, tracée sur le cylindre B 
et équidistante de la courbe i. 

( d, ne sera donc autre que la courbe d transportée parallèlemeat à ellâ^mème 
sur le cylindre B à une (Ustance P. ) 

Par les points Xj x\ x'\,... on mènera des droites Y, Y, Y"|..«. situées respec- 
tivement dans les plans (G5 N), (G', ]S^)f (6\ N'%.«..et faisant respectivement un 
angle 6 ( complément de l'angle douMa) avec les normales N^ N', N'^•.. 

On portera sur ces droites V, Y', Y"'...., et à partir respectivement des peinte 
Xy sfy x\....j la longueur constante P; on obtiendra ainsi une suite de points tr; 
v\ v\ .... qui détermineront une courbe R. 

Les deux courbes R et d, se couperont en un point r par leqfuel passera k gé- 
nératrice du cylindre B veiiapi frapper la sur&ce 2 sous l'angltMloniié a et en un 
point y situé sur la courbe i. m ' 

On fera la même construction et ea employant le même angle S pour les 
courbes if, if\ d"',....; on aura dès lors une suite de points y^ y\ y"i^*** qui 
détermineront une courbe y, laquelle sera sur la surface 2 une courbe d'égale 
teinte réelle, dont tous les points seront frappéssous le mèma angle &, par le faisceau 
lumineux L. 

En faisant varier l'angle a et par suite l'angle S, on obtiendra d'autres* courbes 
d'égale teinte réelle y', y", y''',.... 
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Deaaàème question. L'œil peut être situé à l'infini sur une droite A donnée de 
direction ou en un point o de l'espace. 

i** Si par les divers points de la courbe d'égale teinte réelle y on mène des 
parallèles à A, on formera un cylindre B, ; 

2"" Si par les divers points de la courbe d'égale teinte réelle y, on mène des 
droites passant par le point o, on formera un cône G.ayant le point o pour 
sommet. 

Toutes les génératrices droites du cylindre B, et du cdne G, ne feront pas 
avec la surface 2 le même angle. 

Si l'on considère les diverses courbes d'égale teinte réelle 7', y'', y'",..- , on 
aura une suite de cylindres B/, B/', B/", .... ou une suite de cônes C/, C/', C/'', .... 

Gela posé : 

Si l'on considère deux droites X et Y se croisant en un point m d'une surface Ij 
et faisant avec le plan T tangent en m à cette surface Z, la première un angle a 
et la seconde un angle a,. 

Si l'on mène par le point m deux plans , l'un P perpendiculaire à X et l'autre Q 
perpendiculaire à Y ; et si l'on considère sur le plan P une surface élémentaire E, 
sa projecti#n oblique sur le plan T (cette projection étant faite par des droites 
parallèles à X) ,* sera égale à (E . sin « = E') ; si l'on projette la surface E' «ur le 
plan Q (cette projection étant orthogonale, et par conséquent faite par des droites 
parallèles à Y), on obtiendra une surface E'' qui sera égale à (E\ sin a,), ou égale 
à (E .sin a sin a,). 

Lorsqpi'il s'agit de rayon lumineux , Tintensité I peut être représentée par un 
carré dont le côté est ^al à l'unité linéaire; dès lors , l'intensité du rayon lumi- 
neux i]ieut être prise pour unité, et (I . sin a sin o,) exptrimera 'l'intensité de la 
lumière observée, sur la facette delà surface 2 située en m, par un <ri>servateur 
dont l'œil serait placé en un . point arbitraire de la droite Y ; mais les lignes qui 
représentent les sinus devront être prises dans un cercle ayant pour rayon l'unité 
linéaire choisie pour représenter le côté du carré I. 

Dès lors, puisque tous les points-facettes de la courbe y ont une teinte égale et 
exprimée par : I sin a ; que tous les points-facettes de la courbe / ont une teinte 
égale et exprimée par : 1 sin a , et ainsi de suite ; il faudra chercher sur ces cour- 
bes 7, y\ y" y..*, les points pour lesquels on aura : 

I sina 8in«, î= J' 
I sin a sin a/ = V 
sm a sin a, = 1 

etc. 



D'où Ton tirera : 
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sin a c= -=r . -: — 

' 1 sin X 

. , r 1 

Sina. =y .jr^, 

,, ^ r 1 

■ r 

etc. 



I au a 



On obtiendra donc les angles a.» a/, a/',.... sous lesquels l'une des facettes de y 
ou de y'f ou de y\.... doit être frappée par une droite Y, passant par un point o 
fixe ou parallèle à une droite A^ pour que toutes ces facettes , quoique réellement 
inégalement teintées , apparaissent à l'œil situé en o ou à l'infini sur la droite A 
comme étant également teintées. 

Il sera facile, au moyen d'une construction géométrique simple, de trouver 
les angles <x^ , «/, a/',.... ; et en effet : 

On construira un cercle J d'un rayon arbitraire p , et l'on regardera ce rayon 
comme étant l'unité linéaire. 

On prendra sur ce cercle un arc mesurant l'angle a ; on construira l'angle a ; on 

prendra une ligne plus petite que p, et qui soit égale à : - . p (p et 9 étant des 
nombres entiers; et comme V est toujours plus petit que I, q devra être toujours 
pris plus grand que p ; en un mot - sera toujours une fraction , alors l'intensité I 

de lumière sera représentée par p' et l'intensité V sera représentée par : \^ . p' j\ 

La droite qui est égale à ( sin a ) et la; droite qui est égale à : f -. p j étant placées à 

angle droit, on construira un cerclé^ J' qui , passant par teurs extrémités , soit tel 
que son centre se trouve situé sur là ligne qui est ^ale en longueur à : sin a, 
droite qui sera prolongée si la 'construction l'exige. 

Ce cerclé coupera ta lignto qui est égale à : sin a (et sur son prolongement) en 
un point , et l'on aura alors dàe ligne qui sera égale à : sin a. ; ou, plus sim- 
plement,- on 'construira tine ligne qui soit troisième proportionnelle entre les 

lignes (sin «) et T- p j et cette troisième proportionnelle sera la ligne (sin a.). 

Portant lé double de cette ligne ( sin a. ) comme corde sur le cercle J , on aura 
en lamtoîtiéderarcsôutendu, celui qui mesure l'angle a, cherché. 
On fera de même pour obtenir les angles a.', «,''.... 
Cela fait : 
On concevra ou le cône G., dans le cas cTaoi poim /aontiMix, ou le cylindre B,, 
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dans le cas d*ua rayon de lumière , ayant pour directrice la courbe d'égale teinte 
réelle y] on construira la surface Z formée par les normales menées à la surface l 
par les divers points de y. 

Et Ton cherchera parmi toutes les génératrices du cône C, ou du cylindre B, , 
celle qui fait avec Tune des génératrices droites de la surface normale Z un angle Sx 
complémentaire de l'angle a,. 

On obliendra ainsi un point y, situé sur y. 

On fera pour la courbe y la même chose. 

Ainsi : i"* on construira la surface Z' formée par les normales à 2 et lesquelles 
passent respectivement par les divers points de la courbe y\ et 2* on cherchera 
parmi les génératrices du cône C/ou du cylindre B/ qui ont pour directrice la 
courbe y\ celle qui fait avec Tune des génératrices droites de la surface Z' un 
angle 6/ complémentaire de Tangle «,"; et Pon obtiendra un point j^/ situé sur y\ 
et ainsi de suite. 

Les divers points y^^ y,% yj\.*.. formeront une courbe y. qui sera une courbe 

d'égale teinte apparente, et dont l'intensité sera représentée par : 1'=^ ^ p^ 

Pour avoir une autre courbe y/ d'égale teinte apparente , on supposera que : 

*Isina sjna.t=3^p'5=V- 

On construira , comme on l'a fait précédemment , les angles a, , a/, a/', et 

ensuite on construira les points y,, y/, y,'^*--* qui détermineront la courbe y,. 

r/a 

On obtiendra de même les courbes 73 correspondant à : ^ p' et y 4 correspondant 
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à : —;; p% et ainsi de suite. 

La solution que l'on vient de donner est générale ; elle peut s'exécuter dans 
tous les cas ; elle est longue , il est vrai , mais enfin elle ne sera jamais en défaut. 

Examinons si cette construction peut se simplifier, soit en vertu du mode de 
génération de la sur&ce 2, soit en vertu de certaines propriétés géométriques 
dont cette surface 1 jouira comme surface particulière. 

Nous allons prendre plusieurs exemples , et démontrer que les simplifications 
ne peuvent exister que pour la construction de la courbe y, et non pour la con- 
struction de la courbe y^ 

Premier exemple. Supposons que la surfoce 2 est une sphère. 

Nous pourrons considérer la sphère 2 comme une surface de révolution ayant 
pour axe de rotation son diamètre F perpendiculaire au plan horizontal. 

Nous pourrons prendre pour les courbes 9, d^, ^'^...• les divers cercles perpen- 
diculaires^ à l'axe F. 
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Dés lors 9 toutes les normales , à la surface spbérique 1 , menées par les di wra 
points d'un parallète S, formeront un cdne detéfohition ayant la droite F pour 
axe et le centre S de la sphère 2 pour sommet. 

Si l'on suppose un point lumineux /, le cône (/, d) e^ra un eône oblique du 
second degré; il faudra chercher le point de 3 pour lequel la générstrice du c6ne 
(/, i) fait avec la génératrice du cône (S, i) un angle donné a. 

Lia méthode la plus courte sera d'employer une courbe d'erreur ^ ainsi que 
nous l'avons indiqué dans la solution générale. 

Mais si l'on suppose un faisceau lumineux L , il faudra chercher le point de i 
pour lequel la génératrice du cylindre (L , d) fera avec la génératrice du cône (S, 3) 
un angle donné a. 

Dans ce cas, la méthode de la courbe (Ferreur peut ôtre remplacée avec avan- 
tage par la construction suivante : 

On mènera parle centre S de la sphère 2 une droite F' parallèle au faisceau 
lumineux L ; on regardera F' comme l'axe d'un cône de révolution E dont le 
demi-angle au sommet S est égal à l'angle donné a; et l'on cherchera la section 
conique ^, intersection de ce cône E par le plan du parallèle d; d et s se couperont 
en des points qui appartiendront à la courbe y d'égale teinte réelle et dont la • 
teinte en chacun de ses points sera exprimée par : I sin a. 

• On pourrait encore couper les cônes de révolution E et (S , i) par la sphère 2 ; 
le cône E serait coupé suivant suivant un cercle ii et le cône (S, 3) suivant le 
cercle d; les deux cercles ii élise couperont en deux points qui appartiendront 
à la courbe y. 

Les courbes d'égale teinte réelle y, y\ y^"».... étant déterminées sur la sphère 1 
soit dans le cas d'un point lumineux /, soit dans le cas d'un faisceau lumineux L, 
cherchons les courbes d'égale teinte apparente y, , y/^ y/^-«- soit dans le cas où 
l'œil du spectateur est situé en un point o, soit lorsqu'il est placé à Tinfini sur 
une droite donnée A. 

Les normales à la sphère 1 menées par les divers points de la courbe y forme- 
nont un cône ajant son sommet au point S centre de la sphère. 

Il faudra donc chercher sur y le point pour lequel la génératrice du cône (S , y) 
fait avec la génératrice du cône(o, y) un angle a, satisfaisant à la condition: 

sina sin«,=Sp* 

Ce point s'obtiendra plus promptement par l'eMploi d'une amrbe d'erreur 
que par toutes autres constructions. 

Ou bien il feudra chercher sur y le point pour lequel la génératrice du 
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cAne (S,y ) &it »ee lecyliiiàre{à, 7) un angle <z. satiafoisani à la condition : 

P % 

Sin a sm a,= — p • 

Dans ce cas, on pourra employer ou une courbe d'erreur ou la construction sui- 
vante : par le point S on mènera une droite A' parallèle à A ; on regardera la 
droite A' comme Taxe d'un cône de révolution E'dont le demi angle au sommet 
est égal à Tangle «, et dont le sommet est en S ; et l'on cherchera les génératrices 
d'intersection des deux cônes (S, y) et E\ ces deux cônes ayant même sommet S. 

Ces génératrices couperont y en des points qui appartiendront à la courbe 
d'égale teinte apparente y,. 

Or, pour chercher l'intersection des deux cônes (S , y) et E', il est évident qu'il 
suffit de chercher l'intersection du cône E'et de la courbe y; par conséquent, il 
faut chercher la projection verticale de la courbe i intersection du cône E' et 
du cylindre projetant horizontalement la courbe y. Et comme l'on connaît les 
projections y^ety^de la courbe y (car je suppose que le lecteur exécute les con- 
structions graphiques à mesure qu'elles sont indiquées dans l'espace ) ^ on voit 
que Ton aura à construire les projections (* et T de la courbe l , intersection du 
cône E' et du cylindre vertical ayant y* pour section droite et en même temps 
pour trace sur le plan horizontal. 

( 4* ne sera évidemment autre que y*. ) 

Ayant construit 4% cette courbe coupera y"" en- des points qui seront les pro- 
jections verticales de points appartenant à la courbe y^. 

Mais bien considéré, n'est-il pas évident que la construction de la courbe 
d'erreur sera moins longue que la construction de la courbe k". 

Deuxième exemple. Prenons pour second exemple une surface I de révolution , 
dont Taxe est perpendiculaire au plan horizontal. 

Il n'y aura d'autre différence , dans le cas où l'on a une surface de révolution 
au lieu d'une sphère, que ceci, savoir: que la surface formée par les normales 
menées par les divers points de la courbe y , ne sera plus un cône, mais une 
surface gauche. 

L'emploi des courbes d'erreur sera donc dans ce cas préférable à toute autre 
construction pour déterminer les points de la couii)e y.. 

Troisième exemple. Prenons pour troisième exemple une surface conique. 

Nous pourrons prendre les diverses génératrices droites de la surface conique 
pour les courbes d| ^, Sf\ . . 

Des lors , la surface formée par les normales, menées par les divers points de 
la génératrice d, sera un plan. 
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Il est bien évident que si la surfece est éclairée par un point lumineux l, les 
diverses droites partant du point / pour aller s'appuyer sur la génératrice d , for- 
meront un plan ; et ces diverses droites feront chacune un angle différent avec 
le plan tangent mené au cône le long de la génératrice i. 

Par conséquent , la courbe d'égale teinte réelle y sera une courbe dans le cas 
d'un pornt lumineux. 

Mais si le cône est éclairé par un faisceau lumineux L, alors' toutes les droites 
parallèles à L feront un même angle avec le plan tangent mené le long de la gé- 
nératrice d; par conséquent^ la courbe d'égale teinte réelle y sera une généra- 
trice droite du cône donnée dans le cas d'un faisceau lumineux. 

Par les mêmes raisons : lorsque l'œil du spectateur sera placé en un point o de 

l'espace, les courbes d'égale teinte apparente y,, y/, y/' seront des courbes, 

que le cône soit éclairé par un point lumineux ou par un faisceau lumineux. 

Par les mêmes raisons : lorsque l'œil du spectateur sera placé à l'infini sur 

une droite A, les courbes d^égale teinte apparente y., y/» seront des courbes 

dans le cas d'un point lumineux , et des génératrices droites du cône dans le cas 
d'un faisceau lumineux. 

Les mêmes résultats existeront pour une surface q/lmdrique et pour une sur- 
face dévetoppable générale. 

D'ailleurs, lorsque y et yi seront des courbes , leur construction sera plus 
prompte par l'emploi des courbes d erreur que par toute autre construction, au moins 
pour la courbe y^. 

Et quelle que soit la surface 2, la construction des courbes d'égale teinte 

apparente y„ y/, y" sera toujours plus prompte par l'emploi des courbes 

d'erreur^ parce que la surface formée par les normales menées à cette surface 1 

par les divers points des lignes y ou y ou y" (courbes d'égale teinte réelle), 

sera toujours une surface gauche, lorsque ces lignes y, y\ y\.. seront des 
courbes ; excepté dans le cas où la surface 1 serait une sphère , auquel cas , 
la suriàce des normales sera un cône ayant son sommet au centre de la 
sphère. 

Problème 4. Étant donnée une surface conique du deuoAème degré par les projections 
s^ et s^ de son sommet s , et par sa trace ou base B sur le plan horizontal , construire 
l'axe A de cette surface. 

On sait qu'une surface conique du second ordre a toujours un axe A , appe- 
lant axe la droite qui, passant par le sommet, jouit de la propriété suivante, 
savoir : 

Que si par cette droite A on fait passer une série de plans P, P', P'" , 
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chacuD de ces plans coupe le cône suivant deux génératrices , dont Tangle est 
divisé en deux parties égales par cette même droite A. 

On sait aussi que l'angle des deux génératrices que Ton doit considérer dans 
ce cas est celui qui est formé par les parties des génératrices formant une même 
nappe de la surface conique. 

Et l'on sait que si Ton considérait les parties des génératrices qui se trouvent 
appartenir à des nappes différentes, on aurait un plan qui, passant par le sommet, 
serait perpendiculaire à l'axe A^ et serait un plan diamétral principal divisant en 
deux parties égales toutes les cordes parallèles à l'axe A. 

Nous devons donc supposer que la courbe B est une ellipse ou une pcarabole , 
pour que la construction de Taxe A puisse s'exécuter. 

Pour déterminer l'axe A, nous ferons la construction suivante : 

Par le sommet S , nous mènerons une droite D arbitraire, mais telle qu'elle 
perce le plan horizontal en .un point d , extérieur à la section conique B. 

Par la droite D, ncfus mènerons une suite de plans R, R", R'"....., chacun 
d'eux coupera la surface conique suivant deux génératrices droites ; nous 
diviserons l'angle des deux génératrices en deux parties égales par une droite qui 
percera le plan horizontal en un points. 

On obtiendra ainsi une suite de points x qui détermineront une courbe X , 
laquelle coupera la courbe B aux points de contact des tangentes à cette même 
courbe B^ menées par le point d. 

Par le sommet S , on mènera une seconde droite D, qui percera le plan hori- 
zontal en un point d. , extérieur à B. 

Par D„ on fera passer une suite de plans Q , Q', Q" , et chacun d'eux cou- 
pera le cône suivant deux génératrices , la droite qui divisera leur angle en deux 
parties égales , percera le plan horizontal en un pointjr. 

Tous les points y détermineront une courbe Y, qui coupera la courbe B en les 
points de contact des tangentes menées par le point c(| à cette courbe B. 

Les deux courbes X et Y se couperont évidemment en un point o situé dans 
l'intérieur de la courbe B, et ces deux courbes X et Y se couperont toujours en 
un point , et en seul point intérieur à la courbe B. 

Ce point o sera la trace horizontale de l'axe A cherché. 

Les courbes X et Y peuvent servir à démontrer l'existence de l'axe A dans les 
surfaces coniques du deuxième degré ; et par suite , l'existence de l'axe A étant 
démontrée, on peut reconnaître qu'un cône du second ordre peut toujours être 
coupé par deux plans de direction opposée , suivant des cercles , ou , en d'autres 
termes, on peut démontrer l'existence des seclions circulaires dans le cône du 
deuxième degré. 

26 
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Et en eiïet : 

La construction des courbes d'erreur X et Y indique, d'une manière cer- 
taine, que les arcs de ces courbes, compris dans l'intérieur de la] courbe B, se 
coupent toujours en un point, et en un seul point o. 

Si Ton mène les deux droites ocT et oc/, , elles couperont la courbe B, la pre- 
mière en deux points, p et 9, et la seconde en deux points , p, et q,. 

La droite (oS) divisera en deux parties égales l'angle des droites (Sp) et (S9)-, la 
même droite (oS) divisera aussi en deux parties égales l'angle des droites (Sp,) 
et (S^,), et cela est évident, en vertu du mode de construction des courbes 
X et Y. 

Si l'on mène un plan Z perpendiculaire à la droite (oS), ce plan coupera cette 
droite (oS) en un point o\ et les quatre génératrices (Sp), (S9), (Sp,), (Se/.) , du 
cône, en quatre points p., 9,, p/, 9/, lesquels formeront un parallélogramme dont 
les diagonales se croisent au point o\ 

Le plan Z coupera le cône (S, B) suivant une section conique B', qui passera 
par ces quatre points ; cette section conique ne pourra évidemment être autre 
qu'une ellipse, parce que le plan Z coupe une seule nappe de la surface conique , 
et le centre de cette courbe B' ne sera autre que le point o\ puisque les points p., 
9i9 p!j 9/9 sont les sommets d'un parallélogramme inscrit. 

Si donc l'on prend sur la courbe B' un point r\ et que par ce point / et le 
centre 0' on fasse passer une droite K'^ cette droite coupera la courbe B' en 
un second point r/, et la corde r'r/ sera divisée en deux parties égales par le 
point o\ 

La droite (oo'S) divisera donc en deux parties égales l'angle des génératrices 

(SrOet(Sr/). 

Par conséquent , la droite (oS) n'est autre qu'un axe A par rapport à la surface 
conique proposée. 

Ainsi se trouve démontrée l'existence de Taxe A pour les surfaces coniques 
du second degré. 

Maintenant si l'on conçoit le grand axe R de l'ellipse B', tout plan passant par 
cet axe coupera le cône suivant une ellipse ayant pour axe cette droite R , Tautre 
axe R' étant dans un plan passant par le sommet is et par le petit axe de B'. Si 
donc du centre o', avec un rayon , égale à la moitié de l'axè R , on coupe la géné- 
ratrice passant par ^extrémité du petit axe de B', on obtiendra deux points , 
lesquels, avec l'axe R, détermineront deux plMs coupant le cône suivant deux 
cercles. 
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Par ce qai précède, on voit que les courbes d'erreur peuvent non-seulement 
être employées comme moyen de construction , mais encore, dans certains cas, 
comme mode de démonstration. 



CHAPITRE IV. 

PROBLàMES d'oMBRKS DU GENRE DES ÉCLIPSES. 

Problème i . Constrtàre les ombres portées successivement par la lune sur la terre 
pendant les éclipses de soleil. 

Soient données trois sphères (fig. 62 ) : S du rayon R ( soleil ) , T du rayon r 
(terre) , L du rayon p (lune); en unissant deux à deux les centres S , T et L de 
ces corps, on forme un triangle SML, dans lequel je suppose que Ton connaisse 
les deux côtés STs=:D, et LT=A, et l'angle LTS=«. 

On pourra, dès lors, calculer, parles formules de la trigonométrie plane, le 
troisième côté SL= rf et les deux angles LST = 6 et SLT = y. 

Cela posé : 

Je suppose que Ton enveloppe les deux sphères S et L par deux cônes ayant 
pour axe commun la droite SL et leurs sommets situés, Tun extérieur en V, l'autre 
intérieur en Y', et que Ton cherche la courbe-intersection du cône V, et .ensuite 
du cône M' avec la sphère T (1). 

Ces deux courbes se projetteront sur le plan du triangle STL suivant des arcs 
de sections coniques. 

Si les trois corps S, T et L étaient à des distances assez petites les uns des 
autres, et si leurs rayons n'étaient pas très-différents de grandeur entre eux, de 
manière que l'on pût tracer Tépure sur une feuille de papier, on emploierait avec 
avantage les méthodes graphiques de la géométrie descriptive. 

Mais , dans le problème qui nous occupe , si les centres des trois corps sont trop 
éloignés les uns des autres pour que l'on puisse construire l'épure à une 
échelle assez grande pour permettre d'obtenir des résultats graphiques d'une 
approximation suffisante, et si, d'ailleurs , la différence qui existe entre les rayons 

(1) Désignant chacim des deux cônes par la Uttre de son sommet, ainsi qne nous désignons chacune 
des trois sphères par la lettre de son centre. 
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des trots corps est très-considérable , les constructions graplttque$ seront impos- 
sibles. 

Dès lors, on est conduit forcément à chercher (lorsque ces cas se présen- 
teront ) les équations des cônes Y et y\ et d'en conclure les équations des sec- 
tions coniques projections de leurs courbes il' intersection a\ec la sphère T. Et 
ensuite , au moyen des équations de ces courbes , on pourra les tracer par points 
sur la sphère T. 

Par cette méthode mixte » on est conduit à exécuter toutes les opérations gra- 
phiques sur une seulesphère; et dès lors , si toutefois les résultats de ces construc- 
tions n'offrent pas encore une approximation suffisante sous le point de vue 
astronomique , au moins les constructions graptùques devenant possibles , on peut 
les indiquer comme application (sinon utile, au moins de quelque intérêt^ des 
méthodes graphiques de la géométrie descriptive. 

Les deux triangles semblables SRV et LpY rectangles en R et p donnent : 



Les deux triangles semblables SK'Y et Lp'V" rectangles en R' et p\ donnent : 



H+p 



Calculons maintenant la tangente de l'angle que la droite VR fait avec la droite 
SL , on aura : 

D'où 
donc 

<f—(R_û)« , (R— p)* 

(a) co»'f= V~^ ^^^ «iP*T= y 

On trouvera de même pour l'angle <f que la droite V'R'fait avec la droite SL : 

D'où '^'-"'+"" 

Toignons le point Y avec le point T, et supposons que la droite ST soit prise 
pour axe des x et le point T pour origine des coordonnées. 
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Dans le triangle SVT on connaît les deux côtés ST jet SV et Tangie compris S , on 
pourra donc calculer Tangle YTS que je désigne par 6 ; et par suite obtenir les 
valeurs des coordonnées rectangulaires du point Y , lesquels seront : 

/= TV . sin 9 et x"^ T V . cos 9 
Et comme 

TV= ^^'^^°^ 
sin 9 

on a 

W ^"=5 .«ne et [d) a/'= — ^ 

K — p (R— p)tang6 

Pour le point V, en désignant l'angle V'TS par 9% on aura : 



R + P (R-fp) tango' 

Cherchons maintenant les coordonnées rectangulaires du point L. 
On a : 

{e) jf^ssAsina et (/) a;=Acosa 

Les équations de la droite SL, axe commun aux deux cônes, seront : 

x' — a/' , 

Les équations d'une droite B passant par le point V et non située dans le plan 
du triangle STL seront : 

et 

8=sn («—«") (2) 

L'angle f des deux droites B et SL a pour l'expression de son cosinm 

006 9 = 7-7— :z=====ziT7^==================== ^^^ 

\/in«+n>+iV/(v'-»"r+(aî^-a/')' 

Supposant que la droite B tourne autour de Taxe SV en faisant un angle con- 
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slant 9, et dès lors éliminant m et n entré les équations (i, 2, 3), on aura pour 
Téquation du cône ayant son sommet en V : 

Combinant Téquation (4) avec celle de la sphère T, qui sera : 

a:*+î^+»'=t=r (5) 

on aura l'équation de la section conique j projection sur le plan TSL de la courbe 
à double courbure intersection du cône V avec la sphère T. 

Cette équation s'obtiendra en éliminant z entre les équations (4) et (5), et sera : 

cos 9= j ' ' " ■ " 

et en réduisant 

(y - i') {}l-}i') + (0^- ^0 {^- ^') . 

chassant le dénominateur, élevant au carré et réduisant, on obtiendra : 

ABC 

y'{y'—y'y+^{y'-f)(^-'^)+a!'{x'-x')* 

+ 2w" { {af-afr C08* ^- (y'- yj sin* (p | - x^fy -y") (x' - x")l 

-H r j(y'-y'Tsiii'ç-(j/-a:'rcos>} 

+ a:"' {(ir'-a;T8in'? — (y— y")'co9>} 

-}-(yV-r'cos»(y'— y")(^— «"). • - 

Cette équation sera toujours celle d'une parabole , puisque la condition 
B^ — 4AC=:0 se trouve satisfaite quelles que soient les valeurs des coordonnées 
y y X, y'\ x". 

On substituera dans l'équation (6) à la place de x, y\ cé\ y\ cos.' 9, siii.'f, 
leurs valeurs données par les équations (a, 6,c, d^ e^f)^ et l'on pourra construire 
par points la parabole représentée par cette équation finale : 

Supposons maintenant {fig 63.) que le centre de la sphère L se meuve sur 
un cercle G ayant son centre en T^ et dont le plan fait, avec un certain plan P fixe 
et passant par la droite ST, un angle connu A. 

Supposons encore que le plan du cercle C coupe le plan fixe P suivant la 
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droite MN', et que Ton connaisse l'angle ix que les droites MN'et ST font entre 
elles. 

Supposons enfin que la sphère L soit arrivée en la position L, tçUe que la 
droite LT fasse avec NT un angle e. 

On pourra , au moyen des formules connues de la trigonométrie sphârique , 
calculer l'angle a (que b droite LT fait avec la droite TS ) en fonction de l'angle e. 

U sera donc facile d'avoir l'angle 6 (/i^. 62) en fonction de l'angle e, et d'avoir 
aussi en fonction de e la distance variable SL ou celle qui, à chaque instant, 
existera entre les centres des deux corps S el L, pendant que le centre du corps T 
parcourt le cercle C. 

On pourra aussi , au moyen des formules connues de la trigonométrie 
sphérique, calculer l'angle E que le plan LTS (que je désignerai par Z) fait avec 
le plan fixe P, et obtenir cet angle aussi en fonction de e. 

Ainsi : 

V Au moyen de la formule de trigonométrie spbérique : 

cosa==cos ecoSjbt + sinssinjuicbsA (7) 

on calculera l'angle a. 

2"" Au moyen de la formule de trigonométrie spbérique : 

. „ aînA.sinf 

8inE = : (8) 

sina ^ ^ 

on calculera l'angle E. 

3^ Au moyçn des formules de la trigonométrie plane qui servent à résoudre le 
cas où l'on connaît deux côtés et l'angle compris , on calculera la distance d 
entre les centres des deux corps S et L, et les angles Sj et 6'. 

Dès lors pour les valeurs diverses de l'angle e, savoir : e » tj t^ etc., on obtien- 
dra les quantités correspondantes , savoir : 

(a, E, d, 6, 9 et 90 , {al, E', (f, 6', 9. et 9/), («", E", d", 6", 9. et 9/), etc. (9) 

On substituera ces valeurs dans les équations (a, b, c, </, e,/), et on aura les 
valeurs correspondantes : 

cos"y, sin'ip, y", x\ y', af, — cos>., sm>., y,", a:/', y/, a:/,— cos^, , sin^, y.", a:.", y/, jr/, — etc, 

que l'on substituera dans l'équation (6) et Tonobtiendra sur les plans Z, 1\ Z", etc., 
les paraboles^ projections des courbes d'intersection des cônes extérieurs 
V, V„ V., etc., avec la sphère T. 
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En substituant les groupes de valeurs (9) dans les équations (a^ b\ c\ (f , e,/) 
on obtiendra les valeurs correspondantes (cos* 9', sin' <p', y\ x'\ y\x)f etc. , qui , 
substituées dans l'équation (6) donneront sur les mêmes plans , Z , Z', l'\ etc., 
les projections des courbes d'intersection des cônes ml^rfcur« V, V/, V/, etc., avec 
la même sphère T. 

Supposons maintenant, fig. 64, que le centre de la sphère T se meut sur un 
cercle Q situé sur le plan P, et ayant son centre en S, et que le corps T emporte 
avec lui le cercle Cet le corps L, de telle manière que pendant le mouvement, le 
plan du cercle G reste parallèle à lui-même. 

Supposons aussi que le corps T décrit un angle ( autour du centre fixe S, 
pendant le temps employé par le corps L à décrire un angle e autour de centre 
mobile T (la relation qui doit exister entre les angles ( et e, étant d'ailleurs 
supposée connue ). 

Au lieu de supposer que le corps T parcourt le cercle Q , on pourra supposer 
que le corps T reste fixe et que le corps S décrive en sens inverse un cercle Q', 
dont le centre serait celui du corps T; de sorte que le corps T étant, d'après la 
première hypothèse, transporté en T' après avoir décrit un angle g, on pourra 
supposer qu'il soit resté en T, et que le corps S se trouve transporté en S' ayant 
décrit ce même angle ^. 

Dans cet éiat de choses, on voit que l'on aura à calculer comme dans le cas 
de h fig. 63, Tangle a et l'angle E, et qu'ensuite, au moyen de ces angles et de 
l'angle ^, il faudra calculer l'angle a\ c'est-à-dire l'angle que la droite LT fait 
avec S^T. Ce que Ton fera très-facilement au moyen des formules qui donnent 
l'angle plan lorsque que Ton connaît , dans une pyramide triangulaire , deux 
angles plans et l'angle dUdre compris. 

De sorte que pour chaque valeur que l'on donnera à l'angle e, on aura la valeur 
correspondante de ( puisque l'on sait que S=/(e), on aura aussi l'angle a ainsi 
qu'on l'a dit dessus, l'on pourra dès lors calculer toutes les autres quantités (/, 
6, 6 et 6' correspondant à chaque valeur de a et l'on pourra effectuer les substi- 
tutions précédemment indiquées et obtenir enfin l'équation de la parabole qui 
correspond à chaque valeur attribuée à e. 

Construisons maintenant sur la sphère T les diverses courbes qui représentent 
les ombres portées successivement par le corps L en supposant que le corps L est 
opaque et que le corps S soit lumineux. 

Ayant tracé {fig. 65 ) un cercle C avec le rayon r, on mènera par le centre T une 
suite de droites db\ab'\ etc., faisant aveca^ les angles calculés (, X^ X\ etc., et 
correspondant aux valeurs e, s', {\ etc. 

On regardera chacune des lignes ab , ab\ a"b"j etc., comme un axe des x par 
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rapport aaquel on devra construire les paraboles X, X\ X'', etc., le point T étant 
l'origine des coordonnées pour les divers axes des x. 

On tracera les paraboles X , X', X'', etc. 

Toutes ces paraboles sont supposées rabattues sur un même plan , chacun de 
leurs plans ayant tourné respectivement autour des droites ab^ a'b\ etc. 

On se rappelle d'ailleurs que le plan de la courbe X feit , avec le plan fixe P sur 
lequel cette courbe est rabattue, un angle calculé E; que pour le plan de la courbe 
X' l'angle est E', etc. 

Dès kHTS (ayant mené une droite oy perpendiculaire à ab et une droite az faisant 
avec ay un angle E) si du point a comme centre, on décrit un cercle avec le rayon r, 
on aura une épure dont oy sera la ligne de terre; os et ab étant les traces du plan Z, 
qui contient la parabole X rabattue sur le plan horizontal. 

Il faudra donc passer du rabattement de la courbe X à ses projections. 

Pour cela la droite A perpendiculaire à a6 et le cercle B , seront les pro- 
jections d'une section circulaire de la sphère T, et cette section contiendra deux 
points de la courbe cherchée et tous les deux rabattus en un seul et môme 
point m. 

On projettera le point m en n, on ramènera le point n en g^ on tracera la droite 
pgq perpendiculaire à la droite az ; les points p et </ seront les projections verti- 
cales des points rabattus en m, et le point P sera la projection horizontale d'un 
des points. 

Dès lors , les courbes telles que X., X/, X/', etc., seront les projections hori- 
zontales des courbes, intersections des cônes extérieurs ou intérieurs avec la 
sphère T, ou les projections horizontales des ombres portées sur la terre T et suc- 
cessivement par la lune L , supposée avoir décrit dans son orbite les angles suc* 
cessifs e, t\ t\ etc. 

Jusqu'à, présent nous n'avons pas tenu compte du mouvement diurne de la 
terre autour de son axe. Pour y avoir égard, il faudra connaître l'angle que Taxe 
delà terre fait avec le plan fixe P ou le plan de l'écliptique et l'angle que la pro- 
jection de cet axe sur ce plan P fait avec la droite NN^ ou la ligne des nœuds de la 
lune. 

On pourra dès lors mener par le point T (jig. 65) un plan perpendiculaire à 
l'axe de la terre, et projeter sur ce plan les courbes X,^ X/, X/', etc., et les 
courbes X,, X,'^ X/', etc. ( qui s'obtiendront de la même manière que les court>es 
X„ X/, X/'). Gela*fait, il faudra déterminer l'heure à laquelle la lune passe au 
nœud ascendant N' et le méridien terrestre correspondant à ce nœud N^ au mo* 
ment du passage de la lune. 

Supposez l'angle t égal zéro, à cet instant, et l'on obtiendra la courbe X projetée en 

27 
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X., puis en X,, et Ton connaîtra la poeîtion dut méridien terrestre, pMsam par le 
nœud Kj par rapport à cette courbe X,. 

Supposant ensuite que t est égal à + 1% ou à H- S", ou à + 3% ou à -(- 4% 
ou à + 5% etc. , ou égal à — 1% ou à -^ 3% ou à •*«*. 3% ete. ; on aura les 
positions de la lune après ou avant le Mwd N, c*eat-à-dire au dessus ou au des- 
sous du plan P de Técliptique. 

On obtiendra les diverses courbes, telles que X,, projetée en X/, puis en \\ 

Mais, comme pendant que la lune a parcouru dans son orbite Taiigle e, la 
terre a tourné sur son axe d'un angle h (et Too connaît la relation existant en h 
et e) ; la courbe X, n'est pas placée, par raj^pwtau méridiea terrestre correspon- 
dant au point N", comme elle doit Fètre , il faut que cette courbe tourse autour 
du centre de la projection, en décrivant un angle prédsémeat égal à A, de gaucbe 
à droite si e est positif, de droite à gauche si e est négatif, et arrive en fat position X/. 

Il sera donc facile d'avoir sur cette dernière projection, exécutée sur le plan 
perpendiculaire à l'axe de la terre, les projections des ombres portées par la lune, 
en tenant compte des trois mouvements l"" de la lune dans son orbite, ^ de la 
terre dans son orbite, et S"" de la terre autour de son axe, et de placer les divers 
lieux terrestres sur cette projection, puisque l'on connaît la position occupée par 
l'un des méridiens, par rapport à l'une des ombreê pertées. 

Si l'on trace des courbes tangentes, l'une en dessus et l'autre en dessous, aux 
diverses courbes X„ X,', X,"', etc., on déterminera la zone terrestre pour laquelle 
l'éclipsé de soleil aura lieu, etc. 

i^OBLÈME 2. Déterminer C heure des phases de l'écHpse de sMl pour un lieu donné 
sur la terre. 

Supposons le soleil en S (fig. 66) et la terre en T; imaginras que le cercle 
G' soit l'orbite de la lune , le cercle G étant l'orbite de la terre. MeDOQS par le 
centre de la terre les trois axes : i"" A, axe de la terre; S"" L, axe de l'orbite de la 
lune ; 3"" E, perpendiculaire au plan de l'orbite de la terre. 

La hine se meut dans son orbite dans le sens de la flèche yx ; la terre se meut 
dans son orbite dans le sens de la flèche tq *, et de plus , la terre tourne autour 
de son axe A dans le sens de la flèche nv, c'est<-à-dire daos le sens yjcdu mouve- 
ment que la lune prend dans son orbite. 

Supposons que la terre reste immobile en sa position T , il foudra dès lors 
supposer que la lune est douée de trois mouvements, savoir : ' 

i"" De son mouvement orbitaire autour de faxe L , de sorte que la supposant 
à l'origine du mouvement en la position n, elle arrive en n' après aveir décrit un 
angle 9 dans son orbite. 
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S"" Du mouvement de te terre autour de i'axe A , mais en sens inverse ; de aorte 
qu'arrivée en fi% elle viendra en a, ayant décrit autour de Taxe A l'angle apn 

( vitesse angulaire de la terre autour de son axe A, cet angle apn correspondant 
à l'angle 9 ). 

3° Du mouvement de la terre dans son orbite, mais aussi en sens inverse, de 
sorte qu'arrivée en a elle viendra en /, ayant décrit autour de Taxe E l'angle agi 

( vitesse angulaire de la terre dans son orbite, cet angle agi correspondant à 
l'angle 9). 

Tous les points tels que / détermineront une courbe X, qui sera la courbe par- 
courue par le centre delà lune, la terre étant supposée immobile. (Tous les points 
tels que a détermineront une courbe }! , qui différera très-peu de la courbe X 
lorsque l'on construira graphiquement ces deux courbes, car l'échelle, quelle que 
grande qu'on la prenne, sera toujours trop petite, vu les dimensions du système 
solaire , pour que les courbes X et X' soient séparées l'une de l'autre d'une manière 
très-sensible sur une épure.) 

Maintenant concevons (Jig. 67) un point m sur la terre ; si l'on regarde ce point 
comme le sommet d'un cône S tangent au soleil, et qu'ensuite on suppose deux cônes 
V et V^ qui soient parallèles à ce cône S et tangents , le premier a une sphère d'un 
rayon égal à la somme des rayons du soleil et de la tune , et le second a une sphère 
d'un rayon égal à la différence des rayons du soleil et de la lune ( ces deux sphè- 
res étant d'ailleurs concentriques au soleil ), et que l'on détermine les points de 
rencontre de la courbe X avec l'un et l'autre de ces deux cônes ; désignant par i 
et if les points en lesquels le cône V est percé par la courbe X et par q et q' ceux 
en lesquels le cône y est percé par la même courbe , il est évident que : 

1** Les points i et t' seront ceux en lesquels le centre de la lune sera placé, au 
moment où l'on verra du point m situé sur la terre , la lune entrer dans le cône 
de lumière formé par les rayons solaires rasant la terre, ou sortir de ce cône 
de lumière ; 

^^Les points q.ei cf en lesquels le centre de la lune sera placé seront, l'un 
celui pour lequel on verra (du point m)le bord extérieur de la lune toucher le con- 
tour du soleil^ la lune étant entrée complètement dans le cône de lumière , et 
l'autre celui pour lequel le même phénomène aura lieu, la lune étant sur le point 
de sortir du cône de lumière. 

Il est encore évident que si, joignant le point m et le centre du soleil par une 
droite D, il arrive que cette droite s'appuie sur la courbe X en un point p; ce 
point sera le centre de la lune lorsque l'éclipsé centrale aura lieu. Si la droite D 
ne s'appuie pas sur la courbe X, V éclipse centrale ne pourra avoir lieu pour le 
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point m. De sorte que si l'on regarde le centre du soleil comme le sommet d*uD 
cône ayant pour directrice la courbe X, ce cône coupera la terre suivant une 
courbe (, qui déterminera les divers points de la terre, pour lesquelles le phé- 
nomène de l'éclipsé centrale aura lieu. 

U est encore évident : 

l*" Que si l'on prend sur la courbe X un point x\ et qu'on le regarde comme le 
sommet d'un cône langent au soleil, ce cône coupera la terre suivant une courbe 
qui passera par les divers lieux terrestres qui verront au même instant Féclipse 
centrale. 

2** Que si le point x est regardé comme le sommet d'un cône tangent à Tune des 
deux sphères concentriques au soleil et désignées précédemment , ce cône coupera 
la terre suivant une courbe pour les divers points de laquelle le même phéno- 
mène aura lieu au même instant, savoir : la lune rasant le bord du soleil, cette 
planète étant intérieure ou extérieure par rapport au disque solaire. 

S"* Que si l'on fait rouler un plan : l"* sur la courbe X et sur le soleil , 2' et 3" sur 
la courbe X et sur l'une des deux sphères dont le rayon est égal à celui du soleil, 
augmenté pour la première sphère et diminué pour la seconde sphère du rayon de 
la lune, on déterminera trois surfaces développables , qui couperont la terre sui- 
vant trois courbes, dont la première passera par les lieux terrestres qui verront, 
les uns après les autres, le centre de la lune passer sur le contour solaire , dont 
les deux autres passeront par les divers lieux qui verront aussi , les uns après 
les autres , la lune toucher le bord intérieur ou extérieur du soleil ; et tous les 
lieux terrestres autres que ceux situés sur ces courbes ne verront pas, le jour 
de l'éclipsé, les phases particulières dont nous venons de parler. 

. A"" Si l'on suppose un anneau ou surface canàle engendrée par la lune dont le 
centre parcoure la courbe X, et que l'on suppose un plan roulant en même temps 
sur le soleil et sur l'anneau et intérieurement à ces deux surfaces, on aura une 
surface développable qui coupera la terre suivant deux courbes , qui renferme- 
ront la zone terrestre pour laquelle l'éclipsé pourra avoir lieu. Placé sur les points 
de ces deux courbes extrêmes ou limites, on verra la lune s^approcher du so- 
leil, et raser seulement son contour. 

En supposant (fig. 67) que l'on connaisse Theure à laquelle la lune passe au 
nœud ascendant N' et le méridien terrestre correspondant à ce nœud au moment 
du passage de la lune, on voit de suite que lorsque la lune sera en un point t de la 
courbe X , il faudra par le point i faire passer un cercle perpendiculaire à Taxe E, 
lequel viendra couper en c' la courbe X', lieu des points a*^ puis du point l^ dé- 
crire un cercle perpendiculaire à Taxe A , lequel viendra couper l'orbite lunaire 
C" en t", et l'arc cV^ donnera le temps écoulé depuis le passage au nœud N jusqu'au 
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monent de la phase du phénomèoe arrivé lorsque le centre de la lune était en t 
sur la courbe l. 

Car le nombre de degrés compris dans Tare t't" sera à 360^, comme le temps 
écoulé jusqu'à la phase , est à 24 heures. 

Ayant le temps écoulé jusqu'au moment de la phase^ on rajoutera ou on le 
retranchera de l'heure trouvée pour le nœud N' (suivant que la lune supposée en 
isera au-dessus ou au-dessous du nœud N')^ et Ton aura l'heure de la phase. 

Si l'on pouvait exécuter l'épure à une échelle assez grande pour que les deux 
courbes X et X' fussent très-distinctes, h géométrie descriptive conduirait à une 
solution complète du problème et avec une exactitude très-suffisante , puisque 
15^ de l'arc tel que ù" valent une heure de temps. 

Les constructions graphiques ne pouvant être admises, vu l'échelle à laquelle 
on est obligé forcément de réduire l'épure, dès lors on est obligé de recourir au 
calcul comme pour le problème précédent. 

Gomme les méthodes géométriques employées énastronomie sont bien préférables 
à cdle que je vais exposer et qu'elles sont véritablement les seules applicables aux 
calculs des éclipses, pour simplifier le problème puisque je ne me propose de le 
considérer que comme un exercice^ je supposerai que la lune ne prend autour de 
la terre que le mouvement qui lui appartient dans son orbite, et je ne considére- 
rai que le mouvement de la terre autour de son axe, négligeant le mouvement de 
la terre autour du soleil ; car, les calculs se compliquent beaucoup lorsque l'on veut 
tenir compte du troisième mouvement. D'ailleursje n'ai d'autre but, je le répète, 
en écrivant ce chapitre, que de présenter quelques applications simultanées de 
la géométrie descriptive et de Canalyse appliquée à la géométrie à trois dimensions. 

Nous prendrons pour plan horizontal, ou des xg^ le plan de l'équateur de la 
terre et pour plan vertical , ou des yz , le plan perpendiculaire à la droite des 
nœuds de la lune et passant par le centre de la terre. 

L'orbite de la lune se projettera donc sur le plan vertical, suivant une droite 
gn'ifig.&è) faisant avec la ligne de terre ou l'axe des t/ (ou le plan de l'équateur) , 
un angle B, et sur le plan horizontal, suivant une ellipse dont les axes seront a 
et : a . cos B (désignant par a la distance de la lune à la terre au jour de l'éclipsé , et 
supposant que la lune décrit, pendant l'éclipsé , un cercle autour de la terre). 

Pour le jour de l'éclipsé, on connaîtra la distance D du soleil à la terre, et 
l'angle que la ligne des nœuds fait avec la droite D; on pourra donc avoir les 
équations y^=^px et %^=qx de la droite D et , par suite , les cosinus des angles a, 6, y 
que cette droite D fait avec les plans coordonnés, et aussi les coordonnés x\ tj, z 
du centre du soleil en fonction dep, qei de TangleB. 

Prenant an point m sur la terre, il sera facile d'avoir les coordonnées rectangu- 
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laîres X, Y, Z, en fonction de sa latitude, de sa longitude et du rayon r de la 

terre; on aura donc les équations : 

•/ Y ar'— X 

y-y= ^ («-*') et o>^^ j--g («-*') 

de la droite H, qui unit le point m et le centre du soleil. 
Toute droite passant par le point m et tangente au soleil, dont le rayon est R, 

fera, avec la droite M , un angle dont le cosinus aura pour valeur —I/d'' — R' , 

D' étant égal à )/{x—\y+ (y— Yy-f- (a'~ l)\ 

L'équation dû cône, ayant son sommet au point m et tangent au soleil, sera 
donc : 

et remarquant que X' + Y* + Z* = r', et que x'^ + j^» + «'» = D% on aura : 

\/^r^^__ y»'+^a^+^^"Y(y'+y)-X(a/+a:)~Z(it-+*)+r' 

ly v/D'+r*^(y'Y+^+/Z)\/y»+a?'+i?'-(yY+arX+;8Z) + r* 

Si l'on suppose deux sphères concentriques au soleil, Tune du rayon (R + p), 
l'autre du rayon (R — p) [p étant le rayon de la lune] , et deux cônes tangents à ces 
sphères et ayant pour axe commun la droite M , les génératrices de ces deux 
cônes étant d'ailleurs parallèles entre elles et à celles du cône dont le sommet 
est au point m, il sera facile d'avoir les coordonnées rectangulaires des sommets 
de ces deux cônes. En effet , désignant ces sommets par m' et m" et leurs coor- 
données respectives par X'', Y'", Z'\ on remarque que les droites mm et mm'' sont 
égales en longueur et que l'on a : 

fnm'= mnif'= cP = -~ 

Il faudra porter (t sur la droite M, à droite et à gauche du point m, pour fixer 
la position des points m' et m" sommets des deux nouveaux cônes. Ces points 
étant construits, si par. la droite Mon fait passer trois plans respectivement 
perpendiculaires aux trois plans coordonnés, celui, par exemple, qui sera 
perpendiculaire au plan xy coupera {fig. 60) ce plan suivant la droite LT, et 
l'on aura une figure dans laquelle la comparaison des triangles semblables con- 
duira de suite aux valeurs de X' et X'" en fonction de : D, B, p, cC , X et Je'. 

On obtiendra de la même manière les valeurs de Y', Y", et Z', Z" et en les met- 
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tant à la place de X, Y, Z, daDS Téquatioi) (0) ou (1), on aura les équations des 
cônes qui , par leur interaeciion at^c la courbe X , donneront la position du centre 
de 1^ lune , au mçonept d'une phase aperçue du point terrestre m. 

Cherchons maint«napt les équations de la courbe X". 

On sait que dans une ellipse on a : 

désignant par d un diamètre hn faisant avec l'aie a un angle 9' (fig. 68). L'angle 9' 
sera la projection de l'angle 9 décrit par la lune dans son orbite. 
On aura donc : 

tang 9 . cos B = tang 9' (3) 

Si du point A comme centre et avec An ou d pour rayon on décrit un cercle et 

que l'on prenne Tare np égal à 119 ( en supposant que la terre décrive autour de son 

axe un angle qui soit à Tangle décrit par la lune dans son orbite et dans le même 

temps dans le rapport n : 4 ). 

On aura : 

P9=sin (119— 9 )d=y (4) 

A9= COS. («9— f^')d^=ix (5) 

Il faudra éliminer d^ 9et 9' entre les quatre équations (2^3, 4, 5) et Ton aura 
une relation entre a; et y qui sera T équation de la projection sur le plan de Té' 
quateur de la courbe X' parcourue par le centre de la lune. 

Si l'on remarque queprz=^n^by on aura : 

z=n'g' sin fi =a sin 9. sin B (6) 

et éliminant d, 9 et 9' entre les quatre équations ( 2 ^ 3 , 4 , 6 ) » on aura une rela - 
tion entre y et s qui sera l'équation de la projection de la courbe X' sur le plan 
vertical. 

Si l'on suppose que l'orbite circulaire de la lune tourne autour de l'axe ter- 
restre A ou de Taxe des Z , on aura une surface de révolution sur laquelle la courbe 
X' sera située. L'équation de cette surface sera : 

rfcoa^B — ft*(l— cos* B)'=acos^B(af+ y) (7) 

ou 

tfcos^B— z' sin^B=:co$^B(af+y") 
ou 

(a*_ a^— y») cos* B — «'sin* B = 
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(Les équations de l'orbite lunaire étant : x = -— ==: . y et : — + ,Jj,p 
^ ^ Y\ — cos'B ^ a coin 

On n'aura donc qu'à éliminer z entre l'équation du cône (0) ou (I) (après y 

avoir substitué X', Y', Z' ou X", Y", Z" à la place de X, Y, Z) et l'équation (7) 
de la surface de révolution , et l'on aura l'équation de la projection sur le plan de 
l'équateur de la courbe ^ intersection de la surface sur laquelle la courbe X 
est située avec le cône qui détermine une phase relativement au point ter- 
restre m. 

( En comparant les deux équations (0) et (7), on voit que Télimination peut 
s'effectuer sur-le-champ. ) 

Les deux équations des projections , sur le plan de l'équateur , des deux cour- 
bes ( et X' donneront les coordonnées x et y des points de rencontre des deux 
courbes. 

Hais comme l'élimination de l'angle 9 est très-longue , on pourra construire 
graphiquement {fig. 68) les divers points p appartenant à la projection sur le plan 
de l'équateur de la courbe X' , et au moyen de l'équation de la projection horizon- 
tale de la courbe (, construire par points cette dernière courbe, laquelle coupera 
la courbe lieu des points p (en un certain point p), et dès lors du point A 
comme centre et avec Ap pour rayon décrivant un cercle qui viendra couper 
l'ellipse projection de l'orbite lunaire en un point n , le nombre de degrés com«- 
pris dans l'arc np (en comptant iS"" pour une heure de temps) donnera Theure de 
la phase. 

Cette construction graphique peut s'exécuter, puisque les courbes X et ( sont 
situées sur la même surface et que l'on pourra toujours prendre une échelle assez 
grande pour que l'approximation soit à peu près suffisante. 

Toutefois nous devons faire remarquer de nouveau que toutes les construc- 
tions que l'on pourra indiquer pour la solution du problème qui nous occupe ne 
seront jamais assez approximatives {astronomiquement parlant) pour être employées 
à prédire les éclipses de soleil et l'heure précise de leurs phases. 

Ces constructions ne seront jamais que des recherches géométriques plus cu- 
rieuses qu'utiles. 

L'élimination complète de <f , d et 9' est, comme nous l'avons dit plus haut, 
assez longue entre les quatre équations (2, 3, 4, 5) puisque it=29 environ (la 
lune mettant environ 29 jours à parcourir son orbite et la terre mettant un jour 
à accomplir sa révolution autour de son axe). 

Mais on peut facilement arriver à éliminer d et 9', car en effet : 
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Les équations (4 et 5) deviennent en développant les sinus et cosinus : 



y 

i as (co8 fKp.sin ç' — cos^'.sinfif) 



X 



— = (cosnf.cosç'+sinf'.sinfKp) 

Remplaçant ^ par sa valeur donnée par l'équation (2), on aura : 

coa fiy . siny — cob y\ sin «y 
( -5 cosV+ -r-rs - «nV V 
__ cosnç . C08 f 4" sin y' . sinnf 



Et comme 



\a* ^ * acos'B ^/ 



oog = — — et sinss— ■— ^ 

Vl+tang' \/l+taiig' 



en vertu de Téquation (3) , on aura : 



a r 1 * • > / tang ç.côs'B 

l+tang^ç.cos'B ^ l+tang'y.cos'B 



On aura donc 



_ cosny.tangy.cosB — ainny ' 
^"* / 1 1 \i 

Va' a'cos" B ^ ^ / 

cos nf-f-sin nf . tang^y • cosB 



(?+?^*«^» •«»*»/ 



Remplaçant : cos.ncp et sin.7i<f par leur valeur en : tang. itcp^ on aura : 

— tang y.cosB — tangiiy 

i (1+ tang*nyni+ tang^^r 
1 -|- tang ny. tangf • cosB 



Xss 



i{l + taiig'nf)'(l+taiig*f)' 



Les équations (9) peuventservir à résoudre le problème suivant : 

28 
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Étant donnée l' heure d'une phme, déterminer les tienx terrestres (jut, à cette heure 
donnée y verront la phase indiquée. 
Il suffira de mettre dans les équations (8) et (6) à la place de cp le nombre de 

degrés correspondant à une heure de temps (savoir ooTtôz) ^" ^^^^ ^^ ^^^ ^^ 

trois coordonnées a;,, Vo «o du point de la courbe X' qui devra être regardé comme 
le sommet d'un cône tangent à l'une ou à l'autre des sphères concentriques au 
soleil, et ayant pour rayon Rdbp. 

L'intersection de ce cône (dont l'équation sera facile à obtenir, puisqu'il suf- 
fira de mettre dans l'équation (0) à la place deX, Y, Z, les valeurs des trois coor- 
donnée or, , y, y z, , données par les équations (9 et 8) et à la place de D^ sa valeur 

i/{x— x, )'+ (y —y, )'+(« — »i )% et à la place dé R, R — pou R+p) avec la 
sphère dont l'équation est :af +t/*+2'=:r' passera par tous les points terrestres qui 
verront au même instant la phase annoncée. 

En supposant que le soleil et la lune restent fixes et que la terre prenne les 
deux mouvements, savoir : i** le mouvement de la terre dans son orbite; 2^ le 

mouvement de la lune dans son orbite, et choisissant pour plan Aesxyle plan de 
l'orbite lunaire, on pourra appliquer les équations précédentes à la solution du 
problème suivant : 

Trouver les équations des projections sur l'orbite lunaire des ombres portées successive- 
ment par la lune sur la terre pendant une éclipse de soleil. 

En effet : une courbe analogue à X' sera dans ce cas la courbe parcourue par le 
centre de la terre en vertu des deux mouvements dont on la suppose douée 
(ayant soin de donner à n la Valeur convenable). 

On pourra donc calculer les coordonnées a:,, î/i* ». du centre de la terre pour un 
angle q» donné (cette vitesse angulaire 9 étant comptée à partir de la ligne des 
nœuds et sur l'orbite terrestre) , et par suite construire par points les courbes 
intersection du cône (dont l'équation s'obtiendra facilement) enveloppant le soleil 
et la lune supposée fixe à son nœud ascendant (ce nœud ascendant étant d'ailleurs 
Forigine des coordonnées) avec la sphère terrestre dont l'équation sera : 

pour reprojeter sur le plan de l'équateur terrestre ces diverses courbes et supposer 
comme dans le premier prdblème^ que chacune de ces courbes tourne autour du 
centre de projection d'un angle fc correspondant à l'angle 9. 
Mais cette méthode serait évidemment plus longue que celle que nous avons 
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indiquée au commencement de ce chapitre, puisque les équations des projections 
des ombres portées sur le plan de l'orbite lunaire, seraient du 4* d^é, tandis que 
par notre première méthode nous étions conduits à construire des courbes qui 
n'étaient que du second degré* 



CHAPITRE V. 

DES ÉPIGYCLCIDES ANNULAIRES. 

Dans ce chapitre , nous allons examiner des épicycloîdes nouvelles et qui n^onl 
point encore été étudiées. Ce sont des courbes à double courbure engendrées 
par un point d'un cercle roulant angulairement sur un autre cercle. 

L'examen de ces courbes nous conduira à rechercher la solution de diverses 
questions relatives à l'hyperboloîde à une nappe et de divers problèmes sur les 
sections coniques. 

Nous aurons aussi l'occasion de transformer diverses surfaces en d'autres 
surfaces, et de montrer combien sont utiles, en géométrie descriptive ^ les divers 
modes de transformation que l'on est conduit à employer; car c'est la méthode 
des transformations qui peut seule permettre de résoudre certains problèmes en 
géométrie descriptive ^ ou , en d'autres termes, lorsqu'on emploie la langue graphique. 



' Des épicychndes à double courbure dites épicyclt^des annulaires. 

Concevons un cercle C dont Taxe A soit vertical, et un cercle C ayant un 
point m commun avec le cercle G et désignons par K' l'axe de ce cercle C^ 

Désignons par P le plan du cercle C et par P' le plan du cercle C Prenons le 
pïan P pour plan horizontal de projection et le plan passant par l'axe A et le 
point m pour plan vertical de projection. 

Désignons par H" la trace horizontale du plan P', par a l'angle que ce plan 
fait avec le plan horizontal, par 6 l'angle que la trace H'' fait avec la tangente 6 au 
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cercle C pour le point m, et par 6" l'angle que la trace H'' fait avec la Ungente 9' 
au cercle G^ en ce. même point m. 

Désigne ns en outre par R le rayon du cercle C, et par R' le rayon du cercle C. 

Il .est évident que si Ton se donne : 1* le rayon R; 2* le rayon R'; 3* Tangle a; 
4* les angles 6 euk ; et 5** le point m , la position des cercles C et C se trouve fixée 
d'une manière invariable dans l'espace. 

Concevons maintenant qu'au point m se trouve un anneau fixé dans Tespace 
d'une manière invariable et que deux fils , l'un F enroulé sur le cercle C et 
l'autre F' enroulé sur le cercle G' se trouvent passés dans cet anneau. 

En tirant les deux fils F et F', l'on imprimera un mouvement de relation , soit 
au cercle G autour de son axe A, soit au cercle G' autour de son axe A". Et il est 
évident que les àeux cercles G et G' (qui se croisent au point m , puisqu'ils ont 
en ce point m des tangentes difiërentes, des tangentes non superposées) roule- 
ront l'un sur r&ulre et rouleront angtdairemeni. 

Gela posé : 

Supposons que le cercle G reste fixe et que le cercle G' roule angnlairement sur 
le cercle G de manière à ce que les angles a et 6 restent constants pendant le 
mouvement, un point x du cercle G' décrira dans l'espace une courbe 5 dont 
nous allons étudier les propriétés. 

Il est évident que cette courbe d sera tracée sur la surface 2 engendrée par Je 
mouvement de rotation du cercle G' autour de l'axe A. Ainsi 1 sera une surface 
de révolution, et de plus une surface annulaire engendrée par le cercle G'. 

La courbe méridienne de cette surface sera une courbe ovale , dont il sera 
toujours facile de trouver 1 équation au moyen de Vanalyse de Descartes , ou 
d'avoir le Iracé au moyen des méthodes de la géométrie descriptive. 

Nous donnerons à la courbe d le nom d'épicyclcïde annulaire , puisqu'elle est 
engendrée par le mouvement d'un cercle roulant sur un cercle et qu'elle se trouve 
tracée sur une surface annulaire. 

Lorsque les deux cercles G et G' ont même tangente au point m, alors la 
surface annulaire est une surface sphérique passant par les deux cercles G et G', 
et dans ce cas la courbe d est une épicycloîde sphérique , courbe qui a été examinée 
avec soin^t pour la première fois par Hachette , dans son Traité des machines y au 
chapitre des engrenages. 

Par ce qui précède, on voit de suite que les épicyclcïdes sphériques ne sont 
qu'un cas particulier des épicyct&ides annulaires que nous nous proposons d'étudier. 
Les premières courbes s'obtiennent en faisant rouler directement l'un sur l'autre 
deux cercles, les secondes courbes s'obtiennent en faisant rouler angulairement 
l'un sur l'autre deux cercles. 



— Sfâi — 

Le plan V coupera l*axe A en un point s. Menons par Taxe À un plan Q per- 
pendiculaire au plan P", les deux plans P" et Q se couperont suivant une droite 
6 passant par le point s , et cette droite G percera le plan P en un point g. 

Si Ton fait rouler angulairement le cercle C sur le cercle C, la droite G engen- 
drera un cône de révolution B qui aura le point $ pour sommet et la droite A 
pour axe, et le plan P' sera tangent à ce cône^ en les diverses positions qu'il 
prendra dans Tespace. 

Ce cône B aura pour trace sur le plan P un cercle D engendrée par le point g 

En sorte que les deux cercles G et D auront même centre o situé sur Taxe A , 
ce cenlre o étant Fintersection de Taxe A et du plan P. 

Cela posé : il peut arriver trois cas généraux: 

V Le centre o' du cercle C peut être au delà du plan P par rapport au point $> 
L'épicycloide à double courbure sera dite dans ce cas : épicycloUde annulaire 
extérieure; 

2'' Le centre o du cercle C peut être en deçà du plan P par rapport au point s 
et situé dès lors entre le point s et te plan P. L*épicycloïde à double courbure 
sera dite dans ce cas : épicyclaide annulaire intérieure ; 

3"" Le centre o' du cercle C peut être au delà du point s par rapport au plan P. 
L'épicycloide à double courbure sera encore dite : épicyclmde annulaire extérieure; 

Dans ces trois cas , le centre o- du cercle C ne sera pas situé sur la généra- 
trice -G. 

Comme cas particulier y on peut supposer que le centre o' du cercle C se 
trouve situé sur la droite G ; dès lors on aura quatre cas particuliers : 

1* Le centre o sera au delà du point m par rapport au point s ; 

2* Le centre o' sera entre les points m et ^ ; 

3"" Le centre o' ne sera autre que le point ^; 

4*" Le centre o' sera au delà du point s par rapport au point m. 

Enfin , lorsqu'on supposera que le cercle D n'est autre que le cercle C , on 
pourra supposer que les trois points «, m et o' sont ou ne sont pas en ligne 
droite. 

Lorsque ces Crois points seront en ligne droite , on retombera sur les épicytoides 
sphériques. 

Quelle que soit la position du cercle C^ par rapport au cercle C, la construc- 
tion de la projection horizontale (.et dès lors sur le plan P ) de la courbe d sera 
toujours la même , et elle ne sera autre que celle employée dans le cas tout par- 
ticulier où YépicgcUnde à double courbure est une épicyclotde sphérique; et l'on peut 
en effet s'assurer qu'il en est ainsi qu'on vient de le dire en exécutant Vépure 
comme il suit : 
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ConstrueUon de la projection horixantale de l'éjAcyekiiie annuknre. 

Prenons pour plan horizontal de projection le plan P, et pour plan vertical de 
projection le plan Q {fig. 70). 

Les traces du plan P' seront M*' et H*', H" sera perpendiculaire à la ligne de 
terre. 

Le cercle G' passera par le point m du cercle G. 

Faisant tourner le plan P^ autour de H^ comme axe pour le rabattre sur le 
plan horizontal , le cercle G' prendra la position rabattue G/, son centre étant 
en o/. 

Si Ton suppose que le point x du cercle G est l'origine de Tépicycloide , on 
devra prendre sur G/, Tare mx,\ égal à Tare mx et en relevant le cercle G/ pour 
le ramener en la position primitive G', le point x! viendra en x' dont les projec- 
tions seront x'^ et x^. 

Il sera donc facile de construire la courbe ^y projection de répicycloide 
annulaire 3, car il suffira de prendre une nouvelle ligne de terre VT et d'opérer 
par rapport à elle, ainsi qu'on sait le faire lorsqu'il s'agit d'une éphyclmde 
sphérique^ 

Consiruction de la tangente en un point de CépicycUAde annulaire. 

La courbe d {fig. 70) , engendrée par un pointer" du cercle G' roulant aogulai- 
rement sur le cercle G^ est située sur une surface annulaire et de révolution 2,^ 
engendrée par le cercle G', tournant autour de l'axe A. 

Si donc y l'on veut construire la tangente i au point a:' de i^ on «ait que cette 
tangente sera dans le plan tangent T mené au point x' de la surface 2. 

Le plan tangent en un point x' d'une surface de révolution , est déterminé par 
la tangente au parallèle passant le point x'y et par la tangente à la courbe généra- 
trice passant par ce même point V. 

Le plan T, sera donc déterminé par la tangente 8' au point x' du cercle G', et 
par la tangente 6 menée au parcUlèle y et passant par le point x'. 

6' se rabattra sur le plan horizontal en 9/, tangente en x/ au cercle G/, quie^ 
le rabattement du cercle G'; et 9/ percha le plan horii^ontal en un point q^ qui 
sera l'intersection de 0/ et de H''; le cercle y se projettera hori^ontalameat , 
suivant un cercle /, décrit du point o ou A^ centre du cercle G ^ comme centre 
et avec un rayon égal à 02:^; G'^ sera donc p^pendiculaire à ox^ et 9 sera hori* 
zontal; donc. H* passera par le point q et sera parallèle à 9* ou perpendiculaire 
à ocr'^; V^ passera par la trace verticale p de la tangente horizontale 9, ; ainsi , le 
plan T est connu, et sa position dans l'espace est ûxée, puisque l'on a ses traces 
horizontale H^ et verticale V*. 
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GouslruisoDS msÂotenant la tangente t an point x de la courbe d. 

Le cercle C en roulant angulairement sar le cercle C , peut être considéré 
comme étant animé de deux mouvementa. 

Ainsi , on peut supposer que le cercle G' ayant d'abord le point x en commun 
avec le cercle C, a tourné autour de Taxe A d'un angle jx 9 puis, qu'arrivé en la 
position où il a en commun le point m avec le cercle G, il â tourné autour de son 
axe A' d'un angle (i\ de telle sorte que l'angle |ui se trouve mesuré dans le cercle 
par l'arc om, et que l'angle ff! se trouve mesuré dans le cercle G' par Tare xm, 
ces deux arcs xm et x'm étant égaux en longueur absolue. 

Le cercle C tourne donc autour de l'axe A, dans le sens indiqué par la flèche 
y, puis, il tourne autour de son axe A", dans le sens indiqué par la flèche y,. 

En vertu de ces deux mouvements du cercle G', on voit que l'on peut construire 
la tangente au point âp" de l'épicycloide d, par la méthode de Roberval. 

Il faudra donc : Importer sur la tangente 9 au parallèle y, et à partir du point 
x\ un arc rectifié kk\ mesurant dans le cercle y l'angle ^^ et porter cet arc kk' 
dans le sens de la flèche y à partir du point x\ 

2'' porter sur la tangente 0" au cercle G', et à partir du point x et dans le sens de 
la flèche y,, un arc rectifié mx, mesurant dans le cercle G' l'angle /; et la diago- 
nale du parallélogramme construit sur ces portions des droites 9 et 6' sera la 
tangente demandée. 

Gette construction s'efiectuera facilement; car, on rabattra sur le plan horizontal 
le plan T, et après avoir construit la droite l, diagonale du parallélogramme 
construit sur et 9/, on la ramènera en la position qu'elle doit avoir en t dans 
Tespace. 

Gette construction de la tangente 1 en un point x de répicycloide d, est géné- 
rale; elle s'exécutera toujours avec facilité, quelle que soit la position du cercle 
G' par rapport au cercle G . • 

Au reste, c'est par la méthode de Roberval, que pour la première fois la tan- 
gente a été construite à l'épicycloide sphérique; ce n'est qu'après, qu' Hachette 
a. vu que l'on pouvait construire la tangente à l'épicyclc^de sphérique, par la 
considération de deux sphères, l'une fixe et invariable, et l'autre mobile et de 
rayon variable. 

Il est utile de considérer de plus près les deux modes de roulement direct et 
amfubwre de deux courbes roulant l'une sur l'autre , et d'établir les différences 
qui existent sous le point de vue géométrique entre ces deux modes. Lorsque 
l'on a deux cercles G et G' qui ne sont pas situés dans un même plan et qui se 
coupent en un point m, et qui dès lors sont placés l'un par rapport à l'autre, 
dans l'espace, de telle manière que le plan Q déterminé par le point m et les 
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centres o et o' des cercles donnés C et G', n'est pas perpendiculaire à la droite 
interseclion des plans des deux cercles proposés, lorsqu'on a, dis-je, deux tels 
cercles , si le cercle G restant fixe , le cercle G' roule sur le cercle G, ainsi qu'on 
Ta dit ci-dessus, on voit que si Ton considère un point n du cerole G infini- 
ment voisin du point m et un point n\ situé sur le cercle G^ et infiniment 
voisin du même point m, lorsque le cercle G' se déplacera pendant le rmUemeni, 
le point fi viendra se superposer sur le point n ; le cercle G' aura pris alors dans 
l'espace une position G/, et le point m sera venu se placer sur G/, en un point 
m' infiniment voisin du point n et ce point m sera un des points de Fépicy* 
cloïde à double courbure d engendrée par le point m du cercle G', roulant an- 
gulairement sur le cercle G , ce point m étant l'origine ou point de rebrousse- 
ment de la courbe S sur le cercle G. 
On peut faire arriver le cercle G", en la position G/ de deux manières. 

La première manière consiste à supposer : 1" que le cercle G" s'est mû paral- 
lèlement à lui-même, son centre parcourant une droite J parallèle à la droite 
que parcourt le point n pour venir se superposer avec le point it, de sorte que 
le cercle. G aura pris une position G,; et 2** à supposer que le cercle G, tourne 
autour d'un axe Y ( mené par le point n et perpendiculairement au plan P du 
cercle G) d'un angle tel que l'angle que la tangente t' au point n du cercle G 
fait avec la trace D. du plan du cercle G. sur le plan P de ce cercle G , devienne 
le même que l'angle que la tangente t' fait avec la droite D/ trace du plan du 
cercle G/ sur le même plan P. Et l'on sait que désignant par t la tangente au 
point m du cercle G et par D' la trace du plan du cercle G' sur le plan P^ les angles 
(^,D') et l'jD/) sont égaux. 

Ainsi on a deux mouvements à imprimer au cercle mobile G', d'abord un 

mouvement de translation parallèle à la droite infiniment petite nn' et ensuite un 
mouvement de rotation autour de Taxe Y. 

La seconde manière consiste à supposer : 1" que le cercle G' tourne autour de 
l'axe A du cône G d'un angle ^ et arrive dès lors en une position G" en laquelle 
il coupe le cercle G en un point j^, l'arc fini my mesurant dans le cercle G l'angle 
/x; et 2" que l'axe A' du cercle G' ayant tourné d'un angle fi autour de l'axe A, et 
étant arrivé en une position A" en laquelle il se trouve être l'axe du cercle C", 
ce cercle G" tourne autour de son axe A'' d'un angle /z' mesuré dans le cercle G" 
par un arc égal en longueur absolue à l'arc rectifié my du cercle G. Le cercle G" 
ayant ainsi tourné sur lui-même aura enfin pris la position IC/ indiquée ci-dessus. 
U est évident qu'un point y' situé sur le cercle G' et tel que les arcs mj^^ du cercle 
G et my du cercle G seront égaux en longueur absolue, sera venu se superposer 
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sur le point y. Après les deux mouvements dé rotation , le point m du cercle C 
aura pris sur le cercle C/, la position m' telle que les deux cercles G et G/ ayant 
alors non plus le point m, mais le point y commun^ les arcs yrn du cercle G/ et ym 
du cercle G seront égaux en longueur absolue ; et le point W, ainsi déterminé de 
position dans l'espace au moyen des deux mouvements de rotation imprimés suc- 
cessivement au cercle mobile G', sera un point de Tépicycloîde à double cour- 
bure d engendrée par le point m du cercle mobile G' roulant sur le cercle 
fixe G. 

Lorsque l'on emploie la seconde manière pour déterminer le point m de Tépicy- 
cloide dy on ne s'inquiète pas de la manière d'être entre eux des cercles fîxe G et 
mobile G^ Le poiat m se trouve exactement déterminé, soit que les cercles G et 
G' se croisent au point m, soit qu'ils se trouvent tangents l'un à l'autre en ce 
point m. 

Gette manière de décomposer le mouvement du point qui engendre la courbe i 
s'applique indistinctement au casdn roulement e/ir^cl et au cas du roulement an- 
gulaire du cercle mobile G' sur le cercle fixe G. 

La première manière de décomposer le mouvement du point qui engendre la 
courbe d peut enfin s'appliquer aux deux cas du roulement direci ei angulaire; 
mais il faut remarquer que dans le cas du roulement direci ^ le mouvement de 
translation est nul et qu'il n'existe plus que le mouvemen t de rotation (^) , et en effet : 

Lorsque les deux cercles G et G' ont un seul point commun m, en vertu de ce 
qu'ils se croisent en ce point m, les deux points n et n' infiniment voisins de m et 
situés l'un sur le cercle G et l'autre sur le cercle G' sont séparés l'un de Tautre, 
et le mouvement de translation a pour but de superposer ces deux points n et n'. 

Mais lorsque les deux cercles G et G' ont un contact au point m , ils ont alors 
un élément rectiligne commun , dès lors les éléments rectilignes mit du cercle G 
et mn' du cercle G' se confondent, le mouvement de translation n'est donc plus 
nécessaire, puisque les points n et n se trouvent superposés en vertu des condi- 
tions du problème. 

Maintenant appliquons la méthode de Roberval^ à la construction de la tan- 
gente à la courbe i en un de ses points, et voyons à quoi l'on est conduit lorsque 
l'on considère le point m de la courbe i comme étant construit par l'un ou l'au- 
tre mode exposé ci-dessus. 



(*) On Yoit (dès Ion pourquoi U normale en un point dWe ëpicycloîde sphérique p««e par le point 
de contact dn cercle fixe et du cercle mobile , et pourquoi pour l'ëpicycloïde annulaire (/i^. 70) la 
normale au point œ de jcette courbe ne peut pas passer par le point m commun au deux cercles fixe C 
et mobile C 
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Premier cas. Le mouvement du point générateur de l'épycîcl(Ade étant décomposé eti 
deux mouvements l'un de translation et Vautre de rotation. 

Rappelons-nous que la méthode de Roberval consiste à remplacer les espaces 
infiniment petits par des espaces finis. 

Le point m' doit être considéré comme se mouvant d'abord en parcourant, 

suivant une droite 9 parallèle à nn'j un espace infiniment petit et égal à nn\ et 
ensuite en parcourant, suivant une droite 9' tangente au cercle U qu'il décrit 
autour de l'axe Y, un espace infiniment petit et égal à l'arc élémentaire du cercle 
U , mesurant dans ce cercle un angle égal à l'angle que les droites D' et D/ font 
entre elles. 

On ne peut pas construire graphiquement^ au moyen des infiniment petits; 
Vanalyse seule peut employer les infiniment petits, car elle sait les écrire ; la géo- 
métrie descriptive ne peut employer que des longueurs finies dans ses constructions 
graphiques , puisqu'il lui est impossible d'écrire des infiniment petits. 

Il faut donc, en géométrie descriptive j remplacer les infiniment petits par des 
longueurs finies,' mais telles que leur rapport soit précisément le même que 
celui qui existe entre les infiniment petits qu'elles doivent remplacer. 

A^insi , au lieu de considérer Télément rectiligne nn^ on devra prendre sur le 
cerclé G un point y, et sur le cercle G' un point y' tels que l'on aura : l'arc my 

égal à V^rcmy^yéi la droite finie yy devra remplacer la droite infiniment petite nn'. 
Pour que ce remplacement puisse avoir lieu , il faudra que les arcs mn (infini- 
ment petit) et my ( fini ) du cercle G soient entre eux comme les droites nn ( infi- 
niment petite) et yy (finie), et déplus il faudra que la droite jf;^^ soit parallèle 
à la droite nn\ 

Or : il est évident que le rapport existant entre les arcs ne sera jamais égal au 
rapport existant entre les droites , quelles que soient les positions que Ton donne 
aux cercles G et G' l'un par rapport à l'autre , en établissant pour condition qu'ils 
se coupent au point m; et de plus, les droites yy et nn' ne seront parallèles 
entre elles qu'autant que les deux cercles G et G' satisferont aux deux conditions 
suivantes : 1* être placés sur une sphère, et 2" avoir des rayons égaux. 

La méthode de Roberval ne peut donc être appliquée dans le premier cas. 

Deuxième cas. Le mouvement du point générateur de l'épicycUnde étant décomposé 
en deux mouvements de rotation' 

Si l'on se rappelle la construction de la tangente au point x' de Tépicycloîde à 
ifig. 70) , on voit de suite que les arcs finis qui mesurent ^ l'un dans le cercle y 
Fangle m , et l'autre dans le cercle G' l'angle fx', sont dans le même rapport que 
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les aces élémentaires cfy etdC qui mesureraient respectivement dans les cercles y 
et C des angles infiniment petits de rotation. 

La méthode de Aobkbval peut donc être employée avec certitude dans le 
deuxième cas. 

D'après ce qui précède , on doit voir que la méthode de Roberval est en effet la 
méthode générale pour construire la tangente en un point d'une épicycloîde soit 
plane, soit à double courbure, quelle que soit la position que puissent affecter 
entre eux dans un plan ou dans l'espace, et le cercle fixe et le cercle mobile. 

Comment se fait-il que dans les divers traités publiés sur la géométrie 
descriptive, lorsque l'on s'occupe de l'épicycloîde sphériqucy on ne donne que la 
construction de la tangente, qui est fondée sur ce que l'élément de la courbe 
cpicycloidale se trouve située sur une sphère qui a pour rayon la normale en ce 
point de la courbe , construction qui est due à Hachette ? 

Sans aucun doute, si l'on ne se proposait que d'examiner les propriétés de 
l'épicycloîde sphérique et par suite sa tangente, la méthode de Roberval devrait 
être exposée comme étant générale , comme s'appliquant aux épicycldides à double 
courbure de toutes espèces , et aussi aux courbes dites épicurvilignes planes ou 
à double courbure, et qui peuvent être engendrées par une courbe quelconque, 
et mobile plane ou à double courbure roulant directement ou angulairement sur une 
courbe quelconque eifixe qui peut être elle-même ou plane ou à double courbure. 

Mais la construction de la tangente à répicycloïde sphérique donnée par 
Hachette conduit sur-le-champ à l'engrenage conique à flanc, et c'est précisé- 
ment celte construction toute spéciale delà tangente à l'épicycloîde sphérique, 
qui fit voir à Hachette la construction géométrique de l'engrenage conique que 
Ton avait essayé et sans succès avant lui. 

Et en effet : 

Le plan tangent à la sphère mobile qui correspond à un point ;rde l'épicy- 
cloîde a pour plan tangent en ce point x un plan T perpendiculaire au plan P du 
cercle mobile C. Un point du cercle mobile C décrit donc, si l'on fait rouler ce 
cercle C intérieurement à un cercle C. d'un rayon double et situé dans le plan P, 
une épicycloîde plane et intérieure qui n'est autre qu'un diamètre de ce cercle C., 
qui n'est autre, en d'autres termes, que la trace du plan T sur le plan P, etc. (*); 
et c'est précisément parce que l'épicycloîde sphérique avait été étudiée par 
Hachette, en vue de l'engrenage conique àflanc, qu'il a donné dans son Traité 



(*) Voyez le chapitre sur \eê engrenages , dans le Traité des machines publié ptr Hacbbttb , et le 
Traité de géométrie deicripiive publié par le même auteur. 
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de géométrie descrifUive la construciion de la tangente en regardant celte tangente 
comme éiaut rinlerseclion des deux plans tangents, Tun à la sphère fixe et 
l'autre à une sphère mobile j et qu'il a élé conduit à donner une construciion toute 
spéciale pour un cas tout particulier, et à oublier de donner une construciion 
générale et applicable à tous les cas^. 

Et il faut bien le remarquer, la construction de la tangente à répicycloide sphé- 
rique par la méthode de Roberval ne pouvait pas conduire à l'engrenage coni- 
que à flanc, tandis que la construction particulière trouvée par Hachette y con- 
duisait tout naturellement. 



De l'emploi de l'épicyclmde annulaire^ dans les engrenages aptes à transmettre le mouvement 

de rotation entre deux axes non situés dans un même plan. 

Énonçons d'abord deux théorèmes connus et qui nous seront utiles. 

Théorème 1. Étant données deux droites A et A' situées dans un plan, et se 
coupant en un point «, et faisant entre elles un angle arbitraire a, si Ton conçoit 
deux plans P et P' rectangulaires entre eux , et passant, savoir : le plan Ppar la droite 
A et le plan P' par la droite A', ces deux plans se couperont suivant une droite G , 
qui appartiendra à un cône oblique ayant le point s pour sommet, et dont les 
plans des sections circulaires seront respectivement perpendiculaires aux droitrs 
A et A'. 

Théorème 2. Étant données deux droites A et A"^ non situées dans un même plan 
et ayant une plus courte distance égale à D, si l'on conçoit deux plans P et P' rec- 
tangulaires entre eux , et passant , savoir : le pian P par la droite A , et le plan P' par 
la droite A", ces deux plans se couperont suivant une droite G qui appa^rtiendm 
à un hyperboloîde à une nappe non de révolution et dont les plans des sections 
circulaires seront respectivement perpendiculaires aux droites A et A^ 

Je vais démontrer ces deux théorèmes, quoiqu'ils soient connus^ parce que le 
mode de démonstration que j'emploie est nouveau et qu'il est surtout tout à fait 
dans l'esprit de la géométrie descriptive. 

Démonstration du théorème 1. Par les deux droites données A et B se coupant au 
point s on fait passer un plan et on le prend pour plan horizontal de projection. 

On prend la ligne de terre LT perpendiculaire à Tune des droites, et ain&i à 
la droite A , par exemple. 
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Cela fait (^y- 74): 

Psir ta droite À , on fait passer an plan P, dont les traces seront H' ou A et V^ 

Pour faire passer parla droite B un plan Q perpendiculaire au plan P, il faudra , 
d'un point de B abaisser une perpendiculaire sur le plan P. On prend le point b 
en lequel B coupe LT, et si de ce point b on abaisse une normale N au plan P, N^ ne 
sera autre que LT et N^qui ne sera autre que N, puisque la normale est dans le 
plan vertical, sera dirigée perpendiculairement à V^ En sorte que W sera la 
droite B et V^ sera la normale N. 

Ainsi , V et V** se coupent à angle droit en a;, point qui sera la trace verticale 
de la droite I, intersection des deux plans P et Q. 1 passe par le point «; donc le 
lieu des droites I est un cône ayant s pour sommet. 

Le point x est sur un cercle C décrit sur ab comme diamètre ; donc le cône est 
oblique et a pour section circulaire le cercle C ; donc, etc. 

Démonstration dn théorème 2. Démontrons d'abord comme point de départ le 
théorème suivant : 

Si l'on a un cercle C(fig. 73) et un parallélogramme rectangle aflfijb^ , dont deux 
côtés parallèles a^, 6,6^, sont tangents à ce cercle. 

Si l'on joint un point a; du cercle G, avec les points a et 6 contact de ce cercle 

avec les côtés du parallélograme , l'angle axb sera droit, puisque ofr sera un 
diamètre du cercle C. 

Gela fait : 

Si l'on mène par les points a. et 6,, extrémités d^une des diagonales du rectan- 
gle, des droites a,a;,, 6,a;, respectivement parallèles aux droites ax et bxy elles se 
couperont en un point x/j et si de même , on mène par les points a, et &,, extré- 
mités de la seconde diagonale du rectangle, des droites a^,> b^^ respectivement 
parallèles aux droites ax et bx, elles se couperont en un point x,. 

Je dis que les trois points a:,, a;, :v>, seront en ligne droite, et que cette droite 
sera tangente en x au cercle G. 

En effet : 

Il est évident que les points x, et a;, sont sur un cercle D, concentrique au cercher 
G , et ayant son rayon égal à la moitié de la diagonale aA ou de la diagonale afi^. 

Supposons que les trois points a:,, a;, x., ne soient pas en ligne droite , nous 
pourrons toujours unir les points x et x., et si nous démontrons que le triangle 
oxx, est rectangle en or, comme nous pourrons démontrer de la même manière 
que le triangle oxx,esi aussi rectangle en x, on aura démontré que les trois points 
^9 ^> x,f sont en ligne droite et que cette droite est tangente en x au cercle C, 
puisque cette droite sera perpendiculaire au rayon ox. 
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Or, pour démontrer que le triangle oxx^ est rectangle en x^ il suffit de démon- 
trer que les deux triangles oau^ et oxx^ sont égaux. 

Or, ces deux triangles ont deux côtés égaux, sa^voir : ox=^oaj ae,=:oa.. 
Il suffit donc de démontrer que les angles oxjc et oa/z sont égaux. 

Mais la chose est évidente, par la figure; car les deux cercles G et D ayant 
même centre o,et les cordes bx et 6^, étant parallèles , si la droite bb^ est tangente 
en b au cercle G, la droite xx^ sera aussi tangente en x à ce même cercle G. 

i Par conséquent, les deux triangles oxx^ et 066. sont égaux, et comme les 
deux triangles oa/i et objb sont égaux , la proposition se trouve évidemment 
démontrée. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème 2. 

Soient données dans Tespaoe {fig. 72) deux droites A. et B. ayant pour plus 
courte distance la droite fq. 

Par le milieu s de pf, je mène deux droites A parallèles à A, et B parallèle à B,. 

Je mène ensuite par le point p, la droite B. parallèle aux droites B et B. , et par 
le point qj la droite A, parallèle aux droites A et A,. 

Gela fait : Je coupe tout le système par un plan X^ perpendiculaire aux droites 
A, A et A,, ce plan coupe respectivement les six droites construites A,, A , A,, 
B, , B, B,, en les points a,^ a, a., A., ft, b^. 

Les quatre points a., b,^ a,, 6., sont les sommets d'un rectangle; les points a et 
bj sont les milieux des côtés afl^eibjb^ de ce rectangle. 

Sur ab comme diamètre je dé<^is un cercle G. 

On a donc sur le plan X , les données de laji^. 73. 

Or, si par les droites A et B qui se coupent au point s y on fait passer des 
couples de plans P et Q , P' et Q\ etc., rectangulaires «atre eux, on sait, par le 
premier théorème, que les droites I intersection de chaque couple de plans, tels 
que ceux-là, forment un cône oblique dont les plans des sections eiroiilaires sont 
perpendiculaires^ ou à la droite A ou à la droite B* 

On voit donc que si l'on trace les droites ax et bx sur le plan X, on aura sur 
ce plan X les traces de deux plans rectangulaires entre eux et qui m couperont 
suivant la droite &r ou I. 

Les droites a^, et b^, parallèles aux droites oo: et bx pourront ètreiConsidérées 
comme les traces de plans P, et Q, passant respectiwemont par le^droites A. et. B. , 
et il est évident que las plans P et P.^ Q et Q. sont parallèles, donc P. at Q. sont 
rectangulaires entre ouxj et la droite G intersection des plans P, et Q. aéra dès 
lors parallèle 4 L 

De même, les plans P. eJ.Q, qui passeronl respecti^vemem paries vdroites 
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A,, ajt^eiB^ bjt^y seront rectangulaires entre eux comme étant parallèles aux 
plans P et Q, et leur intersection H sera parallèle à I. 

Et comme les points x,j x, x, sont en ligoe droite et que cette droite est 
tangente en x au eerde C , il s'ensuit que le plan qui contiendra les trois paral- 
lèles H, I, G sera tangent au cane {s. G) tout le long de la génératrice L 

Toutes les droites G formeront une surface gauche £, et toutes les droites H 
formeront une surface gauche 2,'. 

Démontrons que ces deux surfaces ne sont qu'une seule et même surface. 

Les droites G perceront le plan X en des points :r. , et les droites H perceront 
le plan X en des points x^ , lesquels seront les uns et les autres situés sur ua 
même cercle D {fig. 73); par conséquent , les deux surfaces 2 et 2' seront coupées 
par le plan X suivant le même cercle D. 

Mais on peut faire vari^ de position le plan X en le laissant parallèleà lui-même ; 
et en la projection X', il coupera le cône {s^ G) suivant un cercle G' qui conduira à 
un même cercle D^ pour Tune et Tautre surface 2 et 2^ Ces deux surfaces se con- 
fondent donc en une seule et même surface qui est doublement réglée. 

Dès lors^ par un point m dé la surface 2 passera toujours deux génératrices 
droites, Tune du système G et l'autre du système H , et le plan tangent en m sera 
déterminé par ces deux génératrices droites de systèmes différents se croisant ea 
ce point m. 

Remarquons que les deux génératrices G et H (fig. 71) parallèles à la droite I 
se coupent à l'infini ; donc le plan passant par G et H sera tangent à la surface 2 
en un point situé à l'infini ; ce plan , qui passe par deux génératrices parallèles 
et de systèmes diffiérents y est donc un plan asymptote de la surface 2 ; il passe 
par la droite I et par le point t; il a sa trace sur le plan X tangent au cercle G ; 
donc tout plan asymptote de la surface 2 est tangent au cône {$ , G) ; par con- 
séquent le cône {9 , G) peut-être dît : cône asymptote de la surface 2. 

Ce qui précède suffit pour faire reconnaître la surface 2 comme étant nukyper- 
bolmde à une nappe, mais en démontrant le théorème suivant : Tout plan coupe la 
surface 2 stitiMml une secUan conique, nous achèTÔrons de faire reconnaître l'identité. 

Théorème. Tout plan coupe la surface 2 sidvant une secHon conique. 

On sait {fig. 74) que si Ton a une section conique E et qu^on construise une 
courbe E' qui soit semblable et semblablement placée et concentrique à la 
courbe E, cette seconde couri>e E' est une section conique. 

Gela posé : 

Si l'on a une section conique E et une courbe E' telle qu'en menant à E une 
tangente , le potiil de contact m soit ie miHea de la corde pV interceptée sur la 
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tangente par la courbe E', je dis que la courbe E' n'est autre qu'une section coni- 
que semblable , semblablement placée et concentrique à la section conique Ë. 

Et en effet : 

• 

Unissons le centre o de la section conique E avec le point q' en lequel la tan- 
gente en m à la courbe E coupe la courbe E' ; le rayon vecteur oq coupera E en 9. 
Menons par q une droite Tpq parallèle à la tangente mq\ elle coupera E en p. 
Joignons et p, on aura un rayon- vecteur qui viendra couper la tangente mq en p: 

Gela fait : on a par construction m9s=iiip'; donc le point p' sera sur la courbe E\ 
puisque par hypothèse on doit avoir mq'e=zmp\ 

Menons par le point p une tangente pg à la section conique £ , on aura par 
hypothèse gp'^=gr\ etc. On a donc : 

oqiopior: etc. :: ôq' : op^ : or : etc. 

* 

La courbe E' est donc semblable, semblablement placée et concentrique à la 
section conique E, la courbe E'est donc une section conique. 
Gela dit: 

Goupons le cône («, G) et la surface gauche et doublement réglée 1 (fig. 75) , 
par un plan quelconque Y. Ge plan coupera le cône suivant une section conique 
E. et la surface 1 suivant une courbe E/. Ge plan coupera la droite I en m et la 
droite G en ^' et la droite H en p' ; et la droite pmq' sera tangente en m à E. , et 
on aura évidemment mp'^=tnq\ puisque la droite x,ixx^ est tangente au cercle G 
en X et que Ton a : xx^=ixx,. 

Les courbes E. et E/ {fig. 75) seront donc entre elles comme les courbes E 
^^ E' ifig* 74); donc E/ est une section conique. Un plan coupe donc toujours la 
surface 2 suivant une section conique, et l'on peut obtenir, comme sur le cône , 
les trois sections coniques ellipse , parabole , hyperbole. 

Les théorèmes i et 2 étant démontrés, nous allons faire voir comment le cône 
asymptote de Thyperboloïde, se transformant en cet by perboloide , un certain plan 
tangent au cône se transforme en un paraboloide (ou pUm gauche) tangent à T hy- 
per boloîde. 

Prenons pour plan horizontal le plan X de X^fig. 72 , et prenons pour plan ver- 
tical do'projectionun plan parallèle aux droites A et B. Alors nous aurons/^. 76 : 

Les droites A, A, , A. verticales et projetées sur le plan horizontal en les points 
A*, A\ , A*. ; le point A* étant au milieu de la droite A,*A\ , laquelle séria la pro- 
jection de la plus courte distance pq {fig. 72) existant entre les droites A. et B. , 
A. et B.. 

Les trois droites B, B^, B. se pri)jetteront horizontalement suivant trois droites 
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parallèles entre elles B\ B/, B\, et Terticalement ces droites se projetteront 
suivant une seule et même droite B^'B^B^; les trois droites A, A,, A, se projette- 
ront aussi verticalement en une seule et même droite A^'A^A^ perpendiculaire à 
la ligne de terre. 

Le cône oblique aura pour sommet le point s intersection des droites A et B 
et pour base le cercle C. 

L'hyperboloide à une nappe aura pour trace sur le plan horizontal le cercle D. 

Si l'on coupe ces deux surfaces (cône et hyperboloîde) par un plian horizontal 
X', on aura pour section dans le cône un cercle C^ dont la projection C'^ sera 
tangente au cercle C au point A^ et pour section dans Thyperboloide un cercle 
D' dont la projection D'* passera par les points A\.et A\. 

D'après ce qui a été dit ci-dessus, si Ton mène par lé point A* une droite quel- 
conque 1\ on aura la projection horizontale d'une génératrice I du cône oblique ; 
et si par le point A,^ on mène une droite G'^ parallèle à I\ on aura la projection 
horizontale d'une génératrice G de l'hyperboloide; et comme l'on sait que les 
droites I et G sont parallèles entre elles dans l'espace , il faudra que les projec- 
tions verticales T et G^ soient parallèles. 

Si nous désignons par R le rayon du cercle G , par R' celui du cercle C\ par p 
celui du cercle D et par p celui du cercle D^ nous remarquerons (Jig. 76) que 

les arcs bxet b^x"" sous-tendent l'angle bk^Xj et que cet angle a son sommet sur 
Tune et l'autre circonférence C et G' (puisque son sommet est au point A*^ en lequel 
les deux cercles C et G' sont tangents l'un à Tautre), on aura donc : 

arc bx : arc b'^x"' : : R : R' 

Il en est de même, pour les arcs^^^ et 6/V^ qui sous-tendent un même angle 

b^k.^yy Tun dans le cercle D et l'autre dans le cercle D", puisque cet angle a son 
sommet en un point commun aux deux circonférences D et D'; on aura donc aussi : 

arc bjf : arc ô,'*î/'* : : p : p' ou : : 6.A.* : 6,'*A,* 

(;t l'on doit remarquer que les cercles G et D, G' et D' sont concentriques et 
que les droites 6,A.^, ^/*A,^ sont les diagonales des rectangles inscrits dans les 
cercles D et D'. 

Si nous concevons une suite de droites horizontales s'appuyant sur les droites 
A et I elles formeront un plan Z ; et si nous considérons une suite de droites 
horizontales s'appuyant sur les droites A^ et G, elles formeront un paraboloide 
hyperbolique ou plan gauche Z,. Et l'on doit remarquer que le plan X coupera le 

30 
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plan Z suivant une droite passant par le point x et coupera le paraboloide Z. sui- 
vant une droite passant par le point y\ 

On voit donc que lorsque Ton transforme le càtie en hypertfolalde en trans- 
portant A en A, et B en B,, on transformé la droite 1 en la droite G et le plan Z 
en la surface Z.. 

Maintenant supposons que nous avons pris sur la plus courte distance existant 
Mtre les droites A. et B, ou A, et B. un point n iel que l'on a : 

»*A,* : A,* A,* ::v :v 

Menons par ce point n une droite A'" parallèle au plan vertical de projection , et 
qui soit telle que A"'^ passe par le point s" en lequel se coupent les droites B'' et A'' 
et fasse avec B'' un angle a , tel que désignant par g Tangle que les droites B'' et A' 
font entre elles , on aura : 

sina : sinS :: t; : v' 

Alors on sait que les trois droites A"', B, et A, seront placées dans l'espace de 
telle manière que si de chaque point 6, de la droite B, ou abaisse des perpendicu- 
laires sur A. et sur A'', on aura, en désignant ces deux perpendiculaires, la 
première par 2p et la seconde par 2r : 

2r :2p :: v:v' 
ou 

r:p::v:v (4) 

Gela dit : 

Par le point s , sommet du cône , menons une droite A' parallèle à A"', la droite 
B sera telle par rapport à A' et à A que si de chacun de ses points b on abaisse 
des perpendiculaires sur A et sur A^ on aura , en désignant ces deux perpendi- 
laires , la première par 2R et la seconde par 2p : 

2p:2R :: v:v 
ou 

p:R::î;:t;' (2) 

Gela posé : 

Si nous considérons les droites A et A' comme les axes d'un engrenage coni- 
que, si par le point b du cercle G nous menons un plan perpendiculaire à Taxe A', 
et si nous traçons dans ce plan un cercle G, avec le rayon p et ayant son centre 
sur Taxe A', si nous supposons que le cercle G roule sur le cercle G., te point b 



— 336 — 

engendrera une épicydoîde s|^ériqae ^; et si nons faiflons la même ebose pour 
chaque point de la droite B , on aura une suite d'é{Mcycloides sphériques ^', ^'\ 
qui formeront un cône épicycloidal ayant le point $ pour sommet, et ce cône 
éjHcycloïdal en tournant autour de l'axe A' conduira uniformément le plan Z 
en le faisant tourner autour de l'axe A, ainsi que pour la première fois. Hachette 
l'a démoniré dans son TrdU des machines. 

Gela dit , si de chaque point 6. de la droite B, on mène des plans perpendicu- 
laires à l'axe A'', et que dans chacun d'eux on trace un cercle D, avec le rayon r, 
et ayant son centre sur l'axe A^', et si l'on suppose que le cercle D roule angu- 
lairement sur le cercle D, , le point b^ engendrera une épicycloide annulaire d , 
et chaque point de B, nous donnera une épicycloide angulaire; ou aura donc 
une suite d'épicydoides d| i, i'\ qui formeront une sur&ce gauche A. 

Et en effet, la surface obtenue sera réglée jCSit si l'on suppose que le point x 
est un point de Tépicycloide spbérique 4; , tous les points x de la droite I seront 
les points homologues des épicycloîdes sphériques ^\ puisque les cercles G, C\ 

auront roulé de la même quantité angulaire 6A*a;. 

Et de même, si l'on suppose que le point y est un point de l' épicycloide annu- 
laire a , tous les points y de la droite G seront les points homologues des épicy- 
cloides annulaires d^, puisque les cercles D , D', auront roulé de la même quantité 

angulaire 6.A,*y. 

Maintenant, lorsque deux surfaces 9 et tf sont en contact par une ligne /, si 
Ton transforme ^ et 9 en deux autres surfaces 9, et 9/, quel que soit le mode de 
transformation, on sait que 9, et 9/ seront en contact par une ligne /. transformée 
de /. 

Ainsi : V le cône épicycloidal et le plan Z étant tangent suivant la droite I; 
2*" le plan Z se transformant en le paraboloide Z, ; 3"" la droite I se transformant 
en la droite G ; 4"" le cône épicycloidal se transformant en la surfhce gauche A ; 
S*" la surface gauche épicycloidale A et le plan gauche Z. ayant en commun la droite 
G ; on en conclut que ces deux surfaces gauches épicycUndales et parabobtdes sont 
tangentes Tune à l'autre suivant la droite G. 

Par conséquent , la surface gauche et épicycloidale A en tournant uniformément 
autour de l'axe A'' conduira aussi uniformément le plan gauche Z. en le faisant 
tourner autour de l'axe A,. 

Remarquons : que lorsque Ton veut construire un engrenage compile sur les 
axes A et A', on considère : V le cercle G roulant directement sur le cercle G, 
fixé à l'axe k!, et son point b engendrant une épicycloide sphértque, et que l'on 
doit considérer, S"" le même cercle G comme roulant sur on cercle G. ayant le 
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point A* pour centre et bA!" pour rayon et fixé dés lors à Taxe A ; et comme le 
cercle G a pour diamètre le rayon du cercle G. , la courbe donnée par le point b 
n'est autre que le rayon AA^. 

Par les mêmes raisons, lorsque l'on construira un engrenage hyperbcfkUdique 
sur les deux axes A, et A'^ il faudra considérer d'abord le cercle D comme rou- 
lant d'abord sur le cercle D, fixé à l'axe A!\ son point b^ engendrant une épicy* 
cloîde annulaire ; et considérer ensuite le même cercle D comme roulant sur un 
cercle D, ayant le point A;* pour centre et pour rayon 6,A,'' ; et la courbe donnée 
par le point 6, ne sera autre que le rayon b^^^. 

Ce sont toutes les droites horizontales telles que A.A,* données par les divers 
cercles horizontaux D 9 D',.««- qui formeront le paraboloide ou plan gauche con- 
duit par la surface réglée et épicycloïdale- Mais il faut démontrer que le plan 
gauche engendré par une droite se mouvant horizontalement sur A, et B, n'est 
autre que le plan gauche engendrée par une droite se mouvant horizontalement 
sur A, et G. * • 

Et en effet : 6/*A/ est la projection d'une horizontale située dans le plan X' et 
s'appuyant sur B, et A,; 6.A/ est la projection d'une horizontale située sur le 
plan horizontal X et s'appuyant sur B, et A,. 

Gesdeux horizontales comprennent entre elles un angle qui est égal à l'angle 

De mème^ y'*A,'^est la projection d'une horizontale située dans le plan X' et 
s'appuyant sur G et A,; t/A,^ est la projection d'une horizontale située dans le 
plan horizontal X et s'appuyant sur G et A,. 

Ces deux horizontales comprennent entre elles un angle qui est égal à l'angle 

Si fr/*A,* arrivant en î/'*A,*, 6,A,* arrive en même temps en yA,*, il sera démontré 
que les deux paraboloides sont identiques » en d'autres termes, qu'ils sont l'un et 
l'autre deux positions particulières de la même surface que l'on suppose avoir 
tourné autour de Taxe A^. 

Or9pourquecequivientd'êtreditaitlieu9ilsufiitquelesangles6/^.A,'^*y^et6,.A,.y 

soient égaux ; et c^est ce qui a lieu en effet, car : V l'angle A/*A.V* estégal à l'angle 

6/*. A,*^^^, puisque ces deux angles ont leurs sommets sur la même circonférence 

D'* et qu'ils sont sous-tendus par le même arc 6/V\ ®^ 2* l'angle 6,.A\i/ est aussi 

égal à l'angle 6/^. A/.t/'^ par les mêmes raisons. 

Tout ce qui précède nous démontre qu'il est possible de transmettre le mou- 
vement de rotation entre deux axes A, et A*' non situés dans un même plan , par 
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des surfaces analogues à celles employées pour traosmettre le mouvement de 
rotation entre deux axes A' et A qui se coupent. Et en vertu des proportions (i) 
et (2) établies ci«dessus , on voit que les axes dans les deux systèmes d'engre- 
nages que nous venons de construire, systèmes qui sont la transformation l'un de 

L'autre , auraient des vitesses qui seraient dans un rapport constant et égal à -, (^). 

Ce qui précède nous conduit sans peine à voir comment on peut transformer 
un engrenage qflindrique en un engrenage hyperboloïdiqtie] et en effet : 

Concevons deux axes parallèles A et A^ perpendiculaires à un plan P et perçant 
ce plan , le premier en un point o et le second en un point o. 

Concevons la droite oo' dans le plan P^ et sur cette droite un point m tel que 

» 

Ton aura : — =-,; v éiant la vitesse de rotation de l'axe A et v celle de l'axe A'. 

Traçons dans le plan P deux cercles f l'un C ayant son centre au point o et 
pour rayon am, et l'autre C" ayant son centre au point o' et pour rayon om ; 
traçons dans ce même plan P et sur o'm comme diamètre un cercle D. 

Le cercle D roulant extérieurement au cercle C , le point m engendrera une 
épicycloîde pUme i et le même cercle D roulant intérieurement sur le cercle C\ 
le même point m engendrera le diamètre mo' que je désigne par d. 

Et si l'on imagine un cylindre A ayant la courbe i pour section droite et un 
plan Z passant par la droite d et l'axe A", le cylindre A conduira uniformément le 
plan Z ; on aura ainsi construit un engrenage qflindrique à dent épicycloîdale ei 
à flanc* 

Pour transformer cet engrenage cylindrique en un engrenage kyperbolaidique qui 
soit son analogue parmi les engrenages que l'on peut construire et aptes à trans- 
mettre uniformément le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans 
un même plan , il suffit d'employer et de réaliser les considérations géométriques 
suivantes : 

Concevons par le point m une droite K perpendiculaire au plan P; et trois 
cylindres 2 , z' et Q ayant pour sections droites respectives les cercles C, Cet D. 

Ces trois cylindres de révolution seront tangents l'un à l'autre suivant la 
droite K. 

Faisons tourner Taxe A' autour de la droite oo pour le placer en A/. 



C) Dans Touvrage que j'ai publié en 1842 , et qui a pour titre Théorie géométrique des engrenages 
deitinéi àiramniettrele moutement de roialion entre deux dxes situés ou non dans un même plan , 
je n*aî point donné la transformation, 4ont je viens de parler, d^an engrenage conique ou cylindrique 
en un engrenage hyperholoîdique. 
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Faisons tourner Taxe À autour delà droite oo' pour le placer en A*.. 

Les deux droites A/ et A, ayant pour plus courte distance la droite oo\ et de 
plus ces deux droites étant telles qu'en faisant mouvoir sur l'une et l'autre et 
parallèlement au plan P une droite G , cette droite G s'appuie en toutes ses 
positions sur la droite- K et engendre un paraffoUnde ou plan gauche Z.. 

Si, par les droites A/ et K , on fait passer deux plans rectangulaires entre eux, 
ils se couperont suivant une droite I qui appartiendra à un hyperboloîde à une 
nappe R, , dont les plans des sections circulaires seront respectivement perpen- 
diculaires aux droites K et A/, ainsi qu'on l'a vu ci-dessus. 

Gela dit : 

Imaginons un hyperboloîde à une nappe et de révolution R engendré par la droite K 
tournant autour de l'axe A., si par un point ic de la droite K on même un plan P 
perpendiculaire à l'axe A, , ce plan coupera T hyperboloîde R suivant un cercle G,, 
et si par ce même point x on mène un plan parallèle au plan P, ce plan cou- 
pera Thyperboloide R, suivant un cercle D,; et ce cercle D. Toxxl^ni angukàrement 
sur le cercle G. son point x engendrera une épicyclcUde annulaire y. 

Si, pour les divers points x", x'y etc., de la droite K, nous exécutons des 

constructions semblables à la précédente , nous obtiendrons une snite (f épiqfclaides 
annulaires y, /, y",.... etc., qui formeront une surface réglée. eX épicyclcUdale à, 
qui se mettra en contact avec le paraboloide Z. par une de ses génératrices 
droites. 

Il est évident que nous venons de construire un engrenage hyperbolaUUque , en 
partant de l'engrenage ciflindrique^ qui est identiquement le même que celui que 
nous avions construit précédemment en partant de l'engrenage conique. 

Ainsi , il est démontré que l'on peut transmettre le mouvement de rotation 
uniforme entre deux axes non situés dans un même pian , au moyen de dents 
terminées, pour l'une des roues par une surface épicyclotdale et réglée , et pour 
l'autre roue par une snvhce paraboloide hyperbolique. 

Et comme pour toute surface gauche ou réglée il suffit de connaître trois 
directrices courbes y il nous suffira , pour construire la surface épicycloïdale gauche, 
de déterminer trois épicycUndes annulairesy^ y\ y\ et de faire mouvoir une droite 
sur ces trois courbes directrices. 

D'après ce qui précède » il sera facile d'exécuter l'^tir^ d'un engrenage %)^r- 
bololque à flanc gauche ^ nouvel engrenage dont j'ai oublié de parler dans mon 
Traité sur les engrenages , lorsque j'ai donné plusieurs de ceux au moyen desquels 
on pouvait transmettre, et utilement dans la pratique, le mouvement de rotation 
entre deux axes non situés dans un même plan. 
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§ m. 

De l'emploi d'un cercle roulant angulairemént sur un autre cercle , 

dans Ut construction des chemins de fer, 

PREMIER SYSTÈME. 

Concevons deux cercles horizontaux et concentriques C et G. (fig. 77), et 

une droite sm^ ne passant pas par le centre o des deux cercles. On peut se pro* 
poser la question suivante : 

Étant donné un cône de révolution A dont le demi-'Ongle au sommet est égal à a , 
placer ce cône de manière à ce qu'il touche le plan des deux cercles C et G. , par une 
génératrice droite dirigée suh^ant la ligne sm., et de manière à ce que les deux cercles 
mq et mq. de ce cône A , qui touchent angulairemént les cercles C et C, en les points m 
et m,j aient leurs rayons proportionnels à ceux de ces mêmes cercles G el G,. 

Solution, On mènera ta droite >np perpendiculaire à sm^ et égale au rayon p du 
cercle G ; on mènera la droite m.p. perpendiculaire à «m, et égale au rayon p. du 
cercle G,; on unira les points p et p, par une droite qui coupera la droite donnée 
de position «m,, en un point s, qui sera la position que le sommet du cône A 
devra occuper sur la droite sm,. 

Et en effet, les triangles smq et smp^ smjq, et 9m^p^ seront semblables et Ton 
aura : 

mq : m,^, : : p : p, . 

Dès lors, en supposant que le cercle mq roule angulairemént sur le cercle C, 
Tangle que le plan du cercle mq du cône A fait avec la tangente en m au cercle G 
restant constant, dès lors, dis-je, le cercle mjq, du cône A roulera aussi angu- 
lairemént sur le cercle G,, Tangle que son plan fait avec la tangente en m, au 
cercle G, restant aussi constant. 

Si donc , on suppose que l'axe commun des deux cercles G et G, est fixe , le 
plan des deux cercles G et G. pouvant librement tourner autour de cet axe ; si 
l'on suppose aussi que l'axe du cône A est fixe , le cône A pouvant tourner 
librement autour de son axe ; en imprimant au cône A un mouvement de rotation 
autour de son axe , ce cône fera tourner les deux cercles ; et les couples de cercles 
C et wwy, G, et mfj, rouleront angulairemént l'un sur l'autre. 

Mais si le pian des cercles G et G. est fixe, et que dès lors le cône A doive 
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non-seulement tourner autour de son axe , mais encore autour de celui des cercles 
G et C, , le sommet s de ce cône A devant parcourir , dès lors , un cercle B con- 
centrique aux cercles C et C^ ; un pareil mouvement circulaire du cône A ne 
pourra avoir lieu qu'au moyen d'un mécanisme qui forcera le sommet s à par- 
courir le cercle B, et qui forcera en même temps la droite sm, à couper, sous 
un angle constant , le cercle G ou le cercle G,. 

Le mécanisme le plus simple que Ton puisse employer est évidemment le 
suivant : 

Plaçons un second cône A' (fig. 77 ) identique au cône A de l'autre côté de la 
droite oa,^ menée par le centre o et parallèlement à la droite $m,j et de manière 
à ce que les sommets s et s' des deux cônes A et A', soient sur une perpendicu- 
laire à la droite oa, et à égale distance de cette droite. 

En supposant que les axes A et A' des cônes A et A' sont reliés l'un à l'autre 
d'une manière invariable, si l'on pousse le système de ces deux cônes sur le plan 
des deux cercles G et G,, les cercles tnq et mq' rouleront angulairement sur le 
cercle G et aussi les cercles m/j, et m!q! rouleront angulairement sur le cercle G., 
et ce mouvement de rotation s'opérera géométriquement , sans que les axes A et A' 
changent de distance entre eux , en if autres termes , le rectangle mm'm^m'j formé 
par les quatre points en lesquels les cercles G et G, sont touchés angulairement 
par les cercles mq^ m'q, m,q,y m!q! des cônes A et A\ ne changera pas de forme 
pendant le mouvement de rotation du double système conique, sur le plan des 
cercles G etG,. 

Nous venons de dire que le mouvement de rotation s'opérait géométriquement, 
et cela, quelle que fût la distance mm' entre les axes parallèles A et A' des cônes 
A et A^ mais si l'on considérait le problème sous le point de vue mécanique , 
alors , cette distance mm' des axes A et A' ne serait plus arbitraire. 

Examinons le problème sous le point vue mécanique. 

Le système couique sera animé d'une vitesse V; comme il tourne circulairement, 
la force centrifuge se trouve développée à chaque instant du mouvement. Dési- 
gnons cette force par F et par r le rayon du cercle parcouru par le centre de 
gravité du système conique^ et supposons que le centre de gravité se projette sûr 
le plan des cercles G et G, au milieu du rectangle mm'^ mjm'] désignons par 2d la 
distance mm' entre les axes A et A", et par / la distance entre les points m et m., 
m' et m/. 

Le cercle mq en roulant angulairement sur le cercle G développera un frotte- 
ment de roulement angulaire^ désignons cette résistance par/, et par/ celle donnée 
par le cercle m,q, roulant angulairement sur le cercle G,. 

Les frottements développés en m' par le cercle m'q roulant sur le cercle G, 
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et en m/ par le cercle m,V roulant sur le cercle C,, auront respectivement les 
mêmes valeurs que ceux développés en m et m,* 

Ces frottements seront dirigés suivant les tangentes en m et m' au cercle C, et 
suivant les tangentes en m. et m/ au cercle G.. 

Les tangentes en m et m' se couperont en un point y (fig. 78) , sur la droite 
oa, et les tangentes en m, et m/ se couperont en un point y, située sur la même 
droite oa,. 

Et comme les frottements en m et m' sont égaux , leurs résultantes K sera 
perpendiculaire à m,, de même la résultante K. des frottements en m, et m/ sera 
perpendiculaire à oa,. 

Cela posé : 

Calculons les forces F, K el K,. 

Désignons par 6 Tangle que le rayon am {fig. 78) fait avec la droite oa., et par 
S. l'angle que le rayon om, fait avec cette même droite. 

On aura : 

K=2./.cos6 
et 

K.=2./.cos6.. 



Et comme : cos6= — et que : oi;=^ y'orn+mt, on aura : 



que 
am ^ 



û. ^ 4 p. 



(1) 



{% 



Calculons la distance au centre o des points y et y, points d'application des 
résistances R et K. , nous aurons : 



om 



oy=S=-AV/v+5' 



oy.=^=/:.v/v+^ 



Calculons la distance . au centre o du centre b du rectangle mmfn m, . Ce 

31 
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point b étant la projisetkm 4a «ewtpe de gravité du «^me , on awa : 

ou ^ _^ 

Caficulons y^. ; on aura 

Cherchons maintenant la résultante Z des forces parallèles K et K. et son 
points d'application, nous aurons : 

Z = R+K.= I\/V+d'+ ■^\/ V+^ (4) 

P P- 

et 

Et par suite 



fi 



pyi 



On aura aussi : F= -^ , le poids du système étant représenté par P, la vitesse 

par V, et ob étant le rayon du cercle décrit par le centre de gravité, rayon que 
nous représenterons par h. 

Gela posé : 

En vertu de la force centrifuge le système conique est chassé sur le plan des 
cercles C et C, , et dans la direction du rayon de ces cercles , et il se développe 
en diacun des quatre points m^m'ym,^\ un frottement de^sseinent qui annu- 
lera la force centrifuge lorsque l'on aura : 



Jf=)/n.g.h (6) 

n étant le coefficient du frottement de glissement (coefficient dont la valeur dé- 
pend de la nature des matériaux), et g étant égal à 9",808 (9 est ce que Ton est 
convenu d'appeler la gravité). 

On pourra donc calculer 06 , ou le rayon ifc du cercle que doit parcourir le 
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oenlpe de gravité , poiur que sous la vièesse donné ¥ on {Misse laisser de eésé> la 
force csDlriftig6(en d(^aiilte8 tenues, iiepss y avoiv égard), pinsq^'elltt' sera , à 
chaque instant dn mouvement circulaire , déiraite par le froMeraent de gHceement 
qu'elle» tend à faire naître paratlèleiiient à la droite ok 

On cennattra donc p enftmctMtide 06, de / et de cf, an ineyen de l'équation (3^) et 
p, aussi en fonction de 06 , de / et de (^, ao' moyen de Inéquation (3 bkf). 

Maintenant, pour que le système puisse tourner en cercle, il &ut que la 
résistance Z ne passe pas par le eemtM de greivité du systèmev car albrs les cônes 
chemineraient en ligne dmile. ttfsnitdonc que oz ne soit pas égal à 06; dephis 
pour que le système tourne autour du point 0, il faut que Ton ait o2;<o6; et 
encore, il faut que pendant que le système tournera autour du centre d*un 
angle 7, la force Z ftisse tourner de ce même angle 7 le système autour de son 
centre de gravité 6. On devra donc avoir, en désignant par T ta force de traction 
appliquée au centre de gravité b et agissant perpendiculairement à ob , 

S, TsaÂi.Z (7) 

Or ob est connu par Téquation (6) , T est donné à priori , Z est donné par 
l'équation (4) , et bz sera connu au moyen des équations (3) et (5). 

L'équation (7) nous donnera dès lors une relation entre :/9/9 p» pf » / et c(, 
d*où Ton tirera d. 

Mais il faut connaître/ et/, et nous ignorons encore la valeur des coefficients 
des frottements de roulement angulaire , pour pouvoir appliquer cette théorie à la 
pratique des chemins de fer {*). 

Toutefois ce qui précède démontre que tel doit être le système pour que le 
frottement soit le minimum qu'il puisse être, c'est-à-dire un frottement de roule-^ 
ment angulaire. 

VtaSSÈME SYSffiME. 

Imaginons deux cercles horizontaux et concentriques G et C, {fig. 79) , ces 
deux cercles étant dans un même plan P. 



(*) Des expëriences tendant à donner le coefficient du roulement angulaire seraient très-utiles , car 
ces sortes de frottement se présentent plus souTenl qu'on ne !e croit dans la pratique des arts 



— 244 — 

CoDcevoa& deux cônes égaux et de révolution B et B. ayant même axe A , et 
ayant une même base circulaire; le cône B ayant son sommet au point u (u^, te''), 
et le cône B, ayant son sommet au point u, (u.^ u,") *, plaçons ces deux cônes sur 
les cercles C et C, de manière que le cône B louche le. cercle G en un point m 
(m^j m') et que le cône B, touche le cercle C. en un point m, (m.*, m/), la droite 
mm, ne passant pas, d'ailleurs^ par le centre o des deux cercles Cet G,. 

Cela posé , résolvons la question suivante : . 

Sous quel angle dait-on incliner l'axe A pour que les cercles par lesquels les canes B 
et B, {se mouvant simultanément sur les cercles C et G.) aient des rayons proportionnels à 
ceux de ces mêmes cercles G et G,? 

Faisons passer par Taxe A , supposé d'abord horizontal , un plan vertical Q y 
ce plan coupera le cône B suivant une génératrice t>k et le cône B, suivant une 
génératrice v,&, ces deux droites comprendront entre elles un certain angle «• 

En feisant mouvoir Taxe A du double cône dans le plan Q , le point k décrira 
un segment capable de l'angle a, puisqu'il faut que les arêtes vk et x,k passent 
toujours par les points m"" et m/. Décrivons le cercle D dont le centre sera en o, 
ce cercle D étant celui que le point k décrit. 

Abaissons du point k une perpendiculaire sur l'axe horizontal A, on aura le 
point /; et en inclinant l'axe A, le point / décrira un cercle D, ayant le point a pour 
centre et o/ pour rayon ; et en toutes ses positions l'axe A sera tangent au cercle D,. 

Cela posé : 

Menons par les points m et m, et dans le plan P des cercles C et G, des per- 
pendiculaires à la droite mm, , et prenons ces perpendiculaires respectivement 
égales aux rayons p et p, des cercles G et C, , nous construirons le point s de la 
même manière que précédemment dans le premier système. 

Si par ce point s nous menons une droite A' tangente au cercle D, , nous aurons 
la position demandée de l'axe A. 

Et en effet : 

Si des points m^ et mC nous abaissons des perpendiculaires sur A', nous aurons 
les triangles s'm^'zy ihm^p et s'm^z, , «^m/p, qui seront semblables. 

En celte position , le double cône roulera angulairement sur les cercles C et G, , 
le cercle du rayon mz roulant sur le cercle C et le cercle du rayon m,« roulant 
sur le cercle G,. 

Nous pourrons ensuite concevoir un second double cône; et ces deux doubles 
cônes symétriquement placés par rapport à un plan vertical passant par le 
centre o (les axes des deux systèmes coniques étant parallèles à ce plan) roule- 
ront librement et angulairement sur les deux cercles G et G,. 

Et les calculs que nous avons faits pour le premier système se reproduiront pour 
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le cfeiiMétne syâtème^ car il est évident que les deux doubles cônes peuvent être 
ccmsidérés comme deux cônes simples; car le double [premier cône peut être 
évidemment considéré comme un cône simple ayant son sommet en s, et pour 
base le cercle du rayon mz ou le cercle du rayon m,z. 

Toutefois , il faut remarquer que Ton ne pourra plus calculer le rayon ob du 
cercle décrit par le centre de gravité sous la vitesse V par la fornjule (6). On devra 
le calculer par une nouvelle formule que nous allons établir ainsi qu'il suit : 

Le système du double cône pourra être remplacé par une sphère 2, ayant 
pour grand cercle le cercle D sur lequel se meut le point A:; et Ton pourra tou- 
jours supposer {fig. 80) que le centre de gravité est projeté en b milieu du 
rectangle formé par les quatre points d'appui , m, m\ m., m/ du système, sur les 
cercle C et G,. 

Dès lors, la force centrifuge agissant sur le centre de gravité e tendra à faire 
tourner la sphère 1 autour de son centre o'; et cette sphère frottera sur les points 
m et m,. En chacun de ces points , il se développera un frottement de glissement 
sous la pression N dirigée suivant le rayon de la sphère 2 passant le point 
considéré. 

. Cette pression N sera £aicile à calculer en fonction de l'angle d compris entre 
les deux rayons oW et om/, car le poids P agira verticalement et sa direction 
passera par le centre de gravité e et par suite par le centre o de la sphère 2 
en vertu de l'hypothèse faite, savoir : que le centre de gravité se projette au 
milieu du rectangle mm'mjn'. 

Il faudra donc, en désignant par F la force centrifuge, par r la distance de y 
par R le rayon de la sphère 2, par n le coefficient de frottement, poser l'équa- 
tion : 

2.îiN.R = F.r 
Et comme 

on aurar 

r P V* 
g.h 

pour l'équation demandée et qui, dans le deuxième syêîème, doit remplacer l'équa- 
tion : \s=sl/n.g.h employée dans le premier ggêtéme. 

Il est évident que la force centrifuge ne pouvant faire tourner la sphère 2 
autour de son centre , contrebalancée qu'elle sera par les frottements développés 
en les points d'appui m et m,, le système pourra être considéré pendant son 
mouvement de rotation comme si cette force centrifuge n'existait pas. 



I 
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Noa8 n'entrerons pas dans plus de détails à ce sujet ^ n'a^anl ponA en* we 
ici de résoudre complélemenl le problème mécmàfue , mais armant seuteuMat 
voulu montrer quel parti on pourrait tirer des dispositiotis gémnéiriqms qui 
conduisent à un système de cercles roulant mtgulairemmt sur un autre système 
circulaire. 

§IV. 

Gomme en examinant les propriétés des épicycloîdes annulaires , nous avons 
eu l'occasion de nous occuper de Thyperboloîde à une nappe, nous pensons qu^il 
ne sera pas hors de propos de donner la solution de divers problèmes les uns 
directement relatifs à l'hyperboloïde, les autres où l'on est conduit pour les 
résoudre à employer Thyperboloide. 

PiiOBLÈHE i . La surface engendrée par vne draiie s'appuyant sur trois droites , non 
situées deux à deux dans un même plan , est un hgperboUnde à une nappe. 

Hachette est le premier qui a pensé à construire sur les trois droites données 
A , B, C (fig. 84) un paratlélipipède, et de considérer le centre 9 de ce paraliéli- 
pipède comme Torigine des coordonnées et les trois droites o\ , , oB„ oC. , respecti- 
vement parallèles aux trois droites données comme axes de coordonnées oUiques. 
Cette considération lui a permis de parvenir avee facilité à une équation simple 
de la surface engendrée par une droite se mouvant sar les trois droites données 
A,B,C(*). 

Profitant de la construction géométrique du parallélipipède donnée par 

m 

Hachette^ et remarquant que les trois droites A^ B', G' sont trois positions de 
la droite génératrice, nous voyons que les plans (A, A') et (B, B") se coupent 
suivant une diagonale 66' du parallélipipède , et que dès lors le centre est au 
milieu de bb\ 

Si donc nous coupons le système formé par les deux plans ( A , A") et (B ^ B') 
et par les plans (A, B'), (A. , B.) et (A', B) {fig. 82) par un plan quelconque X , mais 
parallèle à la droite bb', nous obtiendrons un parallélogramme pq'gp'f et la droite 



(*) On doit faire remarquer qne c'est ptr VantUyse de Deacartes que HAAHEnB a déanatré que U 
■urface eaf^endrée par une droite t'apimyaat flur troie droites est un hyparbolotde à une nappe , et que 
c'est an moyen de proporttOM qne M. Gascbbavx a démontre le même théorème ; mais une solution 
donnée par les méthodes de la géométrie descriptive, et qui fût dans Tcsprit de cette science, 
n'existait pas encore lorsque j*ai développé dans mes eùwrs , et il j a plusieurs années, la solution 
suivante. 
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rt' sera pavaltàk aux droites p^ et p% et ëe {^s les points r et r' seront respec- 
tivemeM les imKeni des droites pp^ «et 94^. Ce même plan X ne pourra pas être 
parallèle à la droite G., «pmsqu'il est ass«|ettâ à être parallèle à 4a diagcniiale Uf\ 
il coupera dès lors la droite C. en un pokit m qui ne pourra a^oîr que deux 
postlicais. 

Ce pokit m pourra : l"" être situé entre les deux droites rp et qt^ (fig. 63 ) , ou 
2"" être situé en dehons de ces drories •( jigr. 84): dans le premier cas 4»i pourra 
ocHistruîre une ellipse E ayant r/ pour 4(lîainétre et passant par le point m; daiK 
le deuxième cas on pourra construire une hyperbole (H , H') ayant r/ pour dia- 
mètre et l'une de ses branches H' passant par le point ni. 

Il est évident que l'on pourra toujours diriger le plan sécant X de manière à 
ce que le point m soit situé comme (/ig, 83) entre les deux droites rp' et rq. 

Gela posé : 

Remarquons que Le système circttlaire représenté (fig. 73) peut faeîlement être 
transformé en un système elliptique ; car il suffît de fake fiasser, par «hsique droite 
un plan vertical «et :par cbaque oercle G et D hu cyliAdrede réwlutioo; et de 
couper tout le système, ainsi obtenu dans l'espace, par un plan quelconque; tes 
cylindres saront coupés suiwam des ellipses seoiblables^ sMiblablement placées 
et concentriques , et les plans parallèles entre eux suivit des drodtes parallèles 
entre eUes. 

Si (donc (^.85) ayant le parallélogramine pqp'q' et l'ellipse E qui a rr' pour 
diamètre , on mène les droites rx et r'x se coupant en un point x de TeHipse E ; 
puis si l'on mène par le point p' la droite px, parallèle à rx et par le point q' la 
droite q'x, parallèle à r'x , les droites p\ et qxi se couperont en un point s, qui 
appartiendra à une<ellipse E, passant par Im quatre sommets du parallélogramme 
et qui sera semblable et semblablement placée let ceneeatri4|ue par rapport à 
l'ellipse E. 

Cela dit : 

Nous pourrons eoaaidérer {fig. 82 ) un cdne ^yaot son «Munet au point o et 
ayant pour base l'elHpse E^ .et faire passer par la droite A, un pfain i^ et par la 
droite B. mx plattO, ces plans étant tels qu'ils ^ cofupaat suivant<une génératrice I 
du cûae (0, £). 

Nous ferons ensuite passer par ia droite A' un plan P, parallèle i P et par la 
droite B' un plan Q. parallèle à Q ; les deux plans P. et Q, se couperont suivant 
une droite G parallèle à I. 

Nous pourrons de même faire passer par la droite A un plan Q. parallèle à Q 
et par la droite B un plan P. parallèle à P; les deux plans P. et Q, se couperont 
suivant une droite H parallèle à t. 
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£t comme (fig. 85) les trois points x,^ XyX^ sont en ligne drQÎte , et que ceUe 
<]roite est tangente en x à l'ellipse E , il s'ensuit que les trois droites parallèles I, 
G , H seront dans un même plan T passant par le point o sommet du cône (o, E) 
et tangente ce cône suivant la génératrice I. 

Nous pourrions reproduire ici, et identiquement, ce que nous avons dit 
lorsque le cône avait pour directrice un cercle ; il est donc bien démontré, sans 
avoir besoin de recourir à V analyse , et en ne se servant que des méthodes de la 
géùinéirie descriptive , que la surface engendrée par une droite se mouvant sur 
trois droites données est : 

l** Une surface doublement réglée ; 

2** Qu'elle a un cône asymptote ; 

9* Qu'un plan la coupe suivant une section conique; 

4° Que tout plan coupe cette sur&ce réglée et son cône asymptote suivant deux 
sections coniques semblables , semblablement placées et concentriques ; etc., etc. 

La surface que l'on obtient est donc un hyperMcnde à une nappe. 

On peut généraliser la construction que nous venons de donner, et de la manière 
suivante (*)• 

Concevons un cône 2 ayant un point s pour sommet et pour base une section 
conique E (ellipse, parabole ou hyperbole). 

. Prenons deux génératrices droites quelconques 6 et G' sur ce cône 2 ; construi- 
sons les deux plans T et T' tangents à ce cône 2, l'un suivant 6, l'autre 
suivant G". 

Ces deux plans T et T' se couperont suivant une droite D passant par le 
sommet s. 

Prenons sur la droite D deux points p et p' équidistants du point ^, Tun à droite 
et l'autre à gauche de ce point s. 

Menons par le point p une droite A parallèle à G, et par le point p' une droite 
A' paralèlle à G'. 

Cela fait , faisons passer par G un plan P et par G' un plan P', ces deux plans 
se coupant suivant une droite I génératrice droite du cône 2. 

Faisons passer par la droite A un plan Q parallèle à P et par la droite A' un 
plan Q' parallèle à P^; ces deux plans Q et Q' se couperont suivant une droite K 
parallèle à I, et toutes les droites K formeront un hgperboUnde à une nappe ayant 
le cône 2 pour cône asymptoie. 



C) Ployez les notes sur les surfaces gauches que j'ai publiées dans le Bulletin de la Société philoma- 
tique, séances des 1«* décembre 1832 et 2 mars , 22 juin , 10 août ISaS. 
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On peut, d'après ce qui précède, énoncer le théorème suivant : 

Étant données une section conique e (ellipse, parabole ou hyperbole) et deux 
tangentes 9 et 9, à cette courbe , ces tangentes se coupant en un point s et tou- 
chant la courbe e, savoir : 9 en un point x et 0, en un point i;, ; si sur on prend 
deux points y et y, équidistants du point x et que Ton mène par chacun d'eux 
une parallèle à la corde xxt , savoir : D par le point y et D, par le point yr, la 
droite D coupera 9. en un point z et la droite D, coupera 9, en un point z,. 

Si par un point arbitraire m de la section conique e on mène les droites mx et 
mx, y et que par le point y on mène une droite Y parallèle à ivu: et par le point y. 
une droite Y, parallèle à mx,, ces droites Y et Y, se couperont en un point n qui 
appartiendra à une section conique e. qui sera semblable, semblablement placée et 
concentrique à la courbe donnée e; et la courbe e. passera par les quatre points j/, 
y. , « et z,. 

Pour démontrer géùmétriquemeni, au moyen des méthodes de la géométrie 
descriptive j que la surface engendrée par une droite s'appuyant sur trois droite^ 
non parallèles à un même plan, est un hyperboloïde à une nappe, nous avons 
considéré le parallélipipède construit sur les trois droites données , et nous nous 
sommes appuyé sur ce que le centre de ce parallélipipède était Tintersection des 
trois plans diagonaux de ce solide; ces plans diagonaux étant déterminés respec- 
tivement par les droites parallèles A et A', B et B', C et G'. Mais, sans employer 
le parallélipipède, on peut démontrer directement que si l'on a trois droites A, 
B et G et que l'on construise trois nouvelles droites , savoir : 

A' parallèle à A et s'appuyant sur B et G, 

B' parallèle à B et s'appuyant sur A et G, 

G' parallèle à G et s'appuyant sur A et B. 

Les plans P déterminé par A et A', 

Q B et B', 

R G et G', 

se couperont en un point o qui sera équidistant : l"" des droites A et A'; 2"" des 
droites B et B'; et 2r des droites G et G'. 

Nous pourrons toujours prendre les plans de projection de manière à ce 
que {Jig. 86) la droite A soit perpendiculaire au plan horizontal et que la droite 
B soit parallèle au plan vertical. 

La droite A' parallèle à A et s appuyant sur B et G aura donc pour projection 
horizontale le point A'^ en lequel se coupent B^ et G*. 

La droite B^ parallèle à B s'appuyant sur A et G aura donc sa projection B 
parallèle à B^ et passant par le point A*. 

; 32 
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La droite C' parallèle à G el â'appuyant sur A et B aura donc sa projection 
horizontale G'^ passant par le point A'' et parallèle à G^. 

Dès lors , sur le plan horizontal les droites parallèles B* et B'*, G*^ et G'* déter- 
mineront un parallélogramme A\ A'*, 2*, s'*; et les points tl^-el z^ seront les 
projections horizontales des points z et z en lesquels se coupent les droites B 
et G', B' et G. 

Le plan P passant parles droites A et A' sera vertical, et il sera coupé par 
le plan Q passant par les droites B et B' suivant une droite I qui se projettera 
suivant la droite H' qui unit les points A^ et A''^. 

Ge même plan P sera coupé par le plan R passant par les droites G et G' 
suivant une droite K qui se projettera suivant la même droite H^ 

Et les plans Q et R se couperont suivant une droite L passant par les points 
z et z' et se projetant dès lors en la droite L^ qui unit les points z^ et z"". 

Or, les droites L^ I et K se couperont en un même point qui aura pour 
projection horizontale le point d'intersection des projections horizontales L*^ 1'^ 
et K'^, c'est-à-dire le point 0* centre du parallélogramme A*, A'\ «*, 2'*. 

Le point sera donc également distants des droites A et A', B et B', G et G'. 

Problème 2. Couper un cône de révolution suivant une ellipse dont les axes soient 
dans un rapport donné. 

Soit donné un cône de révolution A (fig. 87) ayant son axe A vertical et pour 
base le cercle B et le sommet de ce cône étant au point s ; on peut regarder ce cône 
comme le cône asymptote d'une infmité d'hyperboloïdes de révolution et à une 
nappe ayant tous pour axe l'axe A et pour centre le point s. 

Pour construire un de ces hyperboloîde^^ il suffit de mener par le sommet s une 
droite I horizontale, ou, en d'autres termes, perpendiculaire à Taxe A; démener par 
cet axe un plan méridien M coupant le cône A suivant deux génératrices G et G. ; 
de prendre sur la droite 1 un point m arbitraire , et de mener par ce point m deux 
droites K et K, respectivement parallèles aux droites G et G, et qui en tournant 
autour de l'axe A engendreront un hyperboloïde de révolution, toutes les positions 
de K étant les génératrices du premier système y toutes les positions de K, étant 
les génératrices du deuxième système de cet hyperboloïde. 

Goncevons cet hyperboloïde construit. 

Il est facile de couper un hyperboloïde à une nappe et de révolution par un 
plan suivant une ellipse dont les axes sont dans un rapport donné; et en effet : 

Si par le centre s de l'byperboloïde on mène un plan coupant cette surface suivant 
une ellipse, le petit axe de cette ellipse sera toujours égal au rayon du cercle de 
gorge , quelle que soit la direction du plan sécant. 
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.11 suffira donc d'incliner le plan sécant par rapport à Taxe A ou par rapport 
au plan du cercle de gorge , de manière à ce que le grand axe de la section ellip- 
tique soit au rayon du cercle de gorge dans le rapport youlu. Et il sera facile, le 
rapport entre les axes étant donné y de construire la longueur de ce grand axe ; 
et en effet : 

Ayant deux droites perpendiculaires entre elles (fig. Sl)ob eioa dont le rap- 
port est celui des axes de la section à chercher, on portera sur le petit côté ob 
une droite op égale au rayon m$ du cercle de gorge , et en menant pq parallèle 
à ba ou aura en oq la longueur du grand axe de l'ellipse suivant lequel le plan 
passant par le centre s de Thyperboloîde doit couper cette surface. 

Il suffira donc de décrire du centrer et avec un rayon égal à oq une sphère, 
laquelle coupera l'hyperboloide suivant deux cercles ou parallèles d et d' égaux 
entre eux et équidistants du cercle de gorge. 

Et tout plan tangent au cône A, ayant le cercle ou parallèle i pour base et le 

point s pour sommet coupera Thyperboloîde suivant une ellipse dont les axes 

ob 
seront entre eux dans le rapport donné et égal à — ; et tout plan parallèle à l'un 

de ces plans coupera le cône donné A suivant une ellipse dont les axes seront 
dans le même rapport (^). 

Toutes les constructions graphiques sont exécutées sur la fig. 81 , et , au 
moyen de la notation adoptée , il sera facile de lire sur V épure les diverses construc- 
tions graphiques à exécuter successivement à mesure qu'on lira les raisonnements 
géométriques précédents. 

Le problème que nous venons de résoudre peut être présenté sous un autre 
énoncé, savoir: 

Faire passer par une section conique Ë donnée par son tracé un cône de révolution 
dont l'angle au sommet soit égal à a. 

La solution du problème ainsi énoncé est facile au moyen de h focale H de la 
section conique donné E. 

Et en effet : 

Ayant construit la courbe focale H de la section conique £, et se rappelant que 
la courbe H est une ellipse on une hyperbole ^ si la courbe donnée E est une hyperbole 



C*) Depuis enriron quinze «lu , je donne dans mes eouTi la solution de ce problème afin de montrer 
que certains problèmes relatifs an cône se rësolyent plus facilement en remplaçant le cône par Hiy- 
perboloîde , tout conune certains problèmes sur l'hyperboloide se rësolrent plus facilement en rempla- 
çant l'hyperboloide par son cône aqnmptote , ainsi qu'on Ta tu précédemment lorsqu'il s'est agi de 
démontrer que rhyperboloïde à une nappe était coupé par un plan suirant une section conique. 
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ou une ellipse f on devra décrire sur le grand axe de Tellipse E ou sur Faxo 
iransverse de l'hyperbole E un segment capable de l'angle donné a; ce segment 
coupera l'hyperbole focale H ou l'ellipse focale H en deux points qui seront les 
sommets de deux cônes de révolution satisfaisant à la question. 

Toutefois y on doit remarquer que lorsque la section conique donnée E est une 
ellipse j la focale H étant une hyperbole , le problème est toujours possible , quelle 
que soit la grandeur de l'angle a. 

Mais lorsque la section conique E est une hyperbole , la focale H étant une 
ellipse, l'angle donné a ne doit pas être plus grand que l'angle compris entre 
les deux droites menées de l'extrémité de l'axe vertical de la focale H aux deux 
sommets de l'hyperbole E; ou, en d'autres termes, ne doit pas être plus grand 
que l'angle des deux asymptotes de cette courbe E. 

Si la seètion conique donnée E est une parabole, la focale H est une parabole, 
et l'angle a peut être dans ce cas entièrement arbitraire, comme dans le cas où la 
section conique E était une ellipse (^). 

Problème 3. Par une section conique donnée par son tracé , faire passer un fiyper- 
boloide à une nappe et de révolution. 

Étant donnée une section conique e (ellipse, parabole ou hyperbole), on sait 
que Ton peut faire passer par cette courbe une infinité de cônes de révolution, 
et que pour cela faire il suffît de construire la focale H de la courbe e, et l'on sait 
que chacun des points de celte focale pourra être considéré comme le sommet 
d'un cône, qui ayant e pour base, sera de révolution. 

Concevons donc la courbe e donnée et la focale H construite ; prenons sur H 
un point «, nous aurons le cône de révolution A ayant s pour sommet et e pour 
base. 

Unissons le centre o de la courbe e au point «, nous aurons une droite D. 

Tout plan parallèle au plan de la courbe e coupera le cône A suivant une section 
conique $ semblable à la courbe e et ayant son centre o' situé sur la droite D. 

Nous pouvons considérer le cône A comme le cône asymptote d'une infinité 
d'hyperbolo!des à une nappe et de révolution ayant leur centre en s et pour axe 
Taxe du cône A , et l'on sait que cet axe sera une droite A tangente en « à la 
focale H. 

Menons un plan T tangent au cône A suivant une droite G , et traçons dans le 



(*) Voyez mon Coure de géométrie deteriptive , lithographie pour les ëlères de l'École centrale det 
arts et manufactures. 
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plan T une droite K parallèle à G. La droite K, en tournant autour de Taxe A, 
engendrera une surface de révolution qui ne sera autre qu'un hyperboloïde ^ 
une nappe ayant le cône A pour oône asymptote. 

La droite K percera le plan de la courbe e en un point x qui sera hors de cette 
courbe; faisons glisser la droite K et la droite G le long de la droite D et parallè- 
lement à elle-même , cette droite K prendra dans l'espace diverses positions K', 
K'\... lesquelles seront parallèles entre elles, et perceront le plan de la courbe e 

respectivement aux points x\ x'\ et tous ces points seront sur une droite B , 

qui ne sera autre que l'intersection du plan de la courbe e et d'un plan P passant 
par la droite K et mené parallèlement à la droite D; ce plan P sera parallèle au 
plan qui contient G et D, donc la droite B sera parallèle à la droite o^. Cette 
droite B coupera la courbe % en deux points ou lui sera tangente en un point ou 
ne la rencontrera pas. 

Si par l'un dés points de rencontre de la droite B et de la courbe e, on mène 
une droite K, parallèle à K, et que l'on fasse tourner cette droite K, autour de 
l'axe A , elle engendrera un hyperboloide de révolution qui sera coupé par le plan 
de la courbe e suivant cette courbe e elle-même; et cela doit être puisque des 
plans parallèles coupent une surface du second degré suivant des courbes 
semblables. 

On voit donc que l'on pourra faire passer par la courbe e une infinité d'hy- 
perboloîdes à une nappe et de révolution, ayant la droite D pour droite diamé- 
trale commune, car l'on peut prendre pour point x un point tellement placé 
sur H*, trace du plan T, que la droite B parallèle à la droite og coupe en deux 
points ou touche en un point la courbe e. 

Lorsque la droite B coupera la courbe e en deux points , c*est que Ton pourra 
construire deux hy perboloîdes ayant des cercles de gorge égaux, mais séparés, 
ou, en d'autres termes, situés respectivement dans deux plans parallèles, ces 
deux surfaces se pénétrant d'ailleurs suivant la courbe c. 

Lorsque la droite B touchera la courbe e , c'est que les deux hyperboloides se 
réduiront à un seul. 

Et lorsque la droite B ne rencontrera pas la courbe ct c'est que pour le cône 
considéré et qui a son sommet au point t , on ne. peut pas construire un 
hyperboloide ayant pour rayon de son cercle de gorge la plus courte distance 
existant entre les droites G et K ; la droite K sera trop éloignée de la droite G ; 
il faudra dès lors rapprocher le point x du point 9, ou, en d'autres termes, 
prendre la droite K plus près de la droite 6, pour que l'hyperboloide puisse 
exister. 
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Sur V épure {fig. 88 ), toutes les constructions sont exécutées , et au moyen de 
la notation adoptée il est facile de les lire. 

Les divers hyperboloîdes de révolution qui passent par la section conique 
donnée £ (fig. 88) et qui ont pour cône asymptote un cône parallèle au cône A , 
lequel a son sommet au point $ et pour axe la tangente A en ce point ^ à la focale H , 
jouissent d'une propriété remarquable et que je vais faire connaître. 

Concevons d'abord {jig. 89) un cône A de révolution dont Taxe A est vertical et 
ayant son sommet au point s et ayant pour base le cercle B et dont le demi-angle 
au sommet soit représenté par a ; en faisant glisser ce cône A parallèlement à 
lui-même ( son sommet se mouvant sur l'axe A ) en transportant le sommet s en 8\ 
os étant égal à os'j on aura un nouveau cône A' qui aura pour base sur le plan 
horizontal le même cercle B. 

Ces deux cônes A et A' peuvent être considérées comme deux hyperboloîdes 
dont le rayon du cercle de gorge serait nul. 

Par le cercle B nous pourrons faire passer un hyperboloide 2, ayant le cercle B 
pour cercle de gorge et dont la courbe méridienne sera une hyperbole dont les 
asymptotes comprendront entre elles un angle égal à 2a ; dès lors le cône A ayant 
glissé parallèlement à lui-même (son sommet s' étant transporté en o, centre du 
cercle B)en la position A, y et en cette nouvelle position A, , ce cône sera asymptote 
à r hyperboloide 2.. 

Si l'on conçoit une suite d' hyperboloîdes de révolution ayant Taxe A pour axe 
commun et ayant chacun pour cône asymptote un cône dont le demi-angle au 
sommet soit égal à a et passant tous par le cercle B, je dis que le lieu de tous 
leurs cercles de gorge sera un ellipsoïde de révolution dont Téquateur sera le 
cercle B et dont les sommets seront les points s et s\ 

Et en effet : 

Désignant par R le rayon du cercle B base du cône A, et par A la hauteur du 
sommet s du cône au-dessus du plan de la base B ; on aura : 

R 

7- = taDg a 

m 

Si nous prenons Taxe A pour axe des y et la trace H* du plan méridien M 
parallèle au plan vertical de projection (/i^. 89) pour axe des Xt l'origine des coor- 
données étant alors au centre o du cercle B, l'équation d'une hyperbole 2, tracée 
dans le plan méridien M ( cette courbe 2, ayant son centre s., sur l'axe A , son axe 
imaginaire dirigé suivant l'axe A et ses asymptotes faisant entre elles dn angle 
égal à 2a) sera : 
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- - -^ — r- = ^ a) 

/}' p" tang" a 

g représentant la distance du centre s., de cette hyperbole 2, au centre s à\x 

cercle B ^ et p représentant Taxe réel de cette même courbe 2,. 

p et 6 seront doue les coordonnées du point m,, sommet de l'hyperbole 2,, et si 

Ton établit que cette hyperbole 2, passe par le point m, du cercle B, ou en d'autres 

termes que Thyperboloide de révolution ( engendré par cette courbe 2, tournant 

autour de l'axe Â) passe par le cercle B, il faudra dans l'équation (i) faire :c£= R 

et y:=:0; dès lors : 

R* «» 



p p* tang' a 

OU 



= 1 



R' tang'' a = 6* -)- p' tang "a (2) 

sera l'équation du lieu des divers sommets m„ des diverses hyperboles 2,. Cette 
équation (2) est celle d'une ellipse ayant le point o pour centre et pour axes : 
Ret (R. tang a). 

Par conséquent , le lieu des cercles de gorge des divers hyperboloides qui 
passent par le cercle B, qui ont tous pour axe Taxe A et dont les cônes asymp- 
totes sont tous égaux entre eux et ont le demi-angle au sommet égal à a , est un 
ellipsaide de révolution ayant le cercle B pour équateur et pour sommets les points 
s et s\ 

Gela établi , résolvons le problème général , et supposons qu'au lieu d'un cercle 
B on a une section conique e. 

V Supposons d'abord que la section conique e est une ellipse. 

Concevons le cône A (fig. 90) de révolution ayant pour base l'ellipse e et ayant 
pour sommet le point s de la focale ( hyperbole) H. 

L'axe A du cône A sera , comme on sait, la tangente en s à l'hyperbole H. 

Si l'on mène un plan tangent T au cône A la trace horizontale de ce plan 
( prenant pour plan horizontal de projection le plan de la courbe e et pour plan 
vertical de projection le plan de la focale H ) sera tangente à la courbe s , et si 
dans ce plan T on mène une droite K parallèle à la génératrice G de contact 
du plan T et du cône A, en faisant tourner cette <iroite K autour de l'axe A , on 
aura un hyperboloide à une nappe et de révolution ayant le cône A pour cône 
asymptote. 

On peut donc 9 pour engendrer cet hyperboloide, prendre un pi^n tangent 
arbitraire, et dès lors supposer que l'on opère par rapport à la génératrice G du 
cône A passant par le sommet g (extrémité du grand axe) de l'ellipse donnée e. 
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Dès lors, la plus courte distance entre les droites G et K sera égale à Tor- 
donnée de Tellipse e parallèle au petit axe de cette ellipse, et pour le point en 
lequel K* coupera cette ellipse e ; et si , par la droite D qui unit le sommet s dii 
cône A et le centre o de Tellipse e, on mène un plan Q perpendiculaire au plan 
vertical de projection , il nous s'uflSra de connaître dans ce plan Q. le lieu l des 
points en lesquels les cercles de gorge des divers hyperboloïdes qui sont assujetties 
à passer par l'ellipse e, sont coujpés par ce plan Q pour connaître la surface lieu 
de ces divers cercles de gorge. 

Or, prenant la droite D pour axe des abscisses p, et le petit axe de Tellipse e 
pour axe des ordonnées y, on voit que les abscisses p seront aux abscisses x 
de Fellipse e (comptées sur le grand axe og) dans un rapport constant,- on peut 
donc écrire : pr=m • x. 

Et dès lors, il suffira de remplacer dans l'équation 

-4-^ = 1 

de l'ellipse c, x par — ; et l'on aura : 

-£l + »' = 1 

m o 
pour le lieu ^. 

Il est donc évident que le lieu des divers cercles de gorge sera un ellipsaide non 
de révolution ayant la droite D pour ligne dianiéirale conjuguée des cercles de 
gorge dont les plans seront perpendiculaires à l'axe A. 

2"" Supposons que la courbe e est une hyperbole^ 

La focale de cette hyperbole sera une ellipse H (fig. 91 ). 

En faisant les mêmes raisonnements que précédemment et des calculs ana- 
logues , on trouvera que la courbe l est une hyperbole ayant pour axe réel la 
droite ss' comptée sur D, « et s étant les sommets des deux cônes qui passent 
par l'hyperbole t. 

Dès lors , le lieu des cercles de gorge sera un hyperboUnde à deux nappes non 
de révolution. 

3"" Supposons que la courbe e est une parabole. 

La focale de cette parabole sera une parabole H {fig. 92). 

La droite D sera parallèle à l'axe infini de la parabole s, et l'on trouvera que la 
courbe l est une parabole identique à la parabole t et ayant la droite D pour axe 
infini. 

Le lieu des cercles de gorge sera donc un paraboknde elliptique. 
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Si Ton cherche la courbe g, située dans le plan de la focale qui se trouve être 
le lieu des points en lesquels les divers cercles de gorge sont coupés par le plan 
de cette focale , on verra que : 

l"" Dans le cas où la courbe e est une ellipse ; S, sera une ellipse ayant son centre 
en Of et ayant pour diamètre^ conjugués, d'abord sa' dirigé sur la droite D et 
ensuite une droite qui passant par le point osera dirigée perpendiculairement à 
Taxe A et sera ^le au petit axe de l'ellipse e ; 

2"* Dans le cas où la courbe e est une hyperbale \ g. sera une hyperbole ayant son 
centre en o , et pour diamètres conjugués , d'abord sb' dirigée sur la droite D 
(et Ion aura le diamètre réel de la courbe ^) et ensuite une droite qui passant 
par le point o sera dirigée perpendiculairement à l'axe Â et sera égale à l'axe ima- 
ginaire de l'hyperbole e ( et l'on aura le diamètre imaginaire de la courbe £. ) ; 

S"" Dans le cas où la courbe e est une parabole ; l^ sera une parabole ayant la 
droite D pour diamètre infini et ayant pour tangente au point s une droite 
perpendiculaire à Taxe A. 

En sorte que dans les trois cas le plan tangent au point s à la surface ellipmde 
ou hyperboUnde à deux nappes ou paraboUnde elliptique {lieu des cercles de gorge 
des divers hyperboloides à une nappe passant par la même section conique e) sera 
perpendiculaire à l'axe A. 

Problème à. Étant donnée tui kyperboldide à une nappe et un point , mener par ce 
point un plan qui coupe la surface suivant une parabole dont l'axe infini passe par ce 
même point. 

Concevons Taxe A d'un hyperboloîde 2 , cet axe A étant perpendiculaire au plan 
horizontal P; désignons par o le centre et par A le cône asymptote de la surface 
2; enfin désignons par s le point donné. Tout plan passant par le point s coupera 
les surfaces 2 et A suivant deux sections coniques semblables et semblablement 
placées et concentriques. 

Si donc le plan sécant Q coupe le cône A suivant une parabole c, ce même 
plan Q coupera la surface 2 suivant une parabole qui sera identique à e ; les deux 
sections (paraboles) auront même paramètre p et même droite D pour axe infini. 
Le problème proposé est donc ramené au problème suivant : 

Étant donnés un point s et un cône A » couper ce cône par un plan Q passant par le 
point s , et dirigé dans l'espace de telle manière que la section soit une parabole t dont 
taxe infini D passe par ie point s. 

Pour qu'un plan eeupe un cône suivant une parabole, il faut qu'il soit parallèle 
a Tune des génératrices droites de ce cône. 

33 
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Si donc Ton unit le sommet o du cône A^u point $ par une droite B , ei si Ton 
fait glisser le cône A parallèlentent à lui-^nème , son sommet o parcourant la 
droite B , lorsque ce sommet o sera en ^ , le c6ne A aura pris la position A, , et 
tout plan Q tangent à A. coupera le cône A suivant une parabole e; et la généra- 
trice droite G contact du plan Q et du cône A. sera le diamètre infini de la courbe 
de section e^ 

H faut donc chercher quel est , parmi tous les plans tangents Q, celui qui donne 
une droite G telle qu'elle soit, non un diamètre infiw, mais l'axe infini de la 
section e. 

Si l'on prolonge la droite G jusqu'à sa rencontre avec le cône A , on aura un 
point X pour lequel la tangente à la courbe e, section du cône A par le plan Q, 
sera la droite t intersection du plan Q et du plan T tangent en x au cône A. 

Pour que la droite G soit l'axe infini de la parabole t, il faut que la droite ( 
soit perpendiculaire à la droite G. 

Il faudra donc chercher, parmi les couples de droites G et f, celui pour lequel 
ces deux droites se coupent sous l'angle droit. 

Première solution. Supposons l'axe A du cône A vertical et le plan de base 
horizontal, on aura pour la base du cône A une ellipse X. 

Si l'on mène la droite D qui unit le point donné s et le sommet o du cône A, 
cette droite D viendra percer le plan horizontal en un point d ; et si par la droite D 
l'on mène un plan Y, ce plan coupera le cône A suivant deux génératrices droites K 
et K. qui viendront percer la courbe X , la première au point k et la deuxième au 
point &i 9 et les trois points A:, ik, et d seront en ligne droite. En sorte que si par les 
deux points k et k, on mène des tangentes 9 et 3. à l'ellipse X , ces droites se 
couperont en un point r qui sera le pôle de Tellipse X par rapport à hpoUdre kdk,. 
Et par rapport au pâle d on aura une droite R, lieu, des points r, qui sera la 
polmre de la courbe X. 

Les deux plans (o, 9) et (o, 6.) seront tangents au cône A suivant les droites 
K et K. , et ces plans tangents se couperont suivant une droite or qui sera 
parallèle à la droite t, lorsque G sera parallèle à K et que dès lors K. passera par 
le point X. 

Il faut donc déterminer la position du point r sur la droite R pour lequel la 
droite or sera perpendiculaire à la droite K : c'est ce que l'on peut faire de la 
manière suivante : 

Dans le plan (o, 9} tangent au cône A suivant la droite K , et par le sommet o 
de ce cône menons une droite I perpendiculaire à K ; cette droite I viendra couper 
la droite 9 trace du plan tangent (o, 9) sur le plan de la base X en un point v. 

Tous les points t; formeront une courbe 9, et le point v' en lequel la droite R 
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coupera i sera celui qui donnera une solution du problème; car il suffira de 
mener par ce point v une tangente 6' à la base X et le plan mené pair le point s 
parallèlement au plan tangent (o, 6') coupera le cône A suivant une parabole 
dont Taxe infini passera par le point s. 

Amant il y aura de point v^ de rencontre de la droite R et de la courbe d, 
aulant il y aura de solutions du problème. 

H n'est pas sans intérêt de connaître la nature géométrique de la courbe d; 
nous allons donc chercher son équation. 

Il est évident qu'au lieu de mener par le sommet o du cône A une droite I qui ^ 
située dans le plan tangent (o, 8), sera perpendiculaire à la génératrice de 
contact K, on peut mener par ce point o un plan Z perpendiculaire à la droite K, 
et la trace horizontale H' de ce plan Z coupera la trace horizontale 9 dja plan 
tangent en un point qui ne sera autre que le point v trouvé ci-dessus comme 
rencontre des droites I et 9. 

Cela posé : 

Les équations de l'ellipse X seront, en prenant Taxe A du cône A pour axe 
des z et le plan de la courbe X pour plan des x et y, 

z=o et ^4-Ji =1 

Les, équations d'une génératrice droite K du cône A seront : 

—v' 

X — ar= . X 

e 

en désignant par c la distance du sommet o au plan des (x, y). 

L'équation du plan Z passant par le sommet o, et perpendiculaire à la droite K, 
sera : 

[x — c)c — a?x' — 5^= 

La trace horizontale H* aura pour équations: 

j» = et xal'^yjf^c^^ù W 

L'équation de la tangente 6 au point de Tellipse X dont les coordonnées sont 
X et y' est ; 
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On a de plus Téquation de condition : 

puisque le point dont les coordonnées sont x' et y' est sur la courbe X. 

En éliminant x et y' entre les équations (1), (2) et (3), on aura une équation 
en ;r et y qui sera celle du lieu cherché et ainsi de la courbe d /teic des points v. 
L'élimination étant effectuée , on arrive à l'équation 

(N*— P V) j*+ M*«' = (4) 

en posant : 

N*=a*(P+?)*, P'=(?^^% M'=6'(â?+7)' 

Discutons Téquation (4) (qui est celle de la courbe d) afin de reconnaître^ la 
forme de cette courbe ; et pour faciliter cette discussion , écrivons l'équation (4) 
sous la forme : 

Ma? 

KPV— N' 

y sera imaginaire pour toutes les valeurs positives et négatives de x pour 

lesquelles on aura : Pa;> N. 

N 
Lorsque P'a;* = N'^ on a a:=!±: p et y est infini. Si Ton met l'équation (5) sous 

la forme : 

M 

»=± , (6) 



\/--i 



On voit que x augmentant , y va en diminuant jusqu'à ce que enfin, pour 

M 



x=oc, on ay=iti^. 

De plus, il est évident que la courbe représentée par l'équation (5) est symé- 
trique par rapport à Taxe des x^ tant du côté des x positifs que des a: négatifs , et 
aussi par rapport à l'axe des y, tant du côté dés ^ positifs que des y négatifs. 

L'équation (6) peut s'écrire sous la forme : 

N'y'-|-MV=:PVy' (7) 
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Et alors on voit que la courbe a deux asymptotes parallèles à Taxe des y dont 

M 
les équaliona sont y=±^ , et deux asymptotes parallèles à Taxe des x dont les 

équations sont a; = ±~. 

La forme de la courbe i donnée par Téquation (A) sera donc celle repré- 
sentée par la fig. 93. Toutefois, il peut arriver que les asymptotes des quatre 
branches dont la courbe i est formée coupent Tellipse X. 

Examinons donc ce qui peut arriver à ce sujet. 

Les deux asymptotes parallèles à Taxe des x ont pour équations : 

y=±f (8) 

Supposons que le grand axe de Tellipse X est dirigé suivant Taxe des x, on 
aura : a>b. 

L'équation (8) donnera , en remplaçant M et P par leurs valeurs en a et 6 
et c. 

Si Ton a ^ > b, Tasymptote ne coupera pas Tellipse X; 

M 
Si Ton a p < fr , l'asymptote coupera Tellipse X ; 

M 
Si Ton a p = 6 , l'asymptote sera tangente à Tellipse. 

Or, en posant l'inégalité —j—vr = b, 

On voit que comme l'on a établi que a est plus grand que b, on aura toujours 
M 

Donc les deux asymptotes parallèles à Taxe des x ne rencontreront jamais 
l'ellipse X. 

Mais il n'en sera pas de même pour les deusi^ asymptotes parallèles à Taxe des y ; 
car si l'on pose: 



ou« 



N > 



■ — 1 = a 
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ou enfin^ 



On voit que l/a — b* est précisément l'excentricité e deFellipseX, et que 

l/b^+c* est égal à la génératrice L comprise entre le sommet du cône A et 
Textrémité du petit axe de l'ellipse X base dècecône. 
Les trois cas pourront donc se présenter, savoir : 

rc>L, 2" e = L, 3° c<L 

bans le premier cas , les asymptotes ne couperont pas Tellipse X. 
Dans le deuxième cas^ les asymptotes toucheront l'ellipse X en ses sommets 
extrémités de son grand axe. 

Dans le troisième cas, les asymptotes couperont l'ellipse X. 

Deuxième solution. Étant donné un cône du second degré A, si Ton mène par 
son sommet o une droite D^ et si l'on fait mouvoir ce cône A parallèlement 
à lui-même son sommet o parcourant la droite D ; lorsque le point o sera venu 
se placer en un point s^ le cône A prendra dans Tespace une position A, et l'on 
sait que les deux cônes A et A, se coupent suivant une courbe plane 6 : 

1*" La courbe S est une ellipse lorsque la droite D est située dans l'intérieur du 
cône A ; 

2* La courbe S est une hyperbole lorsque la droite D est située hors du cône A ; 

3^ La courbe 6 est une génératrice droite du cône A lorsque la droite D est 
située sur ce cône, et dans ce cas les deux cônes A et A. sont en contact suivant 
cette génératrice droite D, laquelle joue le rôle de parabole. 

Gela posé : si l'on mène au cône A. un plan tangent Q , la génératrice de 
contact étant une droite G, il existera sur le cône A une génératrice K parallèle 
à G , et le plan tangent au cône A le long de K sera parallèle au plan Q et la 
droite G percera le cône A en un point x qui appartiendra à la section conique 6 
intersection des deux cônes A et A,. 

Et si l'on mène par le point x la génératrice droite K. du cône A , le plan 
tangent à A tout le long de K. coupera le plan Q suivant une droite t tangente 
en X à la courbe 6. 

Donc pour que le point x soit le sommet de la parabole section du cône A par 
le plan Q , il faudra que les deux droites t et G soient perpendiculaires entre elles. 

Le problème est donc ramené au problème suivant : 



j 
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Ékmi donné un cotte A, ayani son êomtnei en un point s et pour base ou directrice 
une section conique è, irotiverj parmi toutes les génératrices droites de ce cône Ai , celles 
qtd coupent sous l* angle droit la courbe 6. 

Pour résoudre ce problème, il suffira d'abaisser du sommet s une perpendi- 
culaire N sur le plan de la courbe 6; la droite N percera le plan de 6 en un 
point n , et l'on mènera par ce point n des normales à la courbe 6. Chacun des 
points en lesquels ces normales perceront la courbe 6 sera précisément le point x 
sommet de la parabole demandée et dont Taxe infini passera par le point s. 

Or, par un point n situé sur le plan d'une section conique 6 ^ on peut toujours 
mener deux normales à cette courbe S (et on n'en peut mener que deux) que le 
point n soit situé en dedans ou en dehors de la courbe 6. 

Le problème proposé a donc toujours deux solutions, lorsque le point s ne 
sera pas situé sur le cône A. 

Lorsque le point s sera sur le cône A, alors le cône A, ne coupera plus le 
cône A, mais lui sera tangent tout le long de la génératrice droite D passant par 
le point s. 

On construira le plan T tangentau cône Asuivant la droite D| et il faudra chercher 
parmi tous les plans Q tangents au cône A.^ celui qui coupera le plan T suivant 
une droite i perpendiculaire à la génératrice de contact G du plan Q et du cône A, . 

Dans ce cas particulier, il faudra employer la première solution et considérer 
le cône ayant son sommet au point o sommet du cône A et pour base la courbe 
à quatre branches i. 

La construction devra s'exécuter de la manière suivante : 

On prolongera la droite D, et elle viendra couper la base elliptique X du cône A 
en un point d] en ce point d on mènera la tangente y à l'ellipse X, et cette 
droite y coupera la courbe d en deux points; mais si la droite y est parallèle aux 
asymptotes parallèles soit au petit axe, soit au grand axe de l'ellipse X, ou si, 
en d'autres termes, la droite y est tangente à la courbe Xen l'une des extrémités 
de son grand axe ou de son petit axe, alors le plan Q est facile à construire, car 
sa trace horizontale sera perpendiculaire à l'un des axes de l'ellipse X. Dans ce 
cas, il n'y aurait, à rigoureusement parler, qu'une seule solution ou trois solu- 
tions : une seule solution si les asymptotes de la courbe d parallèle au petit axe 
de l'ellipse X ne coupent pas ou touchent cette courbe X , et trois solutions si 
ces asymptotes coupent la courbe X ; mais la génératrice D peut cependant êlre 
considérée dans ce cas «omme une seconde solution , ou comme une quatrième 
solution. 

Mais si cela n'a pas lieu , et dès lors hormis le cas particulier précédent , on 
mènera de chacun des deux points en lesquels la courbe i est coupée par lu 
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droite y des langentes 6 et 6, à l'eliipse X , et le plan Q aura deux positions : dans 
Tune il sera parallèle au plan (o, 9) tangent au cône A, dans Tautre il sera 
parallèle au plan (o, 9.) aussi tangent au cOne A. 

Ainsi, quelle que soit la position du point s, on peut dire que le problème 
aura toujours au moins deux solutions. 

Problème 5. Étant données une surface de révoluiicn 1 par son axe k etsa courbe 
méridienne t , et ayant construit la courbe de contact 6 d'un cône A et de la surface 2; 
supposant que la courbe 6 est projetée sur le plan méridien passant par le sommet s du 
cône A , en une courbe S'y on demande de construire la tangente en un point quelconque 
de 6^. 

l"" On sait que la courbe de contact d'un cône tangent à une surface du second 
degré est une courbe plane ; 

2° On sait que lorsque le sommet du cône tangent est situé sur un plan dia- 
métrai principal de la surface du second degré, le plan de la courbe de contact 
est perpendiculaire à ce plan diamétral ; 

3"" Pour construire la courbe de contact d'un cône et d'une surface de révolu- 
tion y on détermine successivement les points de cette courbe situés sur la suite 
des parallèles de la surface de révolution , en remplaçant pour chaque parallèle C 
la surface de révolution données par une surface de révolution B. plus simple, 
et telle que les deux surfeces B, et 2 soient tangentes Tune à Taulre suivant le 
cercle ou parallèle G. 

Et alors les deux surfaces 2 et B. doivent être considérées comme ayant rigou- 
reusement en commun non-seulement le parallèle C , mais encore un second pa- 
rallèle G' infiniment voisin du premier parallèle G ; car deux surfaces en contact 
suivant une ligne ont réellement en commun non pas seulement cette ligne, maiç 
bien une zone superficielle et élémentaire. 

On peut donc dire que pour construire un point de la courbe de contact 6, 
on considère et on doit considérer deux cercles ou parallèles successifs et infini- 
ment voisins C et G^ 

Ainsi, pour construire le point de la courbe 6 situé sur un parallèle C, on 
emploie une surface auxiliaire simple et de révolution B, ayant un contact du 
premier ordre avec la surface générale 2 et tout le long du cercle G. 

&" Pour construire la tangente en un point m de la courbe de contact Ç, il 
faudra donc construire deux points m et m' successifs de S, puisque la tangente 
en m n'est autre que l'élément rectiligne mm' de cette courbe € et supposé pro- 
longé indéfiniment. 

Pn devra donc considérer trois parallèles successifs ou infiniment voisins 
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C , G^ C", et par suite on devra remplacer la surface générale 1 pour le paral- 
lèle G , par une surface auxiliaire simple et de révolution B, ayant un contact 
du second ordre avec la surface 2 et tout le long du parallèle G ; 

6"" Si Ton voulait construire pour le point m de la courbe de contact S, le plan 
osculateur de cette courbe 6, il faudrait considérer quatre parallèles successifs 
ou infiniment voisins G, G', G",G''^, et par suite une surface (plus simple que la 
surface 2) de révolution B, ayant un contact du troisième ordre avec la surface 
générale 2 et tout le long de G. 

Gela posé : 

l"" Pour construire le point m de la courbe de contact 6 situé sur un parallèle G, 
on construit un cône de révolution B, tangent à la surface 2 suivant le parallèle 
G, parce que l'on peut facilement construire le plan T tangent au cône B. , ce 
plan T étant assujetti à passer par le sommet du cône A; 

2"* Pour construire la tangente au point m de la courbe 6 , il faudrait construire 
un ellipsoïde de révolution ou un hyperboloïde à une nappe et de révolution B., 
ayant un contact du second ordre avec la surface 2 tout le long du parallèle G. 

Or> la construction de cette surface du second degré B. ne peut être effectuée 
que de la manière suivante : 

Désignant par e la courbe méridienne de la surface 2 et par A Taxe de révolu- 
tion de cette surface 2> il faudra, au point x en lequel le parallèle G coupe la 
méridienne e, construire une section conique H ayant Tun de ses axes dirigé 
suivant l'axe A , et ayant en x un contact du second ordre avec la méridienne e. 

Dès lors , la section conique H en tournant autour de l'axe A engendrera une 
surface du second degré et de révolution 2, ayant un contact du second ordre 
avec la surface 2 tout le long du parallèle G. 

Et dès lors y construisant la courbe de contact de la surface 2. et d'un cône A, 
ayant pour sommet le sommet du cône A , on obtiendra une courbe plane 6, dont 
le plan viendra couper le plan tangent en m à la surface 2 suivant la tangente 
en m soit à la courbe 6, soit à la courbe 6.; car il est évident que les deux 
courbes 6 et 6, seront tangentes l'une à l'autre au point m. 

Mais en ce point m , les deux courbes 6 et 6. n'ont qu'un contact du premier 
ordre, quoique les surfaces 2 et 2, aient un contact du second ordre. Gela a lieu 
parce que les deux cônes A et A, n'ont qu'un contact du premier ordre tout le 
long de la génératrice droite qui leur est commune et qui passe par le point m. 

La solution du problème dépend donc de la possibilité ou de l'impossibilité 
de construire la section conique H satisfaisant aux conditions imposées. 

Or, la courbe H peut toujours être construite, quelle que soit la courbe 
méridienne e. 

34 
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£t en efiei : cinq conditions déterminent une section conique. 

Or, dire que la courbe H a en x un contact du second ordre avec la courbe 
méridienne e , c'est supposer que la courbe H passe par trois points successifs 
ou infiniment voisins x , x\ x' de la courbe méridienne e. 

Or, pour que la courbe H ait son centre sur Taxe A, et Tun de ses axes dirigé 
suivant cet axe A, il faut admettre que cette courbe H passe par les trois nouveaux 
points t/, y\ y" intersection des trois parallèles successifs G , Qf, O!' par le plan 
de la courbe méridienne e. 

Or, Ton sait que si Ton se donne six points x et y, x et y\ x et y' tels que 
les cordes a:y, xy\ x'y" soient parallèles et coupées en parties égales par une 
droite A qui leur est perpendiculaire, on peut toujours faire passer par les 
six points une section conique, laquelle évidemment satisfera aux conditions 
imposées précédemment, si toutefois les points Xy x\ x' sont trois points successifs 
ou infiniment voisins. 

Cela dît : 

Remarquons que pour le point x la courbe méridienne peut tourner sa con- 
cavité ou sa convexité du côté de Taxe A. Si la courbe e tourne sa concavité, la 
courbe H sera une ellipse et la surface 2, un ellipsoïde de révolution.^ Si la 
courbe e tourne sa convexité, la courbe H sera une hyperbole ayant son axe 
imaginaire dirigé suivant Taxe A , et dès lors la surface 2. sera un hyperboloîde 
à une nappe et de révolution. 

Appliquons ce qui précède à la solution du problème énoncé. ' 

Soit i la courbe méridienne tracée dans un plan parallèle au plan verti- 
cal {fig. 94) ; soit s le sommet du cône A tangent à la surface 2 engendrée par la 
courbe e tournant autour de Taxe A. 

La projection S* de la courbe 6 contact du cône A et de la surface 2 étant 
construite , on demande de construire la tangente f au point nC de g"". 

Par le point nC on mènera une droite C^ perpendiculaire à A'' qui viendra 
couper € en un point x\ On construira en a:' l'ellipse ou l'hyperbole H"" ayant 
en x" un contact du second ordre avec t et dont le centre sera sur A', l'un des 
axes de cette courbe H^ étant dirigé suivant k\ 

Par le point $* on mènera deux tangentes ô'' et 9/ à la courbe H'', et en unissant 
les deux points de contact n' et n/ on aura une droite qui passera par le point 
irC et sera tangente en ce point à la courbe 6''. 

On sait que la courbe 6' vient couper la courbe e'' en deux points y* et y/ en 
lesquels cette courbe Ç' s'arrête brusquement en tant que Ton considère T 
comme la projection de la courbe 6 de l'espace; mais l'on sait que si l'on consi- 
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dère g' comme une coarbe géométrique plane, elle se prolonge au delà de ces 
points if et y/. 

On demande de construire la tangente au point j^"" de 6^; on sait que la construc- 
tion de cette tangente dépend du plan osculateur U au point ?/ de g; car si Ton 
connaît le plan U comme ni sera perpendiculaire au plan méridien e, sa trace 
sur le plan vertical de projection donnera la tangente au point tf de S". 

Or, jusqu'à présent on n'a pas résolu le problème relatif à la constrction du 
plan osculateur en ce point }f lorsque 6 est une courbe de contact de deux sur- 
faces. On n'a encore résolu le problème de la construction du plan osculateur 
que lorsque la courbe 6 est l'intersection de deux surfaces ayant un plan dia- 
métral Y principal et commun et que la courbe 6 est projetée sur ce plan Y (*). 

En vertu de ce qui a été dit précédemment , la construction du plan oscula- 
teur U n'offrira aucune difficulté lorsque la courbe 6 est une courbe de contact. 

Et en effet : 

Pour construire un point m de la courbe 6, il faut considérer deux cercles 
successifs C et C"; pour construire la tangente en m, il faut considérer trois 
cercles successifs G, G' et C^'; pour construire le plan osculateur en m, ou, en 
d'autres termes, pour construire deux tangentes successives en m, il faut con- 
sidérer quatre cercles successifs G, G', C" et C". 

Mais pour le point y, la tangente t est perpendiculaire au plan méridien e, 
et c'est la tangente ï successive de t que l'on cherche. Or, comme t est perpen- 
diculaire au plan méridien , on voit que les quatre cercles successifs que l'on 
devrait considérer se réduisent à trois, et que par conséquent il suffira de 
construire une surface l^ dont la courbe méridienne H aura seulement un contact 
du second ordre au point y avec la courbe e, et non un contact du troisième 
ordre. En sorte que la construction de la tangente au point jf de S" sera identi- 
quement la même que celle de la tangente en un point courant m' de S'. 

On peut généraliser tout ce qui précède, et de la manière suivante: 

On sait que par trois sections coniques G , G", G^' semblables et semblablement 
placées et dont les centres sont sur une droite D et dont les plans sont parallèles , 
on peut toujours faire passer une surface du second degré, et qu'on n'en peut 
faire passer qu'une. 

Gela posé : 

Goncevons une surface 1 engendrée par une section conique G dont le plan 
se meuve parallèlement à lui-même, le centre de la courbe G se mouvant sur une 



f") Et ainsi dans Vé^re où Ton détermine les projections de rintenaction de deux surfaces de réro* 
lotion dont les axes se coupent. 
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droite D, cette courbe G changeant d'ailleurs de grandeur , tout en restant 
semblable à elle-même; si l'on mène par la droite D un plan P, ce plan coupera 
les diverses courbes C, C,, C., C,,.... (qui sont dans l'espace les diverses posi- 
tions de la courbe généralrice G ) en des points p 9 p. 9 p. , P» » • • • • 4^^ formeront une 
courbe e que l'on pourra regarder comme la directrice de la génératrice mobile 
et variable de paramétres G. 

Goncevons dans l'espace un point s sommet d'un cône A tangent à la surface 2 
suivant une courbe 6. 

On pourra toujours construire en un point m de la courbe € la tangente à cette 
courbe , au moyen des considérations suivantes : 

Si l'on conçoit en m les trois courbes génératrices successives ou infiniment 
voisines G, G', G^', on pourra toujours , par ces trois courbes, faire passer une 
surface du second degré 2, qui aura dés lors un contact du second ordre avec la 
surface 2 et tout le long de la courbe G. 

Et si l'on construit la courbe de contact 6, de 2. et d'un cône A, ayant le point s 
pour sommet, les deux courbes 6 et 6. auront un contact du premier ordre en m. 

Or, la courbe 6, est plane; donc le plan de €. coupera le plan T tangent en m 
à la surface 2 suivant la tangente en m à la courbe 6. 

Il sera toujours facile de construire la surface du second degré 2, y car il suffira 
de construire , au point p en lequel la directrice e de la surface 2 est coupée par le 
parallèle G passant par le point m, la section conique H ayant un contact du 
second ordre avec e y et ayant son centre situé sur la droite D et de plus cette droite 
D et la droite K qui unit le centre de la courbe génératrice G et le point p étant un 
système conjugué; ainsi Ksera la corde et D le diamètre, conjugués l'un à l'autre. 

De la construction de la tangente à la projection è^ de la courbe S intersection de deux surfaces 

de révolution dont les axes se rencontrent . 

G'est ici le lieu de faire quelques observations sur la construction de 
la tangente fl"" en un point tn' de la projection verticale de la courbe 3% inter- 
section de deux surfaces de révolution 2 et 2. , dont les axes A et Â^ se coupent, 
le plan vertical de projection étant le plan des axes de ces deux surfaces. 

On sait que pour construire cette tangente 9% on emploie le plan des normales 
N et N, menées au point m, la première à la surface 2 et la seconde à la surface 2, 
et que la trace du plan (N, N.) sur le plan (A, A,) n'est autre que la droite qui 
unit le point n en lequel l'axe A est coupé par la normale N, avec le point n. en 
lequel l'axe A, est coupé par la normale N,; et la tangente 9' cherchée est per- 
pendiculaire à la droite (n, n,). 
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Les divers auteurs ont appliqué cette méthode à tous les points de la courbe d% 
et aussi au point x en lequel la courbe i perce le plan des axes (A, A,) , ce point x 
étant dès. lors celui en lequel se coupent les courbes méridiennes dés surfaces 2 
et 2, (ces courbes méridiennes étant situées dans le plan des axes qui est un plan 
méridien commun aux deux surfaces de révolution), et ils n'ont point , à ce que je 
crois, expliqué d'une manière suffisamment nette pourquoi cette méthode était 
exacte, lorsqu'on l'appliquait à un point tout particulier, tel qu'est le point x. 

A la première vue, on serait porté à croire, au contraire, que pour ce point x 
la méthode n'est point rigoureuse. 

Et en effet : 

Concevons deux parallèles successifs et inûniment voisins C et C de la sur- 
face 2, le cercle C coupera la courbe d en un point p, et le cercle C^ coupera 
cette même courlie en un point p' et les deux points p et p' seront deux points suc- 
cessifs et infiniment voisins de la courbe d et l'élément rectiligne pp' étant pro- 
longé donnera la tangente au point p de la courbe d. 

Toutes les normales menées à la surface 2 par les divers points du parallèle G 
couperont l'axe A, et en un même point q] toutes les normales menées à la 
surface 2 par les divers points du parallèle C couperont l'axe A , et en un même 
point q\ 

Et ces points q et q' seront distincts entre eux ; ils seront deux points suc- 
cesifs et infiniment voisins de l'axe A. 

Or, pour construire la tangente en un point p de la courbe d, on n'a besoin 
de mener une normale à la surface 2 que par le point p; par conséquent la 
trace sur le plan des axes de tout plan passant par la droite N , passera par le 
point 9, point qui est rigoureusement déterminé. 

Mais si l'on voulait construire la tangente au point p de la courbe i , ce point p 
étant le successif et infiniment voisin du point p, et si dès lors on voulait 
construire la tangente 9' de la courbe i successive et infiniment voisine de la 
tangente 9 au point p, on devrait mener par le point p' une normale N'a la sur- 
face 2, laquelle couperait l'axe A au point 9' qui serait le successif et infiniment 
voisin du point q sur la droite A , et la trace sur le plan des axes de tout plan 
passant par la normale K passerait par le point q'. 

Et ce que nous venons de dire pour deux points quelconques successifs et infi- 
niment voisins , p et p' de la courbe d, peut se dire pour le pointa; situé sur le plan 
des axeset son successif a:' qui est hors de ce plan, et comme la tangente 9 au 
poin t x est perpendiculaire au plan des axes, on est obligé de construire sa tangente 
sucessiye 9' qui n'est autre que la tangente au point successif x' de la courbe i. 

Et, alors la trace du plan des normales ne passera pas par le point q en lequel la 
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normale N au point x de la courbe d coupe Taxe A, mais par le point ^ en lequel 
la normale W au point x' de d coupe cet axe A. 

On serait donc tenté de regarder la construction de la tangenle au pointa: comme 
approximative y puisque l'on fait passer la trace du plan des normales parle point 
qy et non par le point f' infiniment voisin de 9, comme ce qui précède semble 
nous y obliger. 

Cependant pour ce point x tout particulier de la courbe d, la construction de 
la tangente est rigoureuse , parce que pour ce point x il arrive que les deux points 
q et q' se confondent en un seul point, bu en d'autres termes, c'est que pour le 
point X de la courbe i les normales N au point x et N^ au poinl infiniment voisin 
x' (ces normales étant menées à la surface 2) se coupent, tandis que pour tous 
les autres points de la courbe d, les deux normales successives à la surface 2 ne «^ 
coupent pas. En d'autres termes, encore, c'est que la surface gauche @ formée 
par les diverses normales à la surface 1 et qui ont pour directrice la courbe d, se 
trouve avoir une courbure développable tout le long de la normale menée par le 
point X , et ainsi tout le long de la normale située dans le plan des axes des deux 
surfaces de révolution considérées. 

Et en effet : 

La courbe d est symétrique par rapport au plan des axes , l'axe A est une droite 
de striction pour la surface gauche Q , cette surface est donc symétrique par rap- 
port au plan des axes. 

Si je construis au jpoint x de la courbe i le cercle osculateur y, son plan sera 
perpendiculaire au plan des axes et son centre sera sur le plan des axes ; on 
pourra donc construire un cône osculateur à la surface 0, tout le long de la nor- 
male au point Xy et ce cône sera symétrique par rapport au plan des axes , et son 
sommet sera au point en lequel la normale menée au point x coupe l'axe A. On a 
donc , en vertu de ce que la courbe d est symétrique par rapport au plan des axes, 
en ce cercle y un cercle osculateur ayant , non pas seulement un contact du second 
ordre avec la courbe 3, mais un contact du troisième ordre, par conséquent la 
surface gauche a quatre génératrices droites successives et infiniment voisines, 
qui viennent se couper en un même point de l'axe A. 

El c'est parce que la surface est développable tout le long de sa génératrice 
droite située dans le plan des axes, qve la construction de la tangente au point x 
de la courbe d, par la méthode du plan des normales , est rigoureusement exacte. 



} 
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Les triangles ont leurs sommets s et s' situés sur une droite D parallèle à leurs 
bases situées pour les uns sur A, pour les autres sur B^ mais A et B sont parallèles. 

On a donc évidemment ab=bc,j dont le point c, n'est autre que le point c. 
Donc etc. 

On sait aussi , que si Ton a {jfig. 96) deux droites parallèles A, et B| et qu'on 
les divise en parties égales par des parallèles équidistantes K, K,, K,, K,, K^^ en 
unissant : i* les points a et b\ b et c\ c et d\ etc. ; on aura une suite de droites 
parallèles entre elles K/, K/, K,', etc.; en unissant 2"" les points a et c\ b et cC , dei e\ 
on aura encore une suite de droites parallèles entre elles K/', K/', K,"', etc. 

Cela posé : 

Concevons trois plans rectangulaires entre eux P, Q et R se coupant suivant 
trois droites X, Y , Z^ la droite X étant l'intersection des plans Pet Q, la droite 
Y étant Tintersection des plans P et R et la droite Z étant l'intersection des plans 
QetR. 

Prenons le plan P pourplan horizontal de projection ; P etRserontdeux plans 
verticaux de projection. 

X sera la ligne de terre pour les plans P et Q. 

Y Sera la ligne de terre pour les plans P et R. 

Dès lors et employant nos notations, si l'on a dans Tespacedeux droites parallèles 
aux plans Q et désignées par A et A', leurs projections A* et A^^ sur le plan P 
seront parallèles à Z ; et leurs projections A"" et A'^'sur le plan Q se couperont en 
un point o. 

Prenons les positions de A et Attelles que: si du point o on mène dans le plan 
Q une droite Z, parallèle à Z , les points en lesquels le plan P sera coupé par les 
droites Z. , A et A' se trouvent en ligne droite. 

D'après ce que Ton sait, si l'on fait mouvoir une droite G sur A et A' parallèle- 
ment au plan P, si cette droite G en ses diverses positions, divise la droite A' en 
parties égales, elledivisera aussi la droite A en parties égales, et l'on aura un para- 
boloîde hyperbolique 2 dont le sommet sera au point o situé sur le plan Q et dont 
l'axe infini \ passera par le sommet o et sera parallèle à la droite X intersection des 
deux plans directeurs P et Q. L'axe infini \ du paraboloide 2 sera donc situé tlans 
le plan Q. 

Et les diverses génératrices G du paraboloide 2 se projetteront sur le plan R 
suivant des parallèles à la droite Y, et diviseront les droites A^' et A'^' en parties 
égales ainsi que cela est indiqué sur la)!^. 96, pour les droites K, K., K,, etc. 
qui divisent les droites A, et B. respectivement en parties égales. 

Et ces mêmes génératrices G se projetteront sur le plan P suivant des droites 
(qui divergeant du point « en lequel ladroiCeZ. coupe la droite X) diviseronten par- 
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lies égales les droites Â* et A^^, ainsi que oela a lieu fig. 95 pour les droites parallèles 
A et B et les droites qui divergent du point s. 

Cela posé : 

Si Ton mène par la droite X un plan P", faisant avec le plan Q un angle <x et avec 
le plan P un angle 6 complémentaire de a , et si Ton mène à ce plan P' une suite 
de plans parallèles et équidistants entre eux P/, P/, P/, ces divers pians cou- 
peront les droites A et A' en des points qui seront équidistants entre eux , ou en 
d*autres termes, qui diviseront ces droites A et A' en parties égales. 

Dès lors les droites G/, G/, G,' qui passeront par les points de divisions et seront 
parallèles au plan P' se projetteront sur le plan R suivant des parallèles équidis- 
lantes et faisant un angle 6 avec la droite Y (ainsi que cela a lieu pour les droites 
K/, K/, K,', etc. fig. 96) et diviseront A^' et A'^' en parties égales. 

Et ces mêmes droites G/, G/, G/, se projetteront sur le plan P suivant des droites 
qui diviseront en parties égales les droites A^ et A'* et concourront en un point 
$' ; comme en la fig. 95 , et le point è' ainsi que le point s devront en vertu de ce 
qui a été dit ci-dessus être situés sur une droite parallèle à A* et A'^ et dès lors ce 
point $ sera situé sur la droite X. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Si Ton a un paraboloide hyperbolique 2 » et que par son axe infini l on mène 
deux plans Q. et P, respectivement parallèles aux génératrices du premier et du 
deuxième système. Si Ton prend deux génératrices du premier système A et A' 
parallèles au plan Q, , on pourra par ces deux droites A et A' faire passer une 

infinité de paraboloïdes hyperboliques 2', 7!' y 7!'\ qui auront respectivement 

pour second plan directeur Tun des plans P/, P/', P/'", lesquels passeront 

tous par l'axe ly ces divers paraboloïdes ayant le plan Q. pour plan directeur 
commun. 

Les sommets de ces divers paraboloïdes et leurs axes infinis (^ X\ (''' seront tous 
situés dans le plan Q, et ces axes seront parallèles entre eux et à l'axe l du para- 
boloïde Z. 

Maintenant je disque les sommets o, o, o'\ o ",.... j des divers paraboloïdes 2 , 
l\ 1", t"i seront sur une droite située dans le plan Q,. 

En effet : 

On sait que lorsque l'on a un paraboloïde hyperbolique 1 ayant deux plans 
directeurs P et Q se coupant suivant une droite X et sous un angle arbitraire a, 
si l'on mène un plan R perpendiculaire à P et Q et coupant P suivant une droite 
Y et coupant Q suivant une droite Z, les deux génératrices de systèmes différents 
qui se croisent au sommet o du paraboloïde sont respectivement parallèles aux 
droites Z et Y, et dès lors sont dans le plan qui, mené par le sommet o^ serait per- 

35 
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pendiculaire à la droite X , ou, en d'autres termes^ perpendieuiaire à l'axe infini ( 
du paraboloïde, ou , en d'autres termes , encore parallèle au plan R. 

Par conséquent le plan Q, étant un pian directeur commun et tous les sommets 
0, o', o\ o"\ des divers paraboloides 2, 2', 2'\ 2''' étant dans ce plan, toutes les 
génératrices du premier système (parallèles à Q. ) qui passent respectivement par 
ces divers sommets o , Oy o",.... seront dans le plan Q, et seront parallèles à Z, et 
toutes les génératrices du deuxième système (parallèles respectivement à P., P/, 
P/') et qui passent respectivement parles sommets o, o\ o'\ o'" seront parallèles 
au plan R. 

Toutes ces génératrices formeront donc un paraboloide A ayant les plans Q, 
et R pour plans directeurs et les droites A et A' pour directrices. 

Or, toutes les génératrices du système parallèle an plan R pour le paraboloide 
A coupent le plan Q. en des points qui sont sur une génératrice de A apparte- 
nant au système de génératrices droites parallèles au plan Q, , donc tous les 

sommets a, o\ o\ des divers paraboloides 2, 2", If', sont sur une droite 

située dans le plan Q.. Et il sera toujours facile de construire cette droite, par la 
considération du paraboloide A. 



§ VI. 



Lorsque nous avons parlé des épicycloîdes annulaires, nous avons eu l'occa- 
sion d'examiner deux systèmes qui étaient tels que Tun d'eux était la transforma- 
tion de l'autre. Dans l'un des systèmes, il y avait un plan qui se trouvait représenté 
dans l'autre système par un plan gauche ou paraboloide hyperbolique; nous allons 
examiner un second système dans lequel la même chose a lieu. 

Cet examen ne sera pas sans intérêt , parce que les transformations sont fré- 
quemment employées en géométrie descriptive, ainsi que nous l'avons déjà dit, 
comme moyen ou méthode de recherche. 

Concevons {fig. 97), un cône de révolution ayant pour axe la droite A et pour 
base le cercle C et son sommet étant en un point s,. 

Imaginons un second cône ayant le même cercle C pour base et son sommet 
si lue en s sur l'axe A. 

Si par un point m de C et par l'axe A on fait passer un plan méridien P^ ce plan 
coupera les deux cônes suivant deux génératrices G et G, qui feront entre elles 
un angle droit ou un angle arbitraire a ; de sorte que les demi-angles au sommet 
6 et è, des deux cônes (s, C) et (», , C) seront ou ne seront pas complémentaires 
Vun de l'autre. 
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Traçons sur le cône («, , G) une section conique e. 

Cette courbe e sera coupée par la génératrice G, en un point x. 

Menons par x une droite K parallèleà G , elle coupera Taxe A en un point p. 

Opérant de la même manière pour tous les points, a; de la courbe e> on aura une 
suite de droites K qui formeront une surface gauche 1 engendrée par une droite 
K se mouvant sur Taxe A , sur la courbe e et parallèlement au cône («, C ). 

Concevons la tangente < en m au cercle C. 

Traçons la tangente 9 en a; à la courbe e. 

Si nous menons une^ droite m dans le plan tangent au cône («, C), lequel plan 
passe par r et G, si nous unissons le point n^ en lequel se coupent les droites $n 
et t , au point s, sommet du premier cône, cette droite coupera 9 en un point y^ et si 
par y nous menons une droite L parallèle à m^ elle coupera Taxe A en un point q. 

Opérant pour tous les points de la droite t comme nous venons de le faire pour 
le point n , nous obtiendrons une suite de droites L s'appuyant sur l'axe A et sur 
9 et étant toutes parallèles au plan tangent ( î , G). 

La surface A 9 Heu des droites L , sera donc un parabolotde hyperbolique ayant A 
et 9 pour directrices et le plan tangent {t. G) pour plan directeur. 

Ainsi le plan (1^ G) est transfornié en un paraboloîde A , et le cône(«, C) se 
trouve transformé en une surface gauche 2. 

Et comme dans tout mode de transformation , deux surfaces tangentes restent 
tangentes après leur transformation, on voit que le plan (i, G) étant tangent au 
cône (^, C) suivant la droite G, le paraboloîde A transformé du plan (l, G) sera 
tangent à la surface 1 transformée du cône (5 , C ) tout le long de la droite K trcms- 
formée de la génératrice droite G du cône (s, C). 

Cela dit : 

Supposons d'abord que les deux cônes (s, C ) et( 9;, C ) soient deux cônes égaux 
et tels dès lors qu'en transportant le cône (s^ C ) parallèlement à lùi-^mème, son 
sommet s étant venu eus,, les deux cônes en cette nouvelle position, se superpo- 
sent ; ou y pour plus de généralité , supposons que les deux cônes {s, G ) * et ( «, , C) 
ne se coupent que suivant une seule section conique^ et soient dès lors tek, qu'en 
menant par l'axe A un plan, ce plan coupe les deux cônes suivant quatre généra^ 
trices parallèles deux à deux. 

Cesdeux cônes ne pourront se couper que suivant : l"" une ellipse, si la droite A 
qui unit les sommets s et s, des deux cônes est dans l'intérieur de ces cônes; et 
2"* une hyperbole , si la droite A des sommets est extérieure aux cônes. 

Coupons tout le syslèmepar un plan X. Ce plan pourra avoir deux positions par 
rapport à la droite A qui unit les sommets s et f des deux cônes, il pourra la 
couper, ou lui être parallèle. 
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Premier CkS.V La droite A étant intérieure tmx côneê , le plan X étant parallèle à 
la droite À des sommets. 

Le plan X {fig. 97) coupera le cône ( ^ , C ) suivant une section conique H , et le 
point V en lequel le plan X coupe la génératrice G du cône est un point de la 
courbe H. 

Ce môme plan coupera le plan tangent (r, G) suivant une droite I tangente en 
t; à la courbe H. 

Ce plan X coupera la génératrice K de la surrace 2 parallèle à G en un point z 
et ce même plan coupera la surface gauche 2 suivant une courbe H, et le parabo- 
loîde A suivant une section I.et les deux courbes H, et I, seront tangentes Tune à 
l'autre au point z. 

Le plan X étant parallèle à la droite A, on voit de suite que les points v et & seront 
unis par par une droite parallèle à A. 

Maintenant la courbe H. variera de forme suivant la forme des courbes C et e 
que nous supposons toujours être des sections coniques. 

Puisque l'axe A est supposé intérieur aux cônes la courbe C est une ellipse; 
supposons que la courbe e est aussi une ellipse. 

Le plan X coupera le cône {s, C) suivant une hyperbole H. 
La courbe H, sera dès lors composée de deux branches infinies et ayant deux 
asymptotes. 

Les deux.q3ymptotes de la courbe hyperbolique H< seront parallèles aux asymp- 
totes de Thyperbole H. 
Et en effet : 

Désignons par G' la génératrice du cône (s, C) parallèle à Tasymptote de la 
courbe H. Sur la surface 2 il y aura une génératrice K' parallèle à G', et de même 
que G' passe par le point situé à l'infini sur l'hyperbole H , de même la droite K' 
contiendra le point situé à l'infini sur la courbe H,, puisque G' et K' sont parallèles 
au plan sécant X. 
Ainsi la courbe H, est composée de deux branches séparées et infinies. 
Le plan tangent M aucône(9, G) suivant G' se transformera en un paraboloide 
hyperbolique A' tangent à la surface 2 tout le long de K\ 

On sait que quand un plan est tangent à un paraboloide et au point situé à 
l'infini sur une génératrice de ce paraboloide, il est parallèle au plan directeur de 
cette génératrice. 

Le plan T' tangent au point situé à l'infini sur K' sera donc parallèle au plan T. 
Dès lors comme le plan T coupe le plan X suivant une asymptote à H , le plan T' 
coupera ce même plan X suivant une asymptote à H. et les deux asymptotes à 
la courbe H et à la courbe H, seront évidemment parallèles. 
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Deuxième cas* 2"" Le plan X coupani ladroUe A des sommets. 

Le plan X coupant l'axe A , coupera le cône suivant une parabole j une hyperbole 
ou une ellipse y et Fon aura Tune de ces trois sections coniques pour courbe de 
section , en vertu de la valeur de l'angle quele plan P fera avec Taxe A. 

D'après tout ce qui a été dit précédemment , il est évident : que le plan X cou- 
pera la surface gauche 1 : 

l"" Suivant une courbeparaboUque (composée d'une branche infinie dans les deux 
sens et sans asymptote) si ce plan X coupe le cône (s^ C) suivant une parabole; 

T Suivant une courbe hffperboliqtie (composée de deux branches infinies et 
ayant deux asymptotes) si ce plan X coupe le cône {s ^ C) suivant une hyperbole ; 

3*" Suivant une courbe elliptique (courbe fermée) si ce plan X coupe le cône 
(Sf C) suivant une ellipse. 

Nous avons, dans ce qui précède, supposé que la courbe t tracée sur le cône 
{Sry G ) était une ellipse, supposons maintenant que cette courbe est une parabole , 
et que le plan X coupe Taxe A. 

Remarquons d'abord , qu'en supposant que le plan X coupe Taxe A, nous sup- 
posons implicitement le cas où le plan X est parallèle à l'axe A, car c'est supposer 
lors du parallélisme que le plan X coupe l'axe A à l'infini ; dans ce cas particulier 
il y a des restrictions aux résultats et qui ne sont autres , savoir : que dans ce cas 
tout particulier le plan X coupe toujours le cône (s, C) suivant une hyperbole. 

. La courbe e étant une parabole son plan sera parallèle à une génératrice G, du 
cône («. , G ) y et G. sera parallèle à une génératrice G du cône (s^ G). 

Dans ce cas la surface gauche I ne pourra pas être coupée par ui>plan X suivant 
une courbe fermée (elliptique). 

Et en effet : 

D'après le mode de transformation adopté, lorsque l'on fera passer par l'axe A et 
la génératrice G. un planP, il coupera le cône (s, C) suivant la droite G qui vien- 
dra couper le cercle G en un point g et la droite s, g ou G/ sera une génératrice 
du cône (s,, C) et coupera la parabole e en un point x par lequel on devra mener 
une droite K parallèle à G, laquelle droite K sera une génératrice à distance finie 
delà surfaces. 

Mais le plan P coupera le cône (s, C) suivant une génératrice G' et le cône 
(Sj9 C) précisément suivant la génératrice G/; et G' coupera le cercle G en un 
point g^ et la droite St g' qui ne sera autre que G. coupera la parabole e à l'infini , 
et ce sera par ce point situé à l'infini qu'il faudra mener une droite K,' parallèle à 
G/, laquelle droite K/ sera une génératrice droite de la surface gauche 2. 

La surface gauche 2 a donc une. génératrice droite K/ située à l'infini. 

Ainsi dans le cas ou la directrice e est une parabole la surface gauche 1 ne peut 
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être coupée par un plan X, quelle que soit la direction de ce pian^ que 

suivant : 

1* Une courbe hyperbolique; si le plan X coupe le cône (s y G) suivant une 

hyperbole. 

2"* Une courbe parabolique; si le plan X coupe le cône (s y G) suivant une para- 
bole ou une ellipse. 

Supposons maintenant que la courbe e est une hyperbole, et supposons encore 
que la droite A des sommets est extérieure aux deux cônes. 

En discutant la question , ainsi que nous l'avons fait lorsque la droite A était 
intérieure aux deux cônes («9 G) et {s,y G) nous retrouverions identiquement les 
mêmes résultats. 

Reprenons maintenant le problème sous un point de vue plus général. 

Problème général. Goncevons deux cônes du second degré quelœnques , s eis^ 
( désignant chacun des cônes par son sommet ) et supposons que ces deux cônes 
sont placés dans l'espace Tun par rapport à l'autre , d*une manière arbitraire. 

Menons par le sommet s, une droite A, de direction arbitraire et plaçons sur le 
cône «, une section conique s ( ellipse) ou &, (parabole) ou e, (hjrperbole). 

Goncevons ensuite une droite K se mouvant sur l'axe A, et la section conique e 
ou e, ou e, et parallèlement au cône (s) ; nous engendrerons une surface 
gauche 2. 

Examinons cette surface 2. 

Supposons une directrice e (ellipse) . 

Nous mènerons par le sommet s du cône (s) une droite A parallèle à A,. 

Par l'axe A, nous mènerons un plan P, qui coupera la courbe 6 en deux points x 
et y ou qui la touchera en un point z. 

Par la droite A nous mènerons un plan P parallèle au pian P, qui coupera le 
cône (s) suivant deux droites G et G' ou qui le touchera suivant une droite G'^ 

On devra donc mener de chacun des points xouyeiz des parallèles aux droites 
G et G' ou G". 

Et l'on voit que la surface 2 sera composée de deux nappes; 2. et 2, s'entre- 
coupant suivant Taxe A, et la courbée. 

Si donc on coupe tout le système par un plan X on obtiendra pour section dans 
Tune et l'autre nappe ou une courbe elliptique f si le plan X coupe le cône {s) sui- 
vant une ellipse: ou une courbe liyperbolique ^ si le plan X coupe le cône {s) sui- 
vant une hyperbole : ou une courbe parabolique ^ si le plan X coupe le cône (s) 
suivant une parabole. 

Et l'on voit de suite aussi que dans le cas où : 
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Von suppose une directrice e. (parabole)^ 

L'on a encore deux nappes 2, et 2, qui ne seront coupées par un plan X que 
suivant des courbes hyperboliques ou paraboliques. 
Et que dans le cas où : 

Von suppose une directrice e. {hyperbole ), 

L'on a encore deux nappes 2, et 2. qui ne sont coupées par un plan X que 
suivant des courbes hyperboliques. 



§ VU. 



La surface hêliccnde (filet de vis triangulaire) a pour surface osculatrice , tout le long 
d'une de ses génératrices droites , un hyperbolotde à une nappe et non de révolution. 

Désignons par A Taxe d'un cylindre de révolution sur lequel se trouve tracée 
une hélice e. 

Concevons un cône de révolution A ayant son sommet en un point s de l'axe Â 
et cet axe pour axe de révolution. 

Imaginons une droite G se mouvant dans l'espace en s'appuyant sur l'axe A et 
sur l'bélice e et ayant le cône A pour cône directeur. 

La droite G engendrera une surface hélicoïde gauche 2 , qui sera la surface 
connue dans les arts sous le nom de surface du filet de vis triangulaire. . 

Cela posé : 

Considérons trois génératrices droites successives ou infiniment voisines G, 
G', G" de la surface 2, lesquelles seront parallèles respectivement à trois 
génératrices droites aussi successives et infiniment voisines K, K^ K'^ du cône 
directeur A. 

Ces trois droites G, G^ &' seront les trois directrices ou génératrices du pre- 
mier système de l'hyperboloîde à une nappe H osculateur de deuxième ordre à 
la surface 2 tout le long de G. 

Or, les trois droites G^ G", G^' s'appuient sur l'axe A. Cet axe A sera donc une 
génératrice droite du deuxième système de l'hyperboloîde H. 

Un byperboloîde aune nappe a toujours un cône directeur ; la surface H aura 
donc un cône du deuxième degré A. pour cône directeur : G , G\ G"', et A seront 
donc parallèles respectivement à quatre génératrices droites de ce cône A,. 

On peut placer le cône A. où Ton veut dans l'espace , on peut donc supposer 
que son sommet est en s. 
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Dès lors le cône A, doit avoir parmi ses génératrices droites, les quatre droites, 
K,K, r'etA. 

Le cône A, devant avoir, en commun avec le cône A , trois génératrices succes- 
sives ou infiniment voisines, lui sera osculateur du deuxième ordre tout le long 
de K. 

Le cône A, sera donc déterminé si l'on connaît sa base. Or, si Ton coupe le cône 
A par un plan X perpendiculaire à son axe A, on aura un cercle C dont le centre 
o sera le pied de Taxe A, et ce cercle G passera par les trois points successifs ou 
infiniment voisines &, k\k'\ en lesquels les droites K, K^ K^' sont coupées par le 
plan X. 

Le cône Ai aura donc pour base sur le plan X une section conique G. oscula- 
trice du deuxième ordre en K au point k du cercle G et passant par le point o. 

Il est évident que la courbe G, n*est autre qu'une ellipse ayant la ligne ho pour 
petit axe et dont le grand axe se calculera de la manière suivante : 

Désignant la ligne ko ou le rayon du cercle G parp , p sera le rayon de courbure 
de l'ellipse G, pour le point k. 

En désignant par a le demi-grand axe et par ^ le demi-petit axe de la courbe 
G. , on aura : p = -^ ; d'où p*=a -h tf. 

r 

Pour construire a, il faudra donc décrire sur p comme diamètre un demi- 
cercle B et prendre le côté du quarré inscrit dans ce cercle B , et Ton aura la 

A 

longueur du demi-grand axe de la courbe G,. Or^ il est évident que l'on a : a>ôî 

donc le sommet du cône (s , G.) ou A, sera dans un plan passant par le petit axe 
de l'ellipse G. ; le cône osculateur A, ne sera donc pas de révolution , puisque l'on 
sait que tous les cônes de révolution qui passent par une ellipse G, ont leurs 
sommets situés sur le plan qui passant par le grand axe est perpendiculaire au 
plan de cette ellipse Q. 

Ainsi , le cône directeur de l'hyperboloide osculateur H est déterminé , et il 
se trouve démontré que cet hyperboloide n'est pas de révolution. 

Pour déterminer complètement l'hyperboloide H il but connaître une seconde 
directrice du même système que celui auquel appartient la droite A; or, l'on sait 
que si en un point x d'une génératrice G d'une surface gauche 2 on mène un plan 
tangent Ta cette surface 2, ce plan T coupe 2 suivant une courbe d dont la tan- 
gente t au point x est une des directrices de l'hyperboloide osculateur. On devra 
donc construire, au point x en lequel la droite G de l'helicolde 2 coupe l'hélice e, 
le plan tangent T lequel sera déterminé par la droite G el la tangente 6 au point 
X de l'hélice e. 
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Ce planT contiendra la droite t tangente en x à la section d faite par ce même 
plan T dans rhélicoïde 1. 

Or : lors même que cette courbe 3 serait construite on ne saurait pas lui construire 
directement sa tangente t. Mais si Ton remarque que la droite t cherchée doit 
être parallèle à une des génératrices du cône directeur A., il sera facile de con- 
struire cette droite I sans avoir besoin de construire la courbe i. 

Et en effet : 

Menons par le sommet s du cône A. une droite 9, parallèle à 9 , et faisons passer 
par 9, parallèle à 9 et par G, parallèle à G un plan T, (qui dès lors sera parallèle à 
T) , ce plan T, coupera le cône Ai suivant la génératrice G, et suivant une seconde 
génératrice l, qui sera parallèle à t. 

Il suflSra donc de mener par le point x une droite t parallèle à r, pour avoir la 
seconde directrice droite de rhyperboloïdeosculateur H, lequel sera dès lors en- 
gendré par la droite G se mouvant sur les droites Â et i et parallèlement au cône 
directeur A|. 

Le demi-angle au sommet du cône A est égal à Tangle sous lequel chaque géné- 
ratrice G de rhélicoïde 1 coupe l'axe A. 

Si cet angle devient droit , les cônes directeurs A et A, deviennent un seul et 
même plan directeur Q perpendiculaireàraSte A elle filet de vis triangulaire deyieni 
un filet de vis carré; alors Thyperboloide osculateur H devient un paraboloïde 
osculateur H, ayant le plan Q pour plan directeur. 

Ce qui nous montre que le paraboloïde osculateur dans ce cas n'est autre que 
le paraboloïde engendré par une droite s'appuyant sur Taxe A et sur une tangente 
9à Fhélice e et se mouvant parallèlement au plan Q. 

Ainsi le paraboloïde de raccordement le long d'une génératrice G d'une surface 
hélicoïde gauche 2 (filet de vis carré) qui a pour directrice l'axe A et la tangente 9 
à l'hélicee, n'a pas seulement un contact du premier ordre , tout le long de G, avec 
la surface 2, mais elle a rigoureusement un contact du deuxième ordre tout le long 
de cette même génératrice droite G , avec la surface gauche 1 (^). 

Ce qui précède peut être généralisé de la manière suivante (^^) : 

Concevons une surface gauche 1 engendrée par une droite G se mouvant paral- 
lèlement à un cône d irecteur du deuxième degré A, ayant son sommet en un 
point s de l'espace en s' appuyant sur une droite A et sur une courbe arbitraire 9. 



(*) Pn^riëté que Ton connaissait, mais qui se trouve ainsi démontrée d'une manière nourelle. 

C*) l^oyez dans le Bulletin de la Société philomatique, séance du 26 mai 1838, la note que j'ai publiée, 
Sur les diverêes surfaceê gauches engendrées par une droite se mouvant sur deux droites et parallè- 
lement à un cène du second degré. 

36 
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Pour construire Thyperboloide osculateur H de la surface 2 pour une de ses 
génératrices droites G , on cherchera le cône directeur A, du second degré de 
rhjperboloîde H. Pour cela on mènera par le sommet s une droite A, parallèle à 
A , on coupera le cône A par un plan P suivant une section conique e. 

Ce plan P coupera la droite A, en un point o, et la droite K génératrice du cône 
A, laquelle est parallèle à G en un point k. 

On construira dans le plan P une section conique e, passant le point o. et ayant 
en k un contact du deuxième ordre avec e. 

Le cône(<y e.) sera le cône directeur A, de rhyperboloide osculateur H, et Ton 
obtiendra une seconde directrice du môme système que A, en construisant le plan 
T tangent à la surface 1 au point x en lequel la droite G coupe 9. Ce plan T 
passera par G et par la tangente â en a; à la courbe 9. 

Par le sommet set la droite K on mènera un plan T| parallèle au plan T ; ce 
plan T, coupera le cône A. suivant deux génératrices K et K, et en menant par le 
point X une droite t parallèle à K, on aura en A et 1 les deux génératrices droites 
de Thyperboloide osculateur H. 

Cet hyperboloide H peut donc toujours être construit et avec facilité. Si le cône 
A| est de révolution l'hyperboloide H sera aussi de révolution* 

Si par hasard le plan T, était tangent au cône A. suivant la droite K , alors les 
droites 1 et G se superposeraient. 

Alors la droite G ne serait autre que , c'est-à-dire tangente en a; à la directrice 
courbe (p. 

Dans ce cas la surfacs Saurait pour le pointa; une infinité de plans tangents. 
Tout plan passant par la génératrice G serait tangent en «à la surface I. 

La surface 1 offrirait donc une singularité le long de la génératrice G et Thyper- 
boloide osculateur n'existerait pas pour cette génératrice. 



§ VIII. 



Il y a deux manières de déterminer une courbe plane : la première consiste à 
construire un certain nombre de points de cette courbe, chaque point étant 
déterminé séparément et indépendamment des autres; la seconde consiste à 
construire un certain nombre de tangentes à cette courbe , chaque tangente 
étant déterminée séparément et indépendamment des autres. Dans le premier 
cas j la courbe est le lieu des points ; dans le deuxième cas , la courbe est Venve' 
lappe des tangentes. 



Dam beaucoup de queatians, il est utile de oonstruire une courbe comme 
étant Vemehppe ée ses tangentes. 

Il n'est donc pas sans intérêt de savoir construire une suite de tangentes k 
une section conique donnée par deux tangentes et ses points de contact et un 
troisième point situé dans Tangle des tangentes. 

Lorsque Ton a résolu pour le cercle ou une section conique particulière C un 
problème de relation de position, on peut toujours faire passer, comme on le 
dit, cette relation déposition sur toutes les autres sections ooftiques; et , pour 
cela faire , on considère la section conique particulière C comme la base d'un 
cône A ayant pour soRmiet un point s arbitrairement placé dans l'espace , et 
Ton fait passer par ce point s et par toutes les lignes du système plan, du système 
tracé dans le plan de la courbe G , des plans ou des cônes , et Ton coupe tout le 
nouveau système de l'espace par un plan P. Ce plan 9 coupe le cône A suivant 
une ettîpsej une farabole ou une hyperbole; on obtient la relation de position- qui 
existe pour chacune de ces sections coniques entre les diverses lignei situées sur 
le plan sécant P. Et ron voit que par ce moyen on n'a besoin de démontrer une 
relation de position que pour une des sections coniques , pour l'obDenir immédia- 
tement pour toutes les autres. 

Lors donc que Ton veut résoudre tm problème du genre des relations de 
position , on doit choisir la section conique pour laquelle la solution est la plus 
simple et la plus facile, et ensuite au moyen d'un cône on fait passer la propriété 
démontrée sur toutes les autres sections coniques. 

C'est ainsi que l'on fait pour les propriétés des hexagones, ou pentagones ou 
quadrilatères inscrits à une section conique; on démontre d'abord les propriétés 
pour l'ellipse^ et l'on fait passer ensuite ces propriétés sur les antres sections 
coniques an moyen d'un cône auxiliaire (*). 

Nous allons appliquer cette méthode à la construction d'une suite de tangentes 
à une section conique donnée par deux iMEigentes et ses points de contact sur ces 
tasigenies et un troisième point situé dans l'angle des tangentes. 

On sait que si Ton a deux droites A et B se coupant en un point o {fig. 98) , si 
l'on porte, à partir du point é>, des divisions égales entre elles, oa\ aa\ d'à sur A, 
et ob'\ b%\b'b sur 6; les divisions de A étant égales ou inégales à celles de B; les 
droites a'b\ ab'\ seront les tangentes d'une parabole P, ayant A et B (tour tan- 
gentes et les points <t et 6 pour points de contact avec ces tangentes. 



(*) Voir mon towti de géométrie descriptive , lithographie pour lei élèyes de TÉcoIe centrale des 
arts et mannfactares. 
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Si donc {fig. 99) on a une parabole P et deux tangentes A et B aux points a et 6 
de cette courbe, ces deux tangentes se coupant en un point o , pour mener par le 
point b\ situé sur la tangente B, une seconde tangente à la courbe P, il faudra 
porter sur Â à partir du point o, une longueur oa' calculée au moyen de la pro- 
portion : 

0(1 : W : : oa : ob. 



Et l'on est conduit à cette proportion , parce que (fig. 98), les droites ab , a b\ 
a'b" sont parallèles. 

Il nous suffira donc de&ire passer sur toutes les sections coniques la propriété 
reconnue vraie pour la parabole. 

Concevons un cône de révolution {fig. 100) ayant la cercle B pour base sur le 
plan horizontal et le point «pour sommet. 

Coupons ce cône par un plan parallèle à la génératrice G laquelle est parallèle 
au plan vertical de projection , 'nous aurons pour section une parabole P. 

Menons en son sommet a une tangente, laquelle sera horizontale. 

Etconstruisons au point a , en lequel la courbe P coupe le cercle B , la tangente 
à cette parabole P. 

Les deux tangentes aux points a et a de la courbe P se couperont en un point o. 

Divisons la tangente oa en it parties égales entre elles et aussi la tangente oa' en 
n parties égales entre elles. 

Les droites aa\ bb\ cc\ seront parallèles et les droites db\ bc'^ seront des tan- . 
gentes à la courbe P. 

Cela posé: 

Menons par le points, sommet du cône une droite K. parallèle à la droite K qui 
unit les points a et a' de la courbe P; la droite K, percera le plan horizontal en 
un point p. 

Et tous les plans passant par le sommet s et les parallèles oa', bb\ cc\ 

auront leurs traces horizontales Q, Q\ Q'^ passant par le point p et par les points 
olj b\ c\ o* en lesquelles droites aa\ bb\ cc\ parallèlesà K percent le plan horizontal. 

Tous les points a, b\ (fj o* seront sur la trace horizontale du plan de la courbe 
P, laquelle trace sera perpendiculaire à la ligne Je terre et tous ces points seront 
équidistants entre eux ; en sorte que l'on aura : a'A*=AV=c'o'. 

Le plan tangent mené au cône par la génératrice sa , aura sa trace tangente en a, 
au cercle B et les droites Q , Q', Q" couperont cette trace en des points a„ *,, c., o, 
qui seront aussi équidistants entreeux, puisque lesdroitesaV eta, o, sont parallèles. 

Si l'on mène paria génératrice sa' un plan tangent au cône, il passera par la 
tangente oa' en a' à la pai'abole P, et sa trace a'or sera tangente en a' au cercle B. 
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Et cette trace olo, coupera les droites Q , Q\ Q'', Q'^' en les points a , r, t\ o^ 
tels que les droites a'o,^ rc^ , r'b,^ o^a^ seront des tangentes au cercle B. 

H suffit de jeter les yeux sur V épure et d'y suivre les constructions pour èlre 
assuré de Texactitude du résultat énoncé ; car il suffit de voir que les droites a'o^ 
rc^ , r%j 0, a, sont les traces horizontales de plans passant par le sommet s et par 
les tangentesaV, b'c, c'by oaà la parabole P, et que dès lors ces plans sont tan- 
gents au cône, et que dès lors leurs traces horizontales doivent être tangentes au 
cercle B , base de ce cône. 

De ce qui précède, on peut donc conclure pour le cercle, les constructions sui- 
vantes. 

I. Étant donné {fig. 101) un cercle B on mènera aux extrémités a et b d*un de 
ses diamètres deux tangentes, dès lors parallèles, aq et bp. 

On unira un point m du cercle B avec le point a ; la droite ma coupera bp en un 
point p. 

On mènera au point m la tangente mq au cercle B, laquelle coupera aq en un 
point q. 

Gela fait : si Ton divise la droite aq enn parties égales entre elles par des points 
de division équidistants entre eux , savoir, 1,2,3,... et si Ton mène les diverses 

tangentes p.l, p^, p.3, elles couperont la tangente mq en des points 3', 2^ i\ 

tels que les droites 1,3', 2,2^, 3,3', seront tangentes au cercle B. 

Si le point m {fig, 102) choisi sur le cercle B, est à l'extrémité du diamètre per- 
pendiculaire au diamètre ab , les constructions seront les mêmes , seulement on 
remarquera que le point p situé sur la tangente bq sera tel que l'on aura bp c=a6. 

II. Pour Vellipse , les constructions seront identiquement les mêmes que pour le 
cercle , si Ton considère le grand axe ou le petit axe ou un diamètre quelconque 
comme remplaçant le diamètre ab du cercle B dans le cas indiqué par la fig. 101. 

Mais dans le cas analogue à celui indiqué ji^. 101, les diamètres perpendiculaires 
entre eux ba et mn du cercle devront être remplacés pour Vellipse par un système 
de diamètres conjugués. 

Il est facile de se convaincre de l'exactitude des résultats énoncés pour l'e/Zip^e, 
car il suffit déconsidérer le cercle B comme la base d'un cylindre de révolution 
et de mener par les diverses droites du système {fig. 101 et 102; des plans parallèles 
aux génératrices droites de ce cylindre , et de couper ensuite tout le système de 
l'espace par un plan quelconque ; on obtiendra une ellipse pour section dans le 
cylindre et une suite de droites pour sections dans les divers plans verticaux qui 
auront évidemment entre elles les relations de position décrites ci-dessus. 

III. Pour V hyperbole les constructions seront les mêmes que- pour V ellipse \ on 
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pourra prendre pour ab Taxe réel ou un diamètre réel , et uo point m sur l'une 

des deux branches. Seulement on remarquera que les droites 1, \', % ^ qui sont 
tangentes à la branche sur laquelle on a pris le point m, ne se croisent pas dans 

rintérieur de l'angle m<]fa comme pour le cercle {^g. 101) : cela tient à ce que le point 

p est situé dans l'intérieur de Tangle mqa pour Yhyperbok {fig. 103 ), et hors de 
cet angle pour le cercle et Y ellipse (fig. 102). 

§ IX. 

l"" Proposons-nous la solution du problème suivant , qui peut se présenter 
assez souvent dans la pratique. 

Problème. Étant donné sur un plan une droite B et deux points metn^ construire 
le sommet de la parabole qui passant par les points met n aurait la droite B pour ton' 

gente en son sommet. 

L'on sait que par deux sections coniques qui ont une corde commune on peut 
toujours faire passer deux cônes (*). 

Prenant le plan qui contient la droite B et les deux points m et n pour plan 
horizontal de projection^ on pourra considérer : 

1 ** la parabole cherchée comme étaiàt la base de la trace y sur le plan hœizontal 
du cône qui passerait en même temps par un oertain cercle G assujetti à passer 
par les deux points m et n et dont Le plan ferait avec le plan horizontal un cer- 
tain angle , ou considérer 2'' un certain eerde G passant par les points m et n et 
tracé sur le plan horizontal comme la base d'un cône qui passerait en même 
temps par une parabole 6 coupant ce cercle G aux points m et n et dont le plan 
ferait avec le plan horizontal un certain angle ; danjs ce dernier cas , la parabole 
cherobée serait la projection horizontale 6^ de la parabole g. 

« 

Première solution du problème. 

Soient donnés sur le plan horizontal les deux points m et it (fig. 106) et la 
droite B. 

Unissons les points m et n par une droite que nous désignerons par C^, 



C) Ployez dans U Correêpandanee de maihé$natiqikes et de phf^siquey rédigée par M. Qn£Tsurr , de 
BrnxeUes , le mémoire que j'ai pnblié et qui a pour titre : De$ froprUiét des courbes du second degré, 
considérées dans V espace , tome IH. 
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cette droite coupera la droite B en u& point que bous désignerons par p^. 
Prenons la ligne de terre LT parallèle à la droite mn. 

Concevons par la droite mn un plan vertical N , lequel coupera le plan vertical 
M dont B devra être considérée comme la trace horizontale H", suivant une 
droite verticale Y. 

Traçons dans le plan N un cercle G passant par les points m et n et tangent en 
un point p à la droite Y. Ce cercle G aura la droite G^ pour projection horizontale. 

La parabole y cherchée doit passer par les points m et n et être tangente en son 
sommet x à la droite B, dès lors le plan M sera tangent au cône I passant par 
les deux courbes G et y. 

Leplan horizontal devant couper le cône 2 suivant une parabole y, ce cône 2 
doit avoir une de ses génératrices G parallèle au plan horizontal. 

Gette génératriceG aura doncpour projection verticale une droite G^ parallèle à 
la ligne de terre et tangente à C\ 

Prenons d'abord G* arbitraire, mais passant par ç^ projection du point </ en 
lequel la droite G coupe le cercle G ^ le sommet s du cône 2 devra se trouver sur 
G et sur le plan M , dès lors $^ et s*" projections du sommet s du cône 2 seront situés 
de la manière suivante : le point s'' sera sur B ou H* et le point s' sera à l'inter- 
section de la droite G^ et de la perpendiculaire menée du point ^ sur la ligne 
de terre LT. 

Le plan horizontal étant parallèle à la génératrice G du cône 2, Taxe delà para- 
bole y sera parallèle à G et par conséquent à G*. 

Et puisque l'on veut que la droite B soit tangente au sommet a; de la parabole 
y y il faudra que G^ soit perpendiculaire sur la droite B. On ne donnera donc pas 
à G* une direction arbitraire , mais on mènera G^ perpendiculaire à B. 

Le plan M sera tangent au cône 2 suivant une génératrice G, qui passera par 
le sommet s et le point p en lequel le cercle G est tangent au plan M, le plan M 
coupera donc le plan horizontal suivant une droite tangente à la parabole y au 
point X en lequel la droite G. perce le plan horizontal. Le point x sera le sommet 
cherché. 

Deuxième solulion du problème. 

Construisons un cercle C (Jig. 104) passant par les points m et n et tangent 
en p à la droite B. 

Prenons la ligne de terre LT perpendiculaire à la droite mn ; puisque la parabole 
6 doit couper le cercle C aux points m et n, le plan P de cette courbe 6 aura la 
droite mn pour trace horizontale H\ 



■ I— ! 
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Pour que ie plan P coupe suivant une parabole 6 le cône 2 qui aura le cercle 
G pour base sur le plan horizontal, il faudra que ce plan P soit parallèle à une 
génératrice G du cône 2; et de plus il faudra que la droite B soit la trace 
horizontale H'' d'un plan M vertical et tangent au cône 2, car il faudra que 
la parabole 6^ soit tangente à B. 

Pour satisfaire à ces conditions nous prendrons un point sf" sur la droite B ; par 
le point r en lequel le diamètre parallèle i là ligne de terre coupe le cercle G 
nous mènerons une droite G dont les projections seront G"" et G\ G^ étant arbi- 
traire; puis nous prendrons Y' parallèle à G""; dès lors nous sommes assurés que 
le plan P est parallèle à G et coupera le cône 2 dont le sommet s a pour projec- 
tions 8^ et ^ suivant une parabole 6. 

Si Ton joint les points « et p par une droite G., on aura la génératrice du cône 
1 suivant laquelle ce cône est touché par le plan vertical M. 

Dès lors le plan P coupera la droite G. en un point x et la parabole S se pro- 
jettera sur le plan horizontal suivant une parabole 6* passant par les points m et n 
et tangente à la droite B au pointa:^. 

Le plan P étant parallèle à la génératrice G , le diamètre Âde la parabole 6 sera 
parallèle à G, dès lors, pour que A^ soit perpendiculaire à B , il faudra que G^soit 
perpendiculaire à B. 

Pour satisfaire à cette condition nous ne pouvons pas prendre le point ^ arbi- 
trairement sur la droite B, nous devrons (fig. lOi) par le point r mener G* 
perpendiculaire à la droite B , et le point / sera déterminé convenablement. . 

D'ailleurs nous pourrons prendre s" où nous voudrons sur la verticale passant 
par le point s^. 

Par ces dernières constructions nous sommes assurés que le point x^est le som- 
met de la parabole cherchée 6^. 

Remarquons que le plan qui contient les deux génératrices G et G. coupe ie 
plan P suivant Taxe A de la parabole 6. 

Or, la droite rpest la trace horizontale du plan (G, G,) ; par conséquent le point 

y en lequel rp coupe mn sera la trace horizontale du diamètre A de la parabole 
69 diamètre dont la projection A'^ est Taxe de la parabole 6^ ; on voit donc de suite 
que la construction du point a^ sommet de là parabole 6^ peut être très-simple et 
en effet : 

Il suffira de décrire le cercle G {fig. 105), passant par les points m et n et 
tangent à la droite B au point p. 

Du centre du cercle G , on mènera or perpendiculaire à la corde mn et Ton 

unira les points r et p par une droite rp coupant la corde mn au point y. 
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Par le point y, on mènera ya:^ perpendiculaire à B et coupant cette droite B 
au point cd' qui sera le sommet de la parabole demandée 6* 

D'après ce qui précède, on peut énoncer le théorème suivant : 

ThéorAhe. Étant données une parabole 6 et une tangente 9 en un point x à cette 
courbe y ri par deux points metn arbitraires de cette parabole C on fait passer un cercle C 
tangent en un point pâte tangente B] si du centre o du cercle C on abaisse une perpenr 
dicuUàre sur la corde mn , coupant le cercle C en un point r, la droite rp coupera la 
corde mn en un point y qui appartiendra au diamètre de la parabole qui est le conjugué 
de la tangente 9. 

2* Donnons maintenant la solution de divers problèmes que Ton peut proposer 
sur les sections coniques déterminées par certaines conditions et non données 
par leur tracé complet. 

Lorsque deux sections coniques situées dans des plans diiïérents ont une 
corde commune, ou ont un point de contact, on peut toujours les envelopper 
dans le premier cas par deux cônes, dans le second cas par un seul cône (^). 

Il nous sera donc toujours facile de construire, par les méthodes de la géo- 
métrie descriptive , une section conique passant par des points donnés et tangente à 
des droites données, pourvu que les conditions, comme on le sait, soient au 
nombre de cinq, et toutes les fois que parmi les données, il y aura : {""deux points, 
ou 2"* une droite et un point de contact sur cette droite. 

Ainsi on pourra résoudre les problèmes suivants : 

Construire une section conique': 

1" SÉRIE. 

1. Passant par cinq points; 

2. Passant par quatre points et tangente à une droite ; 

3. Passant par trois points et tangente à deux droites ; 
A. Passant par deux points et tangente à trois droites ; 

2* SÉRIE. 

« 

5. Tangente à quatre droites et ayant avec Tune d'elles un point de contact 
déterminé; 



(*) Voyes le mémoire qne j^aî publie dans la Corretponêanee de mathématiques et de physique , 
rédigée par M. QvtTBLsr, de Bmzellef , t. III , n* 8. 
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6. Tangente à trois droites passant par un point et ayant avec Tune des droites 

un point de contact déterminé ; 

7 . Tangenteà trois droites et ayant avec deux de ces droites des points de con* 

tact déterminés; 

8. Tangente à deux droites et passant par deux. points et ayant un contact 

déterminé sur Tune des droites; 

9. Tangente à deux droites et passant par un point et ayant un contact déter- 

miné sur chacune des deux droites ; 

10. Tangente à une droite et passant par trois points et ayant un contact 
déterminé sur la droite. 

Les seuls problèmes que l'on ne pourra pas résoudre seront les deux suivants : 

i . Construire une section conique tangente à cinq droites ; 

2. Construire une section conique passant par un point et tangente à quatre 
droites. 

Mais nous savons que ces deux problèmes peuvent se résoudre au moyen de 
la théorie des polaires , par des constructions graphiques exécutées sur le plan 
même de la courbe cherchée et sans avoir besoin d'employer la construction d'un 
cône, et ainsi sans avoir besoin de passer dans l'espace. 

Mode de solution à employer pour ta V* série. 

Sur la droite qui unira deux des points donnés m. et m,, on construira un 

cercle G ayant la droite mjn^ pour diamètre et dont le plan sera vertical > et Ton 
prendra ce plan pour plan vertical de projection. 

Pour le problème 1 : 

On regardera chacun des points m,, m^ , m, comme le sommet d'un cône ayant 
le cercle C pour base. 

On aura donc trois cônes 2,, 2^, ^. 

Les deux cônes 2, et 1^ se coupant déjà suivant le cercle G se couperont 
encore suivant une section conique E. 

Les deux cônes 2, et 2, par la même raison se couperont suivant une section 
conique E', et les deux cônes 2^ et 2, par la même raison se couperont suivant une 
section conique E'\ 

Or, l'on sait que la section conique 6 cherchée, et qui est ceUe qui doit passer 
par les ci nq po ints donnés m», m^^ tn^t w»4> w»,, et le cercle C ayant une corde 
commune m,m^, ne peuvent être envebppées que par deux cônes K et K\ par 
conséquent les trois courbes E, E', E" se couperont en deux points s et s'f qui 
seront les sommets des cônes K et K'. 



— 291 — 

Or^ l'on peut déterminer ces points s et »' sans avoir besoin de construire les 
courbes E, E', E''; et en eifet : 

On construira trois pointa de la courbe E et trois points de la courbe E', on 
connaîtra dès lors les plans de ces deux courbes; on pourra déterminer la 
droite D intersection de ces deux plans, et cette droite D par son intersection 
avec l'un des trois cônes 2,, 2^, 1, déterminera les points t et s\ 

Il ne restera plus qu'à chercher l'intersection du cône K ou du cône K' par le 
plan horizontal de projection pour avoir la section conique 6 passant par les cinq 
points donnés sur le plan horizontal. 

Pour le Problème 2 : 

Étant donnés les quatre points m,, m,, m,, m^ et la droite B, nous tracerons le 

cercle C sur la corde ntiin. comme diamètre, par la droite B nous mènerons un 
plan T tangent au cercle C en un point p ; ce plan T contiendra les sommets s et 
/ des deux cônes K et K'. 

Nous regarderons les points m, et m^ comme les sommets respectifs des deux 
cônes 2, et 1^ ayant le cercle G pour base commune, et nous déterminerons le plan 
P de la courbe E , intersection de ces deux cônes Z, et 2^. 

Le plan P coupera le plan T suivant une droite D qui contiendra les sommets 
/ et 8j et ces sommets seront les points en lesquels la droite D percera l'un et 
l'autre cône 2, y 2^. 

Pour le Problème 3 : 

Étant donnés les trois points m., m,, m, et les deux droites B. et B,, sur m^m^^ 
comme diamètre nous construirons le cercle G. 

Par B, et B. nous mènerons deux plans T, et T, tangents au cercle G ; ces deux 
plans T, et T, se couperont suivant une droite D qui contiendra les sommets 

Par la droite D et le point m, nous ferons passer un plan X lequel coupera le 
cercle C en deux points a;. , a:, ; la droite xjn, coupera la droite D au point s , et 
la droite jcfn, coupera la droite D au point s'. 

Pour le Problème 4 : 

Étant donnés les deux points m,, m, et les trois droites fi,, B,, B,, nous construi- 
rons sur mjm^ comme diamètre le cercle G. 

Par les droites B,, B., B, nous mènerons trois plans T., T., T, tangents au 
cm^le G ; ces trois plans se couperont en un point s qui s'era le sommet d'un cône 
qui , ayant le cercle C pour directrice , sera coupé. par le plan horizontal suivant 
une section conique 6 passant par les deux points donnés et tangente aux trois 
droites données. 
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Mais il faut remarquer que toutes les foisquepar une droite on mène un plan tan- 
gent à un cercle , on a toujours deux plans tangents passant par celte droite. Dès 
lors pour la solution du problème proposé , il faudra mener les plans de manière à 
ce qu'ils soient tous tangents au demi-cercle situé au-dessus du plan horizontal 
ou tous tangents au demi-cercle situé au-dessous du plan horizontal. 

Mode de solution pour la 2* série. 

On construira un cercle C ayant pour tangente la droite sur laquelle se trouve 
un point de contact; on prendra ce cercle G de rayon arbitraire et son plan qui 
sera mené perpendiculaire au plan sur lequel sont tracées les données An problème 
sera pris pour plan vertical de projection. Ainsi : 

Pour le problème 5 : 

Étant donnés quatre droites B,, B,, B,, B. et un point de contact m, sur B, on 
construira un cercle C d*un rayon arbitraire , dont le plan sera vertical et ayant 
la droite B, pour tangente au point m,. 

Ensuite par chacune des trois droites B. , B, , B^ on mènera des plans tangents 
au cercle C lesquels se couperont en un point s qui sera le sommet du cône K 
qui ayant le cercle C pour directrice sera coupé par le plan horizontal suivant la 
section conique demandée. 

On doit remarquer qu'ici il n'y a pas d'embarras^ car par chaque droiteon ne 
peut mener qu'un seul plan tangent au cercle C puisque le second plan tangent 
est le plan horizontal de projection. 

Pour le problème 6 ; 

Étant donnés trois droites B,, B,, B,, un point de contact m. sur B, et un point 
Hy nous construirons le cercle G vertical et tangent à B. au point m, ; nous mène- 
rons par les droites B. et B^ deux plans tangents au cercle G et se coupant suivant 
une droite D ; nous ferons passer par la droite D et le point n un plan X qui sera 
forcément tangent au cercle G en un point x (parce que deux sections coniques 
qui ont une tangente commune ne peuvent être enveloppées que par un seul cône). 

La droite nx coupera la droite D en un point s qui sera le sommet du cône K. 

Pour le problème 7 : 

Étant donnés trois droites B., B,, B, et deux points de contact m, sur B, et 
m, sur B, , nous tracerons un cercle G vertical et ayant en m, la droite B, ponr 
tangente. 

Par les droites B^et B, nous mènerons deux plans tangents T, et T,au cercle C, 
ces plans se couperont suivant une droite D, le plan T. louchera le cercle G au 
point p. et le plan T, touchera ce même cercle au point p,. 
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Nous unirons les points n et p. par une droite qui sera une génératrice du cône K 
et Tiendra couper la droite D en un point s qui sera le sommet de ce cône K. 

Pour le problème 8 : 

'Étant donnés deux droites B. et B, , deux points n. et n^ et un point de contact m, 
sur B, , nous construirons le cercle G vertical et tangent à la droite B. au point m.. 

Nous mènerons par la drmte B, un pian T, tangent au cercle G, ce plan T, con- 
tiendra le sommet s du cône K. 

Nous regardons les points n. et n, comme les sommets de deux côïies 2, et. 2, 
ayant le cercle G pour base commune ^ ces deux cônes se couperont suivant une 
section conique dont, au moyen de trois points , nous déterminerons le plan E, 
et ce plan coupera le plan T, suivant une droite D qui contiendra le sommet s. 

Menant par la droite D et le point n. un plan X , ce plan sera tangent au cercle 
G en un point a; (puisqu'il ne peut y avoir qu'un seul sommet s) ^ et la droite 
n^x coupera la droite Dau point s qui sera le sommet du cône K. 

Si l'on menait par la droite D et le point n, un plan X., ce plan toucherait le 
cercle G en un point a:., et la droite n^x^ couperait forcément la droite D au même 
point 8j sommet du cône K. 

Pour le problètne 9 : 

Étant donnés les deux droites B. et B,, le point n et les points de contact m. et m, 
situés sur les droites B, et B,, nous construirons le cercle G vertical et ayant 
au point m, la droite B, pour tangente. 

Par la droite B, nous mènerons un plan T, tangent au point p, au cercle G^ la 
droite mj)^ sera une génératrice du cône K. 

Par la droite m^, et le point n nous mènerons un plan X , ce plan coupera le 
cercle G aux points p^ et Xj et la droite nx coupera la droite m,p,en un point s qui 
sera le sommet du c6ne K.. 

Pour le problème 10 : 

Étant donnés la droite B , un point de contact m sur B et trois points n, , n,, 
n,, nous construirons le cercle G vertical et tangent à la droite B au point m. 

Nous regarderons les trois points n,, n., n, comme les sommets de trois cônes 
2, 9 Z,, 2, ayant le cercle G pour base commune. 

Ges trois cônes se couperont deux à deux suivant trois courbes planes Ë , E', 
È\ dont les trois plans secouperont suivant une seule et même droite D, et comme 
il ne peut exister qu*un sommet s , cette droite D sera une tangente commune aux 
trois courbes Ë, E', E"y et le point de contact commun entre ces trois courbes 
sera le sommets du cône K. 

Pour construire ce points, sans avoir besoin de construire les courbes E, Ë', 
E"', la droite D étant déterminée, nous mènerons par la droite D et l'un des trois 
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points n,9 n^, n^ (le point n, par exemple) un pian qui louchera le cercle Ben 
un point x et la droite osiii coupera la droite D en un point s qui aara le sommet 
du cône K. 

D'après ce qui précède , il est donc toujours possible de construire par pomu , 
("X en se servant des méthodes de la gécmétrie deècripiioey une section conique 
assujettie aux cinq conditions établies dans les dix problèmes précédents. 

Maintenant nous pouvons arriver facilement à la solution de divers problèmes 
qui se présentent fréquemment dans la pratique des arts. Et ainsi » étant 
donnée une section conique par cinq conditions, nous pourrons» $am tracer h 
courhe: V construire les points en lesquels elle est coupée par une droite don- 
née; 2"" mener par un point donné une tangente k la courbe » et déterminer le 
point de contact; 3*" mener à la courbe une tangente qui fasse, avec une droite 
donnée de position , un angle donné, et, comme coroUaiteSy construire une tan- 
gente parallèle ou perpendiculaire à une droite donnée. 

Et ces divers problèmes deviennent faciles , car il suffira de construire le som- 
met s du cône K, qui a pour trace horizontale la section conique 6 donnée par 
les cinq conditions^ et le cercle C, qui, situé dans le plan vertical, sert de 
directrice au cône K; alors par le sommet « et le point p par lequel on veut mener 
une tangente à la section conique 6 , on fera passer une droite L qui percera le 
plan vertical du cercle C en un points, et en menant par le point 9 une tan- 
gente t au cercle C, le pian (s, 1)9 <iuî ^^^ tangent au cône K, coupera le plan 
horizontal suivant une droite 9 , qui sera la tangente demandée. 

Pour mener i la section conique 6 une tangente 6 parallèle à une droite 
donnée B, il suffira de mener par le sommet «du cône K une droite D parallèle 
à B ; la droite D percera le plan vertical du cercle C en un point d; par ce 
point d on mènera une tangente i au cercle G, et le plan («, passera par la 
droite D et sera tangent au cône K. Ce plan (i, i) étant tangent au cône K, 
coupera dès lors le plan horizontal suivant une droiie 9 tangente à la section 
conique 6 ; et comme ce plan («, passe par la droite D» parallèle à la droite B, 
la droite 9 sera parallèle à la droite B. Donc, etc. 

En définitive , on voit que ces divers problèmes se résolvent en considérant la 
section conique 6 comme étant la projection conique (ou projection centrale, le 
point s éiant le centre de projection) d*un cercle C situé dans un plan vertical et- 
cette courbe 6 devant être tracée sur un plan horizontal ; on pourra donc modifier 
les solutions précédentes et les simpliûer en y appliquant les règles de la perspec- 
tive , le plan du cercle C étant le tableau et le plan de la courbe 6 étant le plan 
géoméiral. 
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une droite et à un plan ; et S"* que la sphère est assujettie à être tangente à deuic 
droites, ou à deux plans, ou à une droite et à un plan; on sait aussi que 
dans ces divers cas le centre de la sphère est toujours situé sur le lieu géomé' 
trique des points de Fespace également distants; 2"" du point et de la droite, ou 
du point et du plan, et 3"* ou des deux droites, ou des deux plans, ou de la droite 
et flu plan. 

La première chose à faire est donc de rechercher la nature géométrique de 
ces divers lieux géométriques , puisque nous devrons nous servir de ces lieux 
pdur obtenir la solution des problèmes proposés. 



SI". 

f. Lieu géométrique des points de l'espace également distants de deux points donnés. 
Étant donnés deux points m et m' situés dans l'espace, on sait que la surface 

demandée est un plan P mené perpendiculairement à la corde qui unit les deux 

points et en son milieu. 

•s 

II. Lieu géométrique des points de teipace également distants de deux plans donnés. 

Étant donnés deux plans Q et Q", on sait que la surface demandée est com- 
posée de deux plans P et P. passant par la droite intersection des deux plans 
donnés Q etQ', et divisant en deux parties ^ales, savoir : le plan P, Fangle a 
formé par les plans Q et Q' et le plan P, Tangle supplémentaire de a. 

Les deux plans P et P. sont rectangulaires entre eux. 
^ Si les deux plans donnés Q et Q' sont parall^es , la surface ne secompose plus 
que d'un seul plan P équidistant des deux plans donnés et dès lors qui leur est 
parallèle; le second plan P, se trouve transporté à Tinfini. 

III. Lieu géométrique des points de l* espace également distants de deux droites 
données. 

Étant données deux droites D et D", il peut se présenter deux cas. 

Premier cas. Les deux droites étant situées dans un même ptot, 
Lorsque deux droites D et D' sont situées dans un même plan X, on sait (*) 
que la surface se compose de deux plans P et P, passant par le point d en lequel 
se coupent les droites données, ces deux plans étant perpendiculaires au 



■^>irf^i>«*« 



(*) Foir le chapitre IV de la Théorie géométrique des engrsnages , etc%j onrrage que j*ai publié 
en 1842. 
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plan X et divisant en deux parties égales , le plan P, Tangle a des deux droites 
données D et D' et le plan P. , Fangle supp1enientaire.de a. 

Si les deux droites D et D' sont parallèles , la surface se réduit à un seul plan P 
équidistant des deux droites données, le second plan P, se trouvant transporte 
a l'infini. 

Deuxième cas. Les deux droites n'étant pas situées dans un même plan. 

Lorsque deux droites D et D'ne sont pas situées dans un même plan, on sait que(^) 
la surface demandée n'est autre qu'un paraboloîde hyperbolique 2, ay an t son sommet 
situé au point o milieu de la plus courte distance existant entre les deux droites 
données, et dont Paxe infini est dirigé suivant cette plus courte dislance, et qui 
a pour ses génératrices droites, se croisant au sommets, deux droites G et K 
qui sont rectangulaires entre elles et font des angles égaux avec les droites 
données. Les deux plans directeurs R et R' de la surface 2 sont, l'un R 
perpendiculaire à la droite G , et l'autre R' perpendiculaire à la droite K. 

Pour que le paraboloîde 1 soit complètement déterminé , il faudra construire 
une seconde génératrice G^ du système G ou une seconde génératrice K' du 
système K. 

Pour cela, on mènera un plan X parallèle au plan R, ce plan sera perpendicu- 
laire à la droite G et la coupera en un point g. 

Les droites D et D' couperont ce plan X , la droite D en un point a et la droite 
D' en un point a'. 

Les droites D et D' se projetteront sur ce plan X pris pour plan horizontal de 
projection suivant deux droites D^ et D'^ qui seront parallèles et équidistantes du 
point 9; de plus les deux droites D et D' feront des angles égaux avec le plan X. 

En sorte qu'en prenant le plan qui passe par les droites G et K pour plan ver- 
tical de projection, les droites D, D' et G s'y projetteront suivant les droites 
D% D'^, G", et la droite G^ sera perpendiculaire à la ligne de terre et parta- 
gera en deux parties égales l'angle a formé par les droites D"" et D'^ , cet angle a 
étant évidemment égal à celui que font entre elles les droites D et D' dans 
l'espace. 

Gela posé : 

Il faudra chercher sur le plan horizontal X un pointa;, tel qu'il soit également 

distant des deux droites D et D', et la droite gx ne sera autre que la droite K' 
cherchée. 



(*) Foir le chapitre IV de la Théofie géométrique des engrenages, etc. 
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K' étant déterminée, si l'on fait mouvoir la droite G sur K et K' et parallèle- 
ment au plan X , on engendrera le paraboloide 2. 

Or, pour construire ce point x^ nous mènerons dans le plan X et par le point 
a une droite N perpendiculaire à D^, et nous chercherons sur N un point x tel 
qu'il soit également distant du point a et de la droite D^ 

Cette même question devant se représenter dans la solution de plusieurs des 
quinze problèmes à résoudre , nous allons la traiter complètement 

Problème i . Étant donnés dans t'espace un point m et une droite D, trouver sur une 
droite B {assujettie à couper la droite H) un point \ également distant et de la droite D 
et du point m . 

Concevons le plan X passant par le point m et la droite D. 

Prenons ce plan X pour plan horizontal de projection (yigr. 107 ). 

Prenons pour plan vertical de projection un plan perpendiculaire à la droite 
D. La ligne de terre sera dès lors perpendiculaire à D. 

Projetons sur les plans de projection la droite B et rappelons-nous qu'elle coupe 
la droite D ; nous aurons B"" et B^. 

Cela posé : 

Concevons un pointa; situésurB ; sa distance aupointmsera la droite tnx et sa 
distance à la droite D sera la perpendiculaire N abaissée de ce point x sur la 
droite G ; dès lors la projection N* de cette perpendiculaire N sera perpendiculaire 
àD. 

Désignons par p le point en lequel le droites N et D se coupent ^ on devra avoir 
mxz=z px et par suite ma:!^=par. 

Le problème de l'espacé est donc ramené à un problème dans un plan, car il 
suffit de chercher sur la droite B* un point x!" tel que ses distances au point m et 
à la droite D soient égales. 

Pour trouver ce point x*, on peut employer deux constructions. 

Première construciiou. Construisons la parabole S ayant le point m pour foyer et 
la droite D pour directrice (fig. 107 ); cette courbe 6 coupera la droite B* en deux 
points ou en un seul point, ou. ne la rencontrera pas. 

Ainsi le problème aura deux solutions ou une seule solution ou aucune solution ; 
cela dépendra des relations de position qui existeront dans l'espace entre le point 
m et les droites D et B. 

Deuxième construction. Le point a^ {fig. 108), que Ton cherche sur B*, est 
évidemment le centre d'un cercle C passant par le point m et tangent à la 
droite D. 
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Le problème à résoudre est donc celui-ci : 

Construire un cercle G passant par un point m, tangent à une droite D et dont le centre 
soit situé sur une droite B^. 

Pour résoudre ce problème , nous abaisserons du point m une perpendiculaire 
sur B^ ; cette perpendiculaire coupera B* en un point 9 et D en un point s. 

A partir du point q nous prendrons un point m' tel que Ton ait qm = qm'. 

Évidemment le point m appartiendra au cercle G. 

Il suffira donc de trouver le point en lequel le cercle G touche la droite D. 

Désignons ce point par y. On devra avoir : 

sy s= «m . sm\ 

Il suffira donc de construire une moyenne proportionnelle aux droites sm et 
sm\ et à porter cette moyenne proportionnelle de « en j^ ou de 5 en j^' ( à droite 
et à gauche du point s), et Ton aura en y et y les points de contact de deux 
cercles G et G' passant par le point m ayant leur centre sur B^ et tangents à la 
droite D, l'un au point y et l'autre au point y. 

Pour construire les centres de ces cercles G et G", il suffira d'élever en y et en y 
des perpendiculaires à D, lesquelles couperont B^, la première en un point a:!' 
et la seconde en un point x*", et ces points seront les centres, le premier du 
cereie G , et le second du cercle G'. 

Si le point s est situé entre les points m et m^ le problème est impossible. 

Si le point m' n'est autre que le point s, ce point m est le point de contact du 
cercle cherché et de la droite D, et le problème n^a qu'une seule solution. 

Problème 2. Étant donnés deux droites Bethquinese rencontrent point dans C espace 
et un point m surladroite B , chercher sur cette même droite B , un point x tel que ses 
distances au point m et à la droite D soient égales. 

Par le point m et la droite D , nous ferons passer un plan X , que nous pren- 
drons pour plan horizontal de projection, dès lors nous connaîtrons sur ce plan X 
la droite B^ projection de B , et en prenant un plan vertical de projection per- 
pendiculaire à D , nous connaîtrons B''. 

Ainsi sont écrites graptàquement les données de la question, et le problème 
proposé dans l'espace se trouve ramené à un problème dans le plan, car il suffit 
de chercher sur fi^ un point a^ tel que les distances à ce point m et à la droite D 
soient égales. 

Pour trouver ce point af" il suffira de mener par le point m et dans le plan X 
une droite K perpendiculaire à B\ laquelle coupera D en un points. On divisera 
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l'angle (K, D) en deux parties égales par une droite L, qui coupera B* au 
point oi" demandé. 

Et comme les droites K et D font deux angles supplémentaires l'un de l'autre, 
on aura deux droites K et par suite deux points x^, et le problème aura toujours 
deux solutions. 

La solution du premier problème nous servira plus tard, lorsque nous résou- 
drons les problèmes relatifs à la sphère, et dans lesquels les données sont des 
points et des plans. 

Quant au second problème, il est posé en des termes trop généraux pour le cas 
qui précédemment devait être résolu. 

Car on doit remarquer que les données de la question étaient telles que les 
droites B et D sont rectangulaires entre elles. 

Dès lors , si par B on mène un plan perpendiculaire à D , il sera perpendicu- 
laire à tout plan passant par D et par conséquent au plan X passant par D et le 
point m : dès lors B* sera perpendiculaire à D (fig. 109). 

Il suffira donc, pour résoudre le problème, de prendre le point p en lequel B* 
coupe D et de prendre le milieu de pm , et l'on aura le point a^ demandé. 

Et dans ce cas tout particulier, le problème n'a plus qu'une seule solution et 
en a toujours une. 

Nous avons dit précédemment que le lieu géométrique des points de l'espace 
également distants des deux droites situées ou non situées dans un même plan 
était connu. 

Et nous avons, dans une note au bas de la page, renvoyé à un ouvrage publié 
en 1842, dans lequel la solution se trouve exposée. Cette solution a été donnée 
dans'cet ouvrage en employant V analyse de Desgàrtes ; nous reproduirons à la 
fin de ce chapitre la même question , et nous la traiterons encore par V analyse^ 
mais avec plus de développements que dans l'ouvrage cité. 

Toutefois, il n'est pas sans intérêt et aussi parce que cela rentre tout à fait 
dans nos idées , de faire voir que la géométrie descriptive n^est pas aussi bornée 
qu'on paraît trop généralement le supposer et de donner ici une démonstration 
purement géométrique relativement à la nature géométrique de ces lieux ^ en 
employant les méthodes graphiques que nous fournit la géométrie descriptive. 

Car d'ailleurs, on sera ainsi conduit à mieux apprécier la différence qui existe 
entre l'esprit des méthodes analytiques et l'esprit des méthodes graphiques. 

Et il faut bien le reconnaître, Vintelligence ne travaille pas de la même 
manière lorsqu'on cherche la solution d'un problème par V analyse ^ ou qu'on la 
cherche par la géométrie descriptive. 
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Lieu des pomis de Cespace également distants : 

V De deux droites qui se coupent. 

Soient données deux droites D. et D. se coupant en un point s (fig. liO ). 

Désignons le plan de ces deux droites par P, et par a Tangle que ces droites 
comprennent entre elles. 

Traçons dans le plan P deux droites B et B' divisant en deux parties égales , 
l'une Tangle a et Tautre Tangle a supplémentaire de a. 

Je dis que tous les points des droites B et B' sont également distants des deux 
droites D, et D,. 

Et en effet : 

Prenons sur B un point quelconque m , abaissons de ce point deux perpendi- 
culaires my et my sur D, et D., ces deux perpendiculaires seront les distances 
du point m aux droites D, et D, , et ces perpendiculaires seront égales , puisque 
les triangles sym et sym sont évidemment égaux. On pourra en dire autant de 
chaque point de B et B", donc , etc. 

Cela posé : 

Menons par le point m une droite K perpendiculaire au plan P. Prenons sur K 
un point arbitraire z. 

Le plan passant par le point z et la droite my sera perpendiculaire à D. et 
coupera D, au point y; de même, le plan passant par le point z et la droite my 
sera perpendiculaire à D, et coupera D, au point y-^ dès lors, zy et zy' sont res- 
pectivement perpendiculaires à D, et D, et mesurent la distance du point z à 
chacune de ces droites D et D . 

I s 

Or, les triangles rectangles zym et zy'm sont égaux, donc : zyz= zy' ; donc tous 
les points de la droite K. sont également distants des deux droites D. et D.. 

En faisant mouvoir la droite K sur B et parallèlement à elle-même, on engen- 
drera un plan R dont tous les points seront également distants des deux droites 
D. et D.. 

Par les mêmes raisons le plan R' passant par B' et perpendiculare au plan P aura 
tous ses points également distants des deux droites D, et D,. 

Les deux plans R et R', lieu des points également distants des deux droites données^ 
se couperont suivant une droite L passant par le point s et perpendiculaire au 
plan P. 

T De deux droites non situées dans un même plan. 

Soient données deux droites D et D' non situées dans un même plan. Nous 
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pourrons toujours {jig. lli) y prendre les plans de projection de telle manière que 
le plan vertical soit parallèle aux deux droites D et D' et dès lors ï^ et D'^ seront 
parallèles à la ligne de terre. 

Concevons la droite Lplus courte distance entre les deux droites D et D^ elle 
sera perpendiculaire au plan vertical de projection ; nous pourrons donc toujours 
prendre pour plan horizontal un plan quelconque passant par L. 

Les deux projections D'' et D'^ comprennent entre elles un angle a qui est pré- 
cisément égal à l'angle que les droites D et Défont entre elles dans l'espace. 

Divisons cet angle en deux parties égales par la droite B"" et prenons la ligne de 
terre perpendiculaire à B"", dès lors le plan horizontal sera fixé de position dans 
l'espace. 

Désignons par s et s les points en lesquels la plus courte distance coupe les 
droites D et D^ et prenons le milieu de cette plus courte distance $s. Ce point 
milieu sera la projection horizontale B* de la droite B, laquelle fait , comme on 
l'a dit ci-dessus , des angles égaux avec les droites D et D^ Par ce même point 
milieu menons la droite B' perpendiculaire à B , cette droite B' sera tout entière 
dans le plan horizontal et fera aussi des angles égaux avec les droites D et D', sa 
projection B^^ qui ne sera autre que la ligne de lerre, divisera en deux parties égales 
l'angle a supplémentaire de l'angle a compris entre D'' et D". 

Cela posé. 

Concevons un plan X parallèle au plan horizontal. 

Ce plan coupera la droite B en un point m. 

Traçons dans ce plan X une droite I perpendiculaire au plan vertical \ par celte 
droite I nous pourrons mener deux plans Net N' respectivement perpendiculaires 
aux droites D et D'. 

Le plan N coupera D en un point y ; le plan N' coupera D' en un point y. 

Et si nous concevons deux plans P et P' passant respectivement par D et D' et 
parallèles au plan vertical de projection, la droite I percera le plan P au point a 
et elle percera le plan P' au point a\ 

Faisons tourner les deux plans N et N' autour de I pour les amener dans le plan 
X. Le point y viendra en y^ et le point y viendra en y\ , 

Unissons les points y^ et y\ par une droite et en son milieu g menons lui une 
perpendiculaire, laquelle coupera I en un point o. Il est évident que le point o 
sera également distant des points j^, et y/, et il est évident dès lors qu'en joignant 
le point ( construit ainsi que nous venons de le faire) avec les points ;/ et y , les 
droites oy et oy' seront égales. Or, oy est perpendiculaire à D, oy est perpendi- 
culaire à D^, donc le point o sera un point de l'espace également distant des deux 
droites données D et D'. 
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Nous pourrons mener dans le plan X une suite de droites I, T, T parallèles 

à I,et pour chacune d'elles construire les points o, d^ o\ dont les distances 

aux droites D et D' seront égales.Tous ces points formeront une ligne \. 

Nous pourrons mener une suite de plans X , X', X'', parallèles entre eux, et 

pour chacun d'eux nous aurons une ligne Ç, Ç', X' Toutes ces lignes forme- 
ront une surface 2 qui sera le lieu des points de l'espace également distants des 
deux droites données D et D'. 

Remarquons que toutes ces lignes l^ l\ X' s'appuient toutes sur la droite B; 

et, en eifet, le point m en lequel le plan X coupe la droite B est également 
distant des droites D et D". C'est ce qu'il est facile de voir en supposant que la 
droite I passe par le point m; en opérant comme nous l'avons fait ci-dessus, on 
verra que les points o et 9 se confondent dans ce câs particulier. 

Ce que nous venons de faire par rapport à la droite B, nous pouvons le faire 
par rapport à la droite B' en menant des plans X. , X/, X/', parail^es entre 
eux et perpendiculaires à B', et nous trouverions encore une. suite de lignes 

S, , (1 ) r, situées sur la surface 2 et chacune d'elles passant par un point de 

la droite B'. 

Cela posé : 

Cherchons la nature géométriquede ces diverses lignes $, ^^ X"y et Ç, , Ç/, l" ; 

mais pour y parvenir il est nécessaire d'établir plusieurs remarques préliminaires. 



Remarques préliminaires. 

(Art. 1*'). Concevons la suite de plans parallèles au plan horizontal, 

X , X', X^' {fig. 1i2) , chacun de ces plans coupera les droites D et D' en des 

points qui seront unis par une droite horizontale s'appuyant sur ta droite B, et 
qui formeront un paraboloïde hyperbolique. 

Par chacun des points m, m'y m'y de la droite B , menons des plans per- 
pendiculaires aux droites D et D', ainsi : 

Par le point m passeront deux plans N et N' respectivement perpendiculaires à 
D et D'. 

Par le point m' passeront deux plans N, et N/ aussi perpendiculaires à D et D'. 
Par le point m' passeront deux plans N. et N/, aussi perpendiculaires à D et D'. 
Et ainsi de suite. 

Les plans N, N,, N,, couperont la droite D en des points », y, u 

Les plans N', N/, N/, couperont la droite D en des points «', g\ u' 

Les plans N et N' se couperont suivant une droite I passant par le point m. 
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Les plans N, el M/ se eouperont suivant une droite I, passant par le point m'. 

Les plans N, el N/ se couperont suivant une droite I, passant par le point m". 

Et ainsi de suite. 

Et toutes les droites 1,1,, 1., seront perpendiculaires à la droite B, et 

perpendiculaires au plan vertical de projection. 

Cela posé : 

Faisons tourner les plans N et N' autour de la droite 1 pour les amener dans le 
plan X. 

Faisons tournerJes plans N, et N/ autour de la droite I, pour les amener dans le 

planX". 

Et ainsi de suite. 

Les points y et y viendront en y, et y/ sur le plan X. 

Les points z et % viendront en z, et z/ sur le plan X'. 

Et ainsi de suite. 

Et il est évident que les droites z,z^\ t/^y/, se projetteront sur ie'plan hori- 
zontal en des droites z\'^i !^/y/^ qui se croiseront toutes au point B^ pro- 
jection de la droite B. 

(Art. 2). Concevons un seul plan X {fig. 113), et dans ce plan une suite de 
droites I , I', T, V'\ parallèles entre elles , équidistantes et perpendiculaires au 
plan vertical de projection; supposons d'ailleurs que la droite I passe par le 
point m en lequel la droite B est coupée par le plan X. 

Menons par chacune de ces droites deux plans, l'un perpendiculaire à la 
droite D , l'autre à la droite D'. Dès lors on aura , sur le plan vertical de projec- 
tion , une suite de droites perpendiculaires à D'% et dont les portions Va , IV, 

l'V, comprises entre les droites D'' et V*, iront toutes en diminuant, la 

différence entre la première et la suivante étant constante et égale à : ae. 

De même les portions de droites Vb\ TV, l'^'A",... perpendiculaires à D' iront 
toutes en augmentant , et la différence entre la première et la suivante sera 
constante et égale à : b^dC. 

Mais les deux triangles rectangles dae et b'b^d' sont égaux ; ainsi Ton a 

La somme des perpendiculaires abaissées d'un même point sera donc constante 
et l'on aura : 



Va + Vb' = IV -h \%' — l'V + rV' = etc. = A. 

Dans le triangle dae rectangle en a , on a l'hypoténuse de = ri'", et cette 
distance VV^ est celle qui existe entre deux positions successives des droites 
I , r, r', ; désignons par / cette distance. 
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Dans le même triangle^ ae est la différence qui existe entre deux perpendicu- 
laires , successives , menées à D''; et en désignant par a l'angle compris entre 
D' et D'% on aura : 

a^ s=: a'e. ces aea' ou ae = /. cos -. 

i 

Ce qui précède étant compris , revenons au problème à résoudre et démontrons 
que les lignes |, ^y et £,, £/, sont des droUes. 

Concevons les deux plans N, et N/ respectivement perpendiculaires aux droites 
D et D' et se coupant suivant la droite V située dans le plan horizontal X qui coupe 
la droite B en un point m. 

Le plan N coupera la droite D en un point y. , et le plan N/ coupera la droite 
D' en un point y! ; concevons sur la droite I' le point o' également distant des 
deux points y^ett//. 

Désignons par p' le point en lequel la droite V perce le plan P' vertical et 
passant par D', et par p le point en lequel V perce le plan P vertical et passant 
par D ; nous aurons deux triangles opy/et opi/f 

Faisons glisser le système des deux plans N, et N/ parallèlement à lui-même 
jusqu'à ce que la droite V se superpose sur la droite I passant par le point m, et 
concevons par ce point m deux plans N et N' perpendiculaires à D et D'. Les plans 
N et N, , N' et N/ se superposent. 

En cette position, faisons tourner les plans N et N, (qui sont superposés) 
autour de I pour les amener dans le plan X-, faisons ensuite la même opération 
pour les plans superposés N' et N/. 

Cela posé, il est évident que les points en lesquels viendront se placer sur le 
plan horizontal X , les points y^ et y' seront unis par une droite qui se projettera 
sur le plan horizontal de projection , suivant la droite q.dl" (fig. 113), et l'on 
aura ; s^q-^sd!^=i constante = A. , en vertu de ce qui a été dit ci-dessus (art. 1*) 
et les points en lesquels viendront se placer sur le plan X les points en lesquels 
les plans N' et.N, coupent les droites D et D' seront sur une droite qui se projet- 
tera sur le plan horizontal de projection suivant la droite p6,^, et l'on aura : 
s'p -h «/^,^= constante = A , en vertu de ce qui a été dit précédemment (art. l""). 

Les droites pb,^ et qd!" seront donc parallèles. 

En vertu du transport des plans normaux N, et N/, le point o, sera venu en un 
point o/situé sur I, et dont on déterminera la projection o/* en menant sur le 
milieu r de la droite qdj" une perpendiculaire à cette droite qdl" et qui viendra 
couper la droite I^ au point o'^'y et en ramenant le point o/^ parallèlement à la ligne 
de terre et d'une quantité égale à /, on aura le point o'*. 

39 
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Or, faisant potir chacune des droites V\ T', ee que aous venons de Éaire 

pour l\ ûD voit que l'on au» pMr le lieu des {joints o'\ o''\^o"'^ une dix)i4e passant 

par m\ car le rapport -^Îk est constant. 

Remarquons que la longueur mV* dépend 1' de l'angle que la droite m*é.* fait 
avec la droite w', et 2" de la quantité mV qui est égale à bM!" qui elle-même est 
égale à ft'^ef ou à H . cos . ^ j; et la quantité (/*o/* est égale à /. 

Lorsque Ton prendra un autre plan X, la droite analogue de pbj" fera un angle 
différent avec ss'y en vertu de ce qui a été dit ci-dessus (art. 2), mais la quantité 
analogue de m^r restera la même , car Ton peut supposer / constant pour toules 
les droites I, I", tracées successivement dans les plans X, X', X'' 

Aiosi dans chaque plan X, X', X'', on obtiendra une suite de droitesly 

l\ l", qui s'appuieront toutes sur la droite B et qui feront avec la plus courte 

distence^f' desiangles différent» entre eux. 

La «urfaee 2* est donc réglée. 

Mais ce que nous venons de dire en considérant des plans X, X^ X'', perpen- 
dkttlaires à R, tnous pourrons le dire , en oons|déi;ant des plans X^ > X/, X'\ per- 
pendiculaires à fi', la surfaoe^ est donc doublement réglée et elle .a deux plans 
dateeteurs , eUe est dmc un pamboUnde hf/perbaU^pte. 

¥V..Lieu géométrique des points de Vespace également distants d'un point et d'un 
pUm. 

Étant donnés un point m et un plan P , on peut par le point m faire passer une 
infiftitéde plans Y, Y', Y", perpendiculaires au plan P; tous oes plans Y, Y', Y'', 
se couperont suivant une droite R perpendiculaire au plan P ^et passant par le 
point m. 

Ghaque^plan Y coupera le plan P suivant une droite A, et si l'on considère sur 
le plan Y un point x, et que Ton veuille connaître sa distance au pian P, il suffira 
d'abaisser de ce point x une perpendiculaire D sur A , laquelle sera parattèle à la 
droite R , et par suite sera perpendiculaire au plan P. 

Or, le lieu géométrique des points x qui , situés sur le plan Y, sont également 
distants du point m et de la drc»te A est une parabole 6 ayant 4e point m pour 
foyer et Aa droite A pour directrice-^ «ur chaque plan Y', Y", Y'", nous trou- 
verons une îpapabole g', ^\:ef'\ et évidemment 4ou4es ces paraboles sont iden- 
tiques, car elles ont même paramètre; le lieu de toutes ces paraboles sera un 
paraboltÂde Aq réirolution-ajant la droite 'R pour axe infini ou de rotation et le 
point m pour/oî/^ et le plan P pour plan directeur. 
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y. Lieu géùméirique des poUiÉs de Tenfaee égaiemeni disùmtê (Tvn point et dttme 
droite. 

Étant donnés un point m et une droite D, on peut faire passer par ce point et 
cette droite un plan X. Sur ce plan le lieu de» points ^leoieiit distante du p^int 
m et de la droite D sera une parabole 6 ayant le point m pour/oy^ el la dtoite D 
pour directrice. 

Imaginons un cylindre B ayant pour base la courbe g^ et ayant ses génératrices 
droites perpendiculaires aju plan X^ Preni>as sur ce cylindre B uft^poinl a:yet 
coMidérons le plan X comme un plan horizontal de projection* 

Le point x se projettera en ^^ sur la courbe* 6 , et la droite mx se profettera 
entiia^. La perpendiculaire menée du point â? à la droite D coupera cette droite 
en un point jy\ et la droite ja^^ projection de ladroîle pa; de Tespaee, sera per- 
pendiculaire à D. 

Or, la courbe g étant une parabole , on aura : 

D'où Ton doit conclure que mx c=: px. 

Donc tous les points x du cylindre B seront également distants du point m et 
de la droite D. 

VI. Lieu géométrique des points de t espace également distants dune droite et (Cun plan. 
Étant donnés une droite D et un plan P y il peut arriver deux cas , la droite D 
peut être parallèle au plan P ou percer ce plan. 

Premier cas. La droite D étmu parallèle au phn P. 

Menons un plan X perpendiculaire à la droite D. Ce plan coupera D en un 
point m el le (dan P suivant une droite A. Sur ce plan X le lieu des points éga- 
lement distants du point m et de la droite A sera une parabole 6 ayant m pour 
foyer et A pour directrice, et de phis , il faut bien le remarcfoer, si l'ion prend un 
point X sur 6, et si Ton mène de ce point x une perpendiculaire xp sur A^ les 
droites mx et xp seront égales , et de plus mx sera perpendiculaire à la droite D 
et xp sera perpendiculaire au plan P. Les points de la parabole & satisferont donc 
au probltoe proposé. 

Pour tous autres plans X', X'^, X'", perpendiculaires à la droite D, o» trou- 
vera des paraboles 6', è'\ 6'% satisfaisant à la question. Évidemment toutes 

ces paraboles ont même paramètre , et sont parallèles entre elles; elles forment 
donc un cylindre B ayant la paraboles pour base et section droite , et ayant ses 
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génératrices droites parallèles à la droite D. La surface demandée sera donc un 
cylindre parabolique. 

Deuxième cas. La droite D perçant le plan P. 

Étant donnés une droite D et un plan P , nous pourrons toujours prendre le 
plan P pour plan horizontal de projection. 

Désignons par a le point en lequel la droite D perce le plan P. Menons par D 
un plan X perpendiculaire à P. Ce plan X coupera P suivant une droite Â, et si 
Ton divise en deux parties égales Tangle a que font les droites D et A , on aura 
une droite G, dont tous les points seront également distants de la droite G et du 
plan P ; la droite K qui divisera en deux parties égales l'angle supplémentaire 
de a satisfera aussi à la question , et les deux droites G et K sont évidemm^tit 
rectangulaires entre elles. 

Gela posé , menons par le point a une droite arbitraire L faisant avec D un 
angle a\ on fera tourner L autour de D et Ton aura un cône de révolution A 
ayant D pour axe de rotation , et son demi-angle au sommet ^al à a- 
Menons par le point a une droite Z perpendiculaire au plan P. 
Et par le point a une droite L. faisant avec Z un angle complémentaire de a ; 
la droite L, , en tournant autour de Z j engendrera un cône A. qui sera de révolu- 
tion , et dont toutes les génératrices feront avec le plan P un angle a. 

Les deux cônes A et A* ayant même sommet a, se couperont suivant deux 
génératrices droites , ou se toucheront , ou ne se couperont pas. 

Or, il est évident l"" que les deux cônes se toucheront , lorsque l'angle a sera 
égal à l'angle a que la droite D fait avec le plan P ; 2** que les deux cônes ne se 
couperont pas, lorsque Ton prendra a plus petit que a ; et 3° que les deux cônes 
se couperont toujours suivant deux génératrices droites , lorsque Ton prendra a 
plus grand que a. 

Les deux génératrices d'intersection, Tune G' et l'autre K", satisferont à la 
question. 

Ainsi la surface demandée est une surface conique ayant le point a pour som- 
met, et il sera facile de construire autant de génératrices droites, que l'on voudra, 
de cette surface conique. 

Cherchons maintenant la nature géométrique de cette surface conique. Rappe- 
lons-nous que la surface lieu des points de l'espace également distants d'un point 
et d'un plan, est un paraboUnde de révolution ayant le point pour foyer et le plan 
pour plan directeur. 

Menons par un point m, arbitrairement pris sur la droite D, un plan y perpen- 
diculaire à D. 
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Construisons la surface paraboloide ^ , ayant le point m pour foyer et le plan P 
pour plan directeur; le plan y coupera la surface ^ suivant une section conique, 
qui sera une ellipse , ou un cercle , ou une parabole 6 ; cette courbe sera telle , 
que si Ton prend un de ses points x et que de ce point x Ton abaisse une per- 
pendiculaire xp sur le plan P, et que l'on mène la droite xm^ on aura xm = xp'^ 

et comme la droite xtn est dans le plan y, elle sera perpendiculaire à la droite D; 
tous les points a; de 6 seront donc également distants du plan P et de la droite D ; 

on pourra faire des constructions analogues pour tout autre point m', m', m'\ 

de la droite D. 

La surface conique, lieu des points de l'espace également distants de la 
droite D et du plan P, est donc un cône du second degré. Mais si l'on remarque 
que l'axe du paraboloïde ^ est perpendiculaire au plan P , on voit de suite que 
le plan y , perpendiculaire à la droite D , coupera toujours la surface ^ suivant 
Mn^ ellipse j qui aura pour l'un de ses axes la droite unissant les points en lesquels 
les deux droites G et K seront coupées par ce même plan y. 

Passons maintenant à la solution de chacun des quinze problèmes proposés. 

Problème 1. Construire le centre et le rayon dune sphère passant par quatre points. 
Désignons les quatre points donnés par m, , m,, m,, m^. 

On mènera sur le milieu des cordes m.m,, m,m^, m^m^j qui se coupent en un 
même point m., des plans Q, Q", Q'^ respectivement perpendiculaires à ces 
cordes. 

Ces trois plans se couperont en un point o, qui sera le centre de la sphère, et 
a droite om^ en sera le rajjon. 

On aura donc toujours une solution et une seule. 

Si les quatre points sont sur un même plan, il faudra considérer les divers 
plans menés perpendiculairement sur le milieu de toutes les cordes données, en 
unissant deux à deux les quatre points/^Si tous les plans se coupent suivant une 
seule droite D , le problème aura une infinité de solutions ; la droite D sera le 
lieu des centres de l'infinité de sphères passant par les quatre points donnés, qui 
dans ce cas particulier seront situés sur une circonférence de cercle. 

Si les plans ne se coupent pas suivant une droite unique, le problème n'a pas 
de solution possible , et, dans ce cas , les quatre points donnés ne sont pas situés 
sur une circonférence de cercle. 

Problème 2. Construire le centre et le rayon d'une sphère passant par trois points et 
tangente à une droite. 

Désignons les trois points par m., m., m, et la droite par D. 
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Le lieu géométrique p6ur àem points sera un' pten Pj elipo«r un poim^et la 
droite ce /ietrsera un cylindre parabolique. 
Nous construirons donc deux pkms Pet P^ perpendiculmres sur le milieii dès 



cordes m,m^ , ^w^m,. 

Ces deux plans P et P' se couperont shîvqibI une droite I ; laqueHe sera le lieu 
du ceBire^e la spbère. 

Par le point m, et la droite D nous néoMons un plan X et dans ce- plaa nous 
construirons une parabole g ayant le point m. fowt foyer et la droite D pour direo 
trice , et le cylindre B ayant 6 pour section droite sera coupé par la droMe. len des 
points qui seront les emires des spliéree demandées et.Ia^Iistanee de chaque centre 
à Fun des points donné seta le ra^M demandé. 

La droite I peut : l*" ne pns rencontrert le cylindre pa^aboliqiiie B ; T le percer 
en deux pmnls ; 3"" le percer en ua &su1 points 

Le problènihei peut donc ne pas avoir de solution poasUble, ou .avoir deux soin* 
tiens ou une seule solutioné 

Pour construire le& cailres avee faeUité, on. fera passer par ladrokel un plan 
perpendiculaire au plan X et qui coupera ce plan X suivant une droite H. 

1* Si la droite H ne coupe pas la pavabole 6, c'est qae la droite I ne perce pas 
le cylindre B. 

2^ Si la droite H est parall^e à l'axe de la parabole S y eHe ne coupera cette 
courbe qu'en un points et la droite i percera le cylindre Ben un seul point. 

3*" Si la droite H n'est pas parallèle à l'axe de la parabole 6, elle coupera cette 
courbe ai deux points et la droite I percera le cylindre B en deux podnts. 

On doit d'ailleurs remarquer que dans ce qui prècède<on suppose que la droite 
r n'est pas parallèle aux génératrices droites du cylindre B, cas pour lequel les 
données du problème seraient évidemment. teUes que les trois points et la droite 
seraient situés dans un même plan. Dans ce cas le problème ike serait possible, et 
aurait dès lors une infinité de solutions , qu'autant que le cercle G passant pat 
les trois poinits donnés serait tangent à la droite donnée; Ton aurait dans ce cas 
une infinité de sphères s'entre-coupant suivant le même cercle G. 

Problème 3. Construire le eenireet le rayau- dune sphère passant par deux poinis et 
tangente à deux droites. 

Désignons par m, et m, les points donnés , et par D, et D, les droites données. 

Le centre cherché sera d'abord sur un plan P mené perpendiculairement à la 
corde mjn^ et en son milieu. 

Le centre sera encore sur deux cylindres B. et B,, le premier ayant pour section 
droite une parabole 6, ayant le point m. pour /oy^r et la droite D. pour directrice j 



— 341 — 

et le second ayant pour section droite une parabole €, ayant le point m^ pour foyer 
et la droite D, pour directrice. 

Ces deux cylindres B.et B. se couperont suivant une courbe à double courbure 
V, laquelle sera coupiée en général par un plan suivant quatre points , puisque la 
courbe intersection de deux cylindres du second degré est du quatrième degré. 

Ainsi , en général^ le problème peut avoir quatre solutions ; comme ca9 particu- 
liers j il peut se présenter les données suivantes. 

9tiWk\BXiCkS*La(kàiÉelLqmwrAtleBdenxp(mt9m^e^ 

Dans ce cas on pourra construire deux cercles G et G' passant par les points 
m, et m^ et tangents à la droite D,. 

Désigne»» par oet o' les eentnesiies ewries G et G^ et par Y le plan qui coiitient 
les points m. et m, et la droite D. 

Menons par les centres o et V des droites L et L'/fNerpendiculaires au plan Y . 

Pour déterminer les centres des splières, il faudra chercher sorles droites L- et 
L' les points égalemoat distantsde ladroite D, et de l'un des deux points m. et m,. 

On construira donc la parabole 6 ayant m, pour foyer et D , pour diteetnce^ et 
l'fkn retombera sur le deuxième proUénie. 

Ghacune des droites L et V pourra couper le cylindre B ajr^mt 6 ipour-section 
droite, en deux points. 

On pourra donc avoir dans ce cas cpiatre soltitions^ 

£t ainsi quatre sphères, dont deux se couperont suivant le cerde G et deux 
suivant le cercle G'. 

Deuxième cas. Les deux droites D, et D, rencontrent et coupent la droite K qui unit les 
deux points m, et m,. 

Dans ce cas on pourra construire quatre cercles passant par les points m. et m, 
et tangents, savoir : deux à la droite D, et deux à la droite D,. 

Désignons par G. et G/ les cercles tangents à D,, et par G, et G/ les cercles tan- 
gents à D, ; désignons par Y le pian des cercles G, et G/ et par Y' le plan des 
cercles G. et G '• 

On sait que lorsque deux cercles ont une corde commune ils peuvent toujours 
être situés sur une sphère. 

On aura donc dans ce cas quatre solutions, car on aura quatre sphères 
passant par G, et G, , ou G, et G/, ou G/ et G, ou G/ et G/. 

Dans les deux cas particuliers précédents, il faut supposer que la droite D, ou 
les deux droites D, et D. coupent la droite K en un point situé extérieurement 
par rapport aux pointe m, et m,; car si cela n'avait pas lieu , le problème proposé 
serait impossible avec les données. 
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PttOBLÈVE 4. Construire le centre et le rayon d*une sphère passant par un point et 
tangente à trois droites. 

Désignons le point par m, el les droites par D,, D,, D,. 

On construira trois paraboles 6, 6', 6" ayant le point m, pour foyer commun, et 
ayant respectivement pour directrices ^ les droites D, , D,, D,. 

Les cylindres B, B^, B'^apnt respectivement pour sections droites les paraboles 
S, 6', g^' s'entre-couperont en général en huit points. 

Il y aura donc en général huit sphères , et le rayon sera , pour chacune , égal à la 
distance du point m, à l'un des huit points centres. 

Problème 5. Construire le centre et le rayon d'une sphère tangente à quatre droites. 

Désignons par D, , D,, D,, D^ les quatre droites données. 

Nous construirons les paraboloïdes hyperboliques lieux des points de l'espace 
également distants des droites D, et D,, D.et D,, D. et D^. 

Ces trois surfaces 2 , 2', I^' se couperont en général en huit points qui seront 
les centres de huit sphères. 

On abaissera de chaque centre une perpendiculaire sur la droite D. et l'on aura 
la longueur du rayon. 

Comme cas particulier, il peut se faire que les quatre droites se coupent deux à 
deux et forment dès lors un quadrilatère gauche. 

Dans ce cas la solution est simple et facile , car si nous désignons par D et D', 
D. et D/les côtés opposés d'un quadrilatère gauche et par s, s\ s'\ s'" ses quatre 
sommets, s étant le point de rencontre des côtés D et D. , s' celui des côtés D. et 
D', s" celui des côtés D' et D/ et s"" celui des côtésD/ et D. 

Il suffira de mener 1* un plan P passant par le point s et divisant l'angle inté- 
rieur des droites D et D, en deux parties égales, ce plan étant d'ailleurs perpen- 
diculaire à celui des deux droites D et D.. 

2"" Un plan P' passant par le point/ et divisant l'angle intérieur des droites D, 
et D^ et perpendiculaire à leur plan. 

3"" Un plan P^' passant par le point s" et divisant l'angle intérieur des droites D' 
et D/ et perpendiculaire à leur plan. 

Les trois plans P, P", P'' se couperont en un point o , qui sera le centre de la 
sphère intérieure touchant les quatre droites données en des points situés sur les 
portions des quatre droites qui forment les côtés du quadrilatère gauche. Mais si 
l'on remarque que les côtés d'un quadrilatère étant prolongés, il a, outre les 
angles intérieurs les angles extérieurs , et que dès lors on peut diviser ces angles 
comme les premiers , on devra : 
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Concevoir les deux plans P et Q passant par le point s\ rectangulaires entre 
eux et qui sont respectivement les lieux des points de l'espace y également distants 
des droites D et D . 

On aura donc en chacun des sommets deux plans à considérer, et ainsi on 
aura à considérer en f; les plans rectangulaires P' et Q\ et en s' les plans rectan- 
gulaires P" et Q". 

11 faudra combiner ces six plans et de la manière suivante : 

Les plans P et P' se couperont suivant une droite I. 

QetQ' V. 

PetQ'. . r. 

P'etQ r\ 

Chacune de ces quatre droites sera coupée en un point par les plans P'' et Q'". 

On aura donc en tout huit points qui seront les centres de huit sphères tangentes 
aux quatre droites indéfinies D, D', D., D/, et la sphère dont le centre est le 
point de rencontre des trois plans P, P\ P'", sera celle qui sera tangente au qua- 
drilatère gauche formé par les quatre droites indéfinies. 

Par conséquent le problème étant énoncé ainsi : 

Inscrire une sphère dans un quadrilatère gauche. 
N'a y en général^ qu^une seule solution. 
Et le problème étant énoncé ainsi : 

Construire une sphère tangente à quatre droites j qui se coupent deux à deux et inter- 
ceptent entre elles un quadrilatère gauche. 

Aura en général huit solutions. 

Nous venons de dire que le problème : Inscrire une sphère dans un quadrilatère 
gauche, n'avait, en général j qu'une seule solution. 

Nous avons dû employer cette locution , puisque , dans certains cas , le pro- 
blème peut avoir une infinité de solutions, ou aucune solution. 

Et , en effet : 

V Concevons un quadrilatère plan , et supposons que ce quadrilatère est un 
parallélogramme oblique ou rectangulaire o^a'^^ fig. 114. Il est évident que les 
quatre plans P, P', Q, Q\ qui diviseront en deux parties égales chacun des 
angles intérieurs de ce polygone ^ se couperont deux à deux suivant quatre 
droites parallèles entre elles A , A', A'', A'", et dès lors il est évident que , 
dans ce cas, le problème ne peut avoir de solution, ou, en d'autres termes, que 
le centre de la sphère est situé à l'infini , au point en lequel les quatre droites 
parallèles A, A', A", A'", se coupent. 

2"* Concevons un losange, fig. 115. Les plans P et P' se confondront ainsi que les 

40 
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plans Q et Q', et dès lors on aura une seule droite d'intersection A , dont chacun 
des points pourra être considéré comme le centre d'une sphère tangente aux 
côtés du losange. On aura donc , dans ce cas , une infinité de solutions. 

Si le quadrilatère au lieu d*ètre plan était gauche, des cas analogues pourraient 
se présenter. Ainsi, si le quadrilatère gauche a ses quatre côtés égaux, on se 
trouvera dans un cas analogue à celui du losange, et le problème aura une infi- 
nité de solutions. 

Nous devons aussi faire remarquer que , lorsque nous énonçons le problème 
ainsi : Inscrire une sphère dans un quadrilatère gauclie , nous n'entendons pas que 
les points de contact de la sphère et -des côtés du quadrilatère seront placés sur 
les côtés mêmes du quadrilatère ; car avec une semblable restriction , le problème 
ne serait possible que dans un petit nombre de cas , et , en effet : 

Concevons un quadrilatère gauche aa'bb\ les côtés opposés étant a6 , ab' et 
aa\ bb\ 

Deux côtés adjacents formeront un plan. 

Nous désignerons par A le plan des côtés ab et aci. 

Par A^ le plan des côtés a'b et db\ 
Par B le plan des côtés ba et bb'j 
Par B' le plan des côtés b'a et b'a\ 

Désignons par P^ le plan qui divise en deux parties égales Tangle intérieur en a. 

ParP« a, 

ParPft. fc, 

ParP,, b'. 

Menons par le sommet a une perpendiculaire au plan A , et désignons cette 
droite par N„. 

Nous aurons de même : 

Les droites N^. , N^, N^., passant respectivement par les sommets a, fr, b'j et 
perpendiculaires respectivement aux plans A', B, B'. 

De plus, ces droites N^, N^., N^, N^, , seront respectivement placées dans les 
plans bi-secteurs P^ , P^, , P^ , P^.. 

Les plans P^ et P^se couperont suivant une droite I, laquelle sera coupée par 
les plans N^et N^ en des points a, et b,. 

Le plan P., coupera I en un point o, qui sera le centre de la sphère demandée; 
si le point o est intérieur par rapport aux points a. et 6. , les points de contact de 
la sphère et des côtés ab et aa seront situés entre les sommets a , 6 et a\ Mais les 
points de contact de la sphère et des côtés bb' et a'b' seront en dehors du 
sommet b'. 

On voit, d'après ce qui précède, qu'ayant construit les quatre droites I, T, T, \"\ 
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intersection d^ couples de plans P. et P^, P.. et P^, , P^ et P^. , P.. et P^, et les 
huit points en lesquels ces quatre droites I, 1-, V\ V'\ sont coupées par les 
quatre droites N«, N^, N^. , N^. , le point o, qui est le point de rencontre des 
quatre droites 1 , 1', 1", 1"', doit se trouver dans Fintérieur du polyèdre ayant 
pour sommets ces huit points et les sommets du quadrilatère » pour que les 
points de contact de la sphère et des cdtés du quadrilatère gauche, se trouvent 
situés sur les côtés mêmes de ce quadrilatère, c'est-à-dire entre les sommets de ce 
quadrilatère » ces sommets étant considérés deux à deux. 

Prodlême 6. Construire le centre ei le rayon d'une sphère passant par trois points et 
tangente à un plan. 

Désignons ces trois points par m, , m, , m, , et le plan par P. 

Première solution. 

On mènera deux plans N et N' perpendiculaires sur le milieu, le premier de la 
corde m^m, , le second de la corde m,m^. 

Ces deux plans se couperont suivant une droite I qui contiendra le centre de la 
sphère cherchée. 

Il faudra ensuite chercher sur la droite I un point o également distant du plan 
P et de l'un des trois points donnés ; le point m, par exemple. 

Pour résoudre cette dernière question , on mènera par la droite I un plan per- 
pendiculaire au plan P et qui le coupera suivant une droite D , et le problème sera 
ramené au problème suivant : 

Trouver sur la droite I un point o éffolement distant du point m,et de la droite D. 

Remarquons que les deux droites I et D se coupent et qu'ainsi on a à résoudre 
le problème qui nous a occupé précédemment. 

En vertu de ce qui a étédit alorg, on voit que le problème aura ou l"" deux 
solutions , ou 2"" une seule solution , ou 3** aucune solution. 

LfOrsque Ton voudra exécuter Vépure^ on prendra pour simplifier les construc- 
tions, le plan Ppour plan horizontal de projection et pour plan vertical de pro- 
jection un plan passant par deux des trois points donnés. 

Deuxième «o/«liott* 

On peut aussi supposer que les trois points donnés sont situés sur le plan 
horizontal de projection, et que le plan P est perpendiculaire au plan vertical de 
projection. 
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Avec cette position particulière des données ( et à laquelle on peut toujours 
arriver par des changements de plans de projection ) , la droite I sera verticale et 
se projettera sur le plan horizontal en un point qui sera le centre du cercle cir- 
conscrit au triangle m,m/n^. 

Désignons par p le point en lequel la sphère cherchée doit toucher le plan 
P et par H' la trace, horizontale du plan P. 

Prolongeons les trois côtés du triangle m,m^m^ jusqu'à la trace H*"; cette trace 
sera coupée : l"" par m^, prolongé en un point q; 2"* par m^m^ prolongée en un 
point q', et 3"" par mjn^ prolongée en un point q\ 

Le plan pm^i, coupera la sphère cherchée suivant un cercle G ayant mjnji pour 
sécante et pq pour tangente en p. On aura donc : 

qm,.qm^^=:qp^ 

Le plan pm^m^ coupera la sphère cherchée suivant un cercle G' ayant m^m/j' pour 
sécante et pif pour tangente en p , on aura donc : 



/ » 



qm,.qm,z=qp 

Le plan pm/n^ coupera la sphère cherchée suivant un cercle C ayant mjn^" 
pour sécante et pq'' pour tangente en p , on aura donc : 



q m,.q m,=iq p 



Si dans le plan P nous traçons trois cercles, savoir {fig. 216) : 

le cercle B du point q comme centre et avec qp pour rayon, 
le cercle B' du point q' comme centre et avec qp pour rayon , 
le cercle B'^du point ç-' comme centre et avec 9' p pour rayon, 

ces trois cercles B, B\ B^' se couperont , en général , en deux points p et p'j mais 
ces deux points p etp' pourront se réunir en un seul r, qui serait alors situé sur 
la droite H' et dans ce cas , le plan P serait perpendiculaire au plan horizontal et 
tangent en rau cercle circonscrit K aux trois points donnés^ et les trois cercles B , 
B", B^' seront tangents en r. 

Mais si la trace H% coupe le cercle K, alors quelle que soit la direction du plan P 
dans l'espace, le problème sera impossible et les trois cercles B, B^ B" ne se cou* 
peront plus. 

Ainsi : l"" il y aura deux solutions si H' ne rencontre pas le cercle K et quelle 
que soit la direction du plan P. 
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V II n'y aura qu'une seule solution si H' touche le cercle K, et , dans ce cas , le 
plan P devra être perpendiculaire au plan du cercle K. 

S"" Il n'y aura pas de solution possible si H' coupole cercle K. 
D'après ce qui précède , nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Étant donnés sur un plan trois points m,^ m^et m^et une droite H' telle quelle ne 
coupe pas le cercle K , circonscrit au triangle m.m.m, ; prolongeant les trois côtés du 
triangle jusqu'à leur rencontre enq, q', q" avec la droite JV, si de chacun de ces trois 
points q , q', q^' on mène des tangentes qi , q'i' , q'I'' au cercle K et si de chacun des 
points q y c(j c(\ comtne centres et respectivement avec les rayons qi , q1^ q''i"^ on 
décrit les trois cercles Y, y\ V'j ces trois cercles s'entrecouperont en deux points y et y' 
situés sur la droite L menéepar le centre o du cercle K et perpendiculairement à la droite 
W\ et les deux points y et y' seront également distants du point s en lequel les droites 
L et W se coupent. 

On peut faire varier l'angle a que le plan donné P fait avec le plan des trois 
points donnés m^^m^.m^^ dès lors il n'est pas sans intérêt de savoir quel sera le/teu 
géométrique à&^dxsev^ points de contact p des divers plans Pet des diverses sphères 
passant toutes par le cercle K qui est circonscrit au triangle m,mjn^. 

Pour déterminer ce lieu , menons par le centre o du cercle K , un plan Z per- 
pendiculaire aux divers plans P ayant pour trace commune la droite H'. 

Prenons ce plan Z pour plan vertical de projection, le plan du triangle éiant le 
plan horizontal de projection ; ce plan Z coupera H' en un point s ; le cercle K 
en deux points m et m'; et les divers plans P, P^, P^' ( faisant avec le plan du 

triangle les angles a, a', a''), suivant des droites V, V, V", qui feront avec 

la ligne de terre précisément des angles égaux à a , a\ a" 

Ce même plan Z coupera les diverses sphères qui s'entrecoupent suivant le 

cercle K, suivant des grands cercles » C , C\ G", tels que C et C et C",..\.. 

seront respectivement tangents (/î^. il 7) aux traces V',V,V''', et aux points p,p\p\ 

Et ces points p^ P^p'^ seront précisément les points de contact des sphères 

et des plans. 

Ainsi le lieu des divers points de contact des sphères et des plans , sera une ligne 
plane et située dans le plan Z. 

Toutes les tangentes sj> , «pS sp'\ seront égales entre elles, puisque l'on a : 

ip zszsm • sm' 
et sp^*=zsm . sm' 



r,' 



et sp ^=^sm . sm 

et ainsi de suite. 
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Ainsi le tieu d^s points de contact est un cercle ayant ppur centre le point s. 

Lorsque Ton supposera que Tangle a est droit, le plan P sera i^ertical et dès 
lors, les centres des sphères se trouvant sur la droite A élevée perpendiculairement 
au plan du cercle K et par le centre o de ce cercle ^ il faudra que Ton cherche sur 
la droite A un point a tel que sa distance au point m ou m' soit égale à la perpen- 
diculaire sd menée par le point ^ à la ligne de terre, et l'on aura alors en (/ 
le point culminant du cercle D lieu des points de contact des diverses sphères et 
des divers plans satisfaisant les uns et les autres aux conditions établies ci-dessus. 

De ce qui précède , on peut déduire divers théorèmes relatifs à Thyperboloîde à 
une nappe. 

Et en effet : 

Concevons un hyperboloide à une nappe 2, tel que les plans des sections cir- 
culaires soient perpendiculaires à une des génératrices droites G du premier 
système de cette surface gauche, ce qui peut exister; ces plans seront alors per- 
pendiculaires à une génératrice droite G, du second système , laquelle sera paral- 
lèle à G. 

Prenons pour plan de projection un plan Z , perpendiculaire à G et G, ; ce 
plan Z coupera G en un point m et G, en un point m\ et une suite de plans 

Z', l'\ Z'^f parallèles à Z couperont la surface 1 suivant des cercles G', C'\ 

C"\ qui se projetteront sur le plan Z suivant des cercles ayant pour 

corde commune la droite mm. 

Si nous menons dans le plan des droites G et G,, une droite H' parallèle à 
G ou G. , elle coupera le plan Z suivant un point s. Et dès lors si Ton mène aux 

divers cercles G, G', C'\ C^\ des tangentes s'appuyant sur la droite H', on 

formera un conoîde A tangent à la surface gauche 2, et la courbe de contact l se 
projettera sur le plan Z suivant un cercle D. De sorte que la courbe de contact £ sera 
située sur un cylindre ij/, ayant la droite H' pour axe et le cercle D pour section 
droite. 

On peut généraliser ce qui précède de la manière suivante : 

On peut couper Thyperboloide à une nappe 1 par une suite de plans parallèles 
Z , Z\ Tl\ Z"\ suivant des ellipses , toutes ces ellipses seront semblables. 

Concevons deux génératrices droites de systèmes différents G et G, parallèles 
entre elles ; menons dans l'espace une droite H parallèle à G ou G. et située dans 
le plan y , qui , passant par G et G, , sera un plan asymptote de la surface 2. 

Cela posé : 

Coupons tout le système par un plan Z, perpendiculaire aux droites G, G. et H. 
Ce plan Z, coupera ces droites, et respectivement en les points m, m'et « , et remar- 
quons que les trois points m, m' et s seront en ligne droite. 
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Les diterses ellipses parallèles se projetteront sur le plan Z, suivant des 
ellipses semblables et semblablement placées, et ayant pour corde commune la 
droite mm!. 

Et si du point s on mène des tangentes à toutes ces projections elliptiques y les 
points de contact seront sur une ellipse D ayant le point s pour centre, et qui sera 
semblable et semblablement placée par rapport aux ellipses-projections. 

Ainsi on peut énoncer le théorème général suivant : 

Êteani donné un hyperboUnde à une nappe 1 , si ton prend sur cette surface une géné- 
ratrice droite G , et si ton construit le plan T qui , passant par G y sera asymptote à la 
surface 2 ; si dans ce plan T on trace une droite H parallèle à Gy la courbe ^ de contact 
de la surface 1 et (fun candide A engendré par une droite se mouvant parallèlement à un 
plan arbitraire X , en s' appuyant sur la droite E et sur la surface 2 , sera située sur un 
cyUndre ^, tel que, ses génératrices étant parallèles à la droUe G outLyVsa section 
droite sera une ellipse semblable et semblablement placée par rapport à la projection y sur 
le plan de section droite , de C ellipse section de la surface hyperboUnde 2 par tout plan 
parallèle au plan X y et ^ son axe sera la droite H. 

Et nous devons faire remarquer que nous établissons , comme condition , que 
le plan X (quelle que soit sa direction dans l'espace) coupe toujours fa surface 
fayperboloîde 2, suivant une ellipse ou un cercle. 

Si l'ellipse de section par le plan parallèle à X se projette sur le plan de section 
droite suivant un cercle, le cylindre ^ sera alors de révolution et il aura la droite 
H pour axe de rotation. 

PiiOBLÈHE 7. Construire te centre et le rayon (Tune sphère passant par deux points 
et tangente à deux plans. 

Désignons les deux points par m, et m, et les deux plans par P et Q. 

Les deux plans P et Q se couperont suivant une droite L; par cette droite L, 
nous pourrons mener deux plans R et R' perpendiculaires et bi-secteurs des 
angles a et a que font entre eux les plans P et Q. 

Sur le milieu de la corde m,m^y et perpendiculairement à cette corde, nous 
mènerons un plan S. 

Les plans S et R ^ S etR' se couperont suivant deux droites X et X' sur lesquelles 
seront situés les centres des sphères cherchées. 

On devra donc chercher sur X un point o tel que ses. distances à Tun des 
points m, et m. et à l'un des plans P et Q soient égales. Nous sommes donc encore 
conduit à employer le premier mode de solution du problème 6 précédent. 

11 pourra donc y avoir deux points osur Xet sur X', ou un seul, ou aucun. 
Dès lors , le problème peut avoir : 
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i*" Quatre solutions, ou 2"* trois solutions, ou 3'' deux solutions, ou i!* une 
solution, ou 5"" aucune solution. 

Lorsque l'on voudra construire Y épure ^ pour simplifier les constructions , on 
pourra prendre : l"" le plan P pour plan horizontal de projection et le plan vertical 
de projection perpendiculaire au planQ et passant par un des deux points donnés , 
ou 2° le plan P pour plan horizontal de projection et le plan vertical de projection 
passant par les deux points donnés. Alors le plan Q sera oblique par rapport 
aux deux plans de projection. 

Problème 8. Construire le centre et le rayon d*une sphère passant par un point et 
tangente à trois plans. 

Désignons le point par m et les plans par P, Q et R. 

Les plans P, Q et R se couperont deux à deux suivant trois droites I , l\ V qui 
se croiseront en un point p, et ces trois droites seront : 

I intersection des plans P et Q 
r p et R 

I" Q et R 

« 

Cela posé : 

Par la droite I, nous ferons passer deux plans X et X' rectangulaires entre eux 
et bi-secteurs par rapport aux plans P et Q ; par la droite l\ nous ferons passer 
deux plans Y et Y' rectangulaires entre eux , et bi-secteurs par rapport aux plans 
PetR. 

Par la droite T", nous ferons passer deux pians Z et Z' rectangulaires entre eux , 
et bi-secteurs par rapport aux plans Q et R. 

Les trois plans P, Q, R forment un angle solide ; les plans X^ Y^ Z qui divi- 
sent en deux parties égales les angles dièdres intérieurs de cet angle triédre se 
coupent suivant une même droite J, laquelle contiendra le centre o de la sphère 
cherchée. 

Il faudra donc chercher sur la droite J un point o également distant du point m 
et de l'un des trois plans donnés P, Q, R. 

On se trouve ainsi conduit à employer le premier mode de solution du pro- 
blème 6. 

Le plan Z coupera les plans Y' et X' suivant une droite J'. 
Le plan X coupera les plans Y' et Z' suivant une droite i". 
Le plan Y coupera les plans Y^ et Z' suivant une droite i'^\ 

Pour chacune de ces droites, il pourrait exister deux centres ou un centre ou 
aucun centre. 
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Le problème parait donc j à la première irue, avoir en général, huit solulions ; 
voyons si la chose est possible. 

Les quatre droites J, J', y\ i"\ se coupent en un seul et même point qui 
n'est autre que le point p. 

Les trois plans donnés P, Q, R divisent Tespace en huit régions trièdres. 

1* Le point donné m ne peut être que dans une de ces régions, s'il n'est pas 
situé sur Tun des trois plans. 

2* Si le point mest situé sur un des trois plansdonnés , il appartiendra à deux 
régions adjacentes parle plan sur lequel le point est placé. 

S"" Si le point m est situé sur Tune des trois, droites I, T, T qui se croisent au 
point p, ce point m appartiendra à quatre régions contiguès par Tarète sur 
laquelle le point m est situé. 

Cela posé : 

i* Lorsque le point m sera dans l'intérieur d'un angle trièdre, on ne pourra 
considérer que la droite intersection des plans bissecteurs des angles dièdres inté- 
rieurs par rapport à cet angle trièdre. 

On ne pourra donc avoir que deux solutions et toujours deux dans ce. cas* 

2* Lorsque le point m sera sur un des trois plans donnés , pour que le problème 
smt possible , il faudra que la perpendiculaire menée par le point m à ce plan aille 
rencontrer l'une des deux droites J et J', intersection des plans bi-secteurs.des 
angles dièdres intérieurs par rapport à chacune des région» dièdres adjacentes. 

Dans ce cas, il.n'y aura en général aucune solution; toutefois, avec certaines 
données^ il pourra en exister une; et pour qu'il y en ait deux, il faudra que le 
plan bi-secteur qui contient les deux droites J et J', non-seulement passe par le 
point m, mais soit encore perpendiculaire au. plan sur lequel ce point mest situé. 

3* Lorsque le point m est situé sur une des trois arêtes I, T, 1'", il ne peut 
évidemment exister aucune solution. 

On voit donc que les trois problèmes 6, 7 et.8 seréspiventdela même manière, 
puisque pour leur solution on est conduit, en définitive , à celle d!un problème 
unique et le même pour les trois cas, savoir : trouver 9ur. ime drdte un jwmi éga- 
lement distant d'un point donné et 4' un plan dann4^ 

Problème 9..Gniêtrmre te centre et le rayon d*une sphère tangente à qmire plans. 

Désignons les quatre plans par 2. , 2., 2., I^. 

Ces quatre plans se couperont deux à deux suivant six droites, et trois: à trois 
suivant quatre points. 

Ces quatre points seront les sommets d'un tétraèdre dont les six droites seront 
les.arêtes. 

41 
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Désignons par $^ y «. , #,, «4 les quatre sômnets ; «, étant oppoaéà la boe 2. , «. i 

la faee 2. y et ainsi de suite. 

Les arêtes («,».) et (v«)— (*«0 ^ (vj— (mO et («a) «^^n»* **«« *'*'^ <W>- 
sées , et les arêtes opposées ne peui^ent être évidemment situées dans un même 

plan. 

Pour faciliter les raisonnements désignons les trois oouples d'arêtes opposées 
par I et r, I. et I/, I^etl/. 

Les deux faoes qui se coupent suivant Taréte I forment deux angles qui sont 
suppléments lun de l'autre. Désignons par P et Q les plans bi-secteurs de ces 
angles, le plan P divisant Tangle intérieur du tétraèdre et le plan Q l'angle exté- 
rieur de ce même tétraèdre. 

Nous désignerons de même: 

par P' et Q' les plans bi-secteurs passant par l'arête V 
par P, et Q, les plans bi-secteurs qui passent par I. 
par P/ et Q/ ceux qui passent par 1/ 
par P, et Q, ceux qui passent par I, 
et par P/ et Q/ ceux qui passent par I,' 

Gela posé : 

Les plans bi-secteurs intérieurs P et P/ se couperont suivant une droite J et les 
plans bi-secteurs extérieurs P et Q' suivant une droite J^ 

La droite J coupera l'arête I au point m et l'arête T au point m\ 

La droite y coupera Tarêle lau point x et l'arête Tau point x\ 

Quelle que soit la forme du tétraèdre les points m et m' existeront toujours, mais 
les points x et x' peuvent être situés tous deux i l'infini. 

Et en effet : si les plans R et Q sont parallèles , la droite l sera située à Tinfini* 

Si les plans R et Q' sont parallèles , la droite J leur sera perpendiculaire, puis- 
que les plans bi-secteurs P et Q , P^ et Q' sont perpendiculaires entre eux, et dès 
lors la droite mm' sera la plus courte distance existant entre les arêtes I et T. 

Ce que nous venons de dire pour le couple d*arêtes I et f peut avoir lieu en 
même temps pour le second couple 1, et I/, et ainsi avoir lieu pour deux couples; 
et la même chose peut aussi avoir lieu pour les trois couples. 

Si les droites J', J/, J/ sont respectivement dirigées suivant les plus courtes 
distances existant entre I et T, 1, et I/, 1. et 1/ , alors le tétraèdre est évidem- 
ment régulier. 

Gela posé : 

Gonstruisons les centres des sphères tangentes aux plans des quatre faoes du 
tétraèdre. 
Les six plans bi-secteurs des angles intérieurs P, P', P, , P/, P., P/ se coope« 
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ront en un seol et même pointo qui wra le oentre de la sphère iuerite au létraèdre . 

Les trois plans qui divisent en parties égales les trois angles extérieurs par 
rapport à une face 2, se couperont en un point p, qui sera extérieur à celte face , 
et quelle que soit la forme du tétraèdre ce point p, évidemment existera toujours; 
on aura donc quatre sphères extérieures tangentes aux quatre faces 2. , 2, , 2,, 1^ 
et dont les centres seront désignés par p, , p. , p^ , p^. 

Remarquons que le point de contact de la sphère (ayant p, pour centre) avec 
la face 2, sera situé dans Tintérieur de cette face triangulaire 2, du tétraèdre et 
qu'il en sera de même pour les quatre sphères extérieures. 

Considérons maintenant Tangle prismatique formé sur une des arêtes du 
tétraèdre, Tarête I par exemple. 

Le centre de la sphère tangente aux quatre plans aura son centre sur la 
droite J, intersection des deux plans bi-secteurset intérieurs P passant par rareté 
I et P' passant par Tarête opposée T. 

Le centre sera ensuite donné par la rencontre de la 4roite J avec Tun des 
quatre plans bi->secteurs extérieurs passant par Tune des quatre autres arêtes 

I ri r 

Or, peut-il arriver que Tarète J soit parallèle à l'un de ces plans, et par suite 
à tous les quatre ? Anquel cas le centre de la sphire se irouverak siîné à VU^ni. 

Remarquons que ce qui peut arriver pour la droite J , peut arriva en même 
temps pour la droite J' et aussi pour la droite l" et ainsi les trois sphères tangentes 
aux faces des angles prismatiques, peuvent exister toutes trois; mais peut-il 
n'en exister que deux, peut-il n*en exister qu'une , peut^^il n'en exister aucune t 

D'après ce qui précède on voit que ce problème aura toujours cinq solutions 
données par la sphère inscrite et les quatre sphères extérieures tangentes aux 
faces du tétraèdre. Mais pourra-t-^n avoir six , ou &ept , ou huit solutions suivant 
qu'une , ou deux , ou trois des sphères tangentes aux fooes des angles prisma- 
tiques auront leurs centres situés à l'infini? Cesi ce qu'il s'agit d'examiner 

Nous allons donc démontrer que les centres de ces trois sphères peuvent , suivant 
IsL forme du tétraèdre, 1* être situés tous les trois à distance finie, ou 2* que l'un 
d'eux peut être situé à l'infini , ou 3^ que deux d'entre eux , ou A"" que tous les 
trois , peu vent être transportés à l'infini. 

Lorsque Ton considère l'angle prismatique existant sur l'arête I , Ton oonsi* 
dère aussi l'angle prismatique existant sur l'arête opposée T; et l'on a vu que le 
centre de la sphère était situé sur la droite J s'appuyant sur les arêtes opposées 
I et 1'^ et au point en lequel cette droite S perçait l'un des quatre plans (b^sec*- 
teurs des angles extérieurs du létraèdre) menés par les quatre arêtes m,, s^s^y 
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^>^9 «,«4» désignant par «, et «, les sommeu par lesquels passe b droite I , et par 
e, et s^ ceux par lesquels passe l'arête opposée T. 

Les quatre plans bissecteurs dont nous venons déparier se coupent donc en un 
seul et même point, que nous désignerons pars, lequel sera situé sur la droite J 
et sera le centre de Tune des trois sphères qui peuvent exister ou non. 

Pour chaque couple d*arêtes opposées I, T, et I,, T,, et I,, T., on pourra Ci ire 
les mêmes constructions , on aura donc trois centres z, z% z^. 

Dès lors, on voit que les six plans bi-secteurs des angles extérieurs du tétraèdre 
se coupent quatre à quatre en les trois points z , z\ z'\ 

Ainsi ces six plans déterminent , par leur intersection deux à deux, un tronc 
de pyramide quadrangulaire , qui sera un noyau commun à trois pyramides 
quadrangulaires ayant respectivement pour sommet les points z , z\ z'* 

Une de ces pyramides deviendra un prisme si son sommet est transporté à 
l'infini ; deux de ces pyramides pourront être des prismes; enfin les trois pyra- 
mides pourront être des prismes. 

Cela posé : 

Concevons un tronc quadrangulaire quelconque, i, f i. #, t, «, i^ s^ (/!</. 118) 
noyau de trots pyramides quadrangulaires ayant pour sommet respectif les 
points z , 2^, **'. Les sommets %, s^ «, s^ formeront un tétraèdre. 

Imaginons que les six faces du tronc quadrangulaire sont préciaéaient les six 
plans bi-sectemrs des angles extérieurs de ce tétraèdre. 

La droite J passera par le point z et s'appuiera sur les deux arêtes opposées 
I et r ou s, $^ et s^ r^ du tétraèdre. 

La droite 1, passera par le point z'. et s'appuiera sur les deux arêtes o^^osées 
I, et !/, ou «. 8^ et s^ s^ du tétraèdre. 

La droHe J, passera par le point z" et s'appuiera sur les deux arêtes opposées 
I. et I/ou 9,$^ et Ml du tétraèdre. 

Ces trois droites J, )„ I, passeront par le centre o de la sphère inserite au tétraèdre ; 
ainsi qu'il a été dit ci-dessus. 

Les faces opposées du tronc de pyramide quadrangulaire formé par les six plans 
bi-secteurs des angles extérieurs, n'étant point parallèles, les droites! , J. et J. ne 
seront point dirigées suivant les plus courtes distances existant entre les couples 
d'arêtes opposées du tétraèdre. 

Cela dit : 

Supposons que le point z soit transporté i l'infini , alors les arêtes t,t, , <.l.^ ^A i 
êj^ seront parallèles. 

Menons par la droite qui unit les points z' et z" un plan perpendiculaire à ces 
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arèles parallèles, Ton aura pour section un quadrilatère > dont les côtés opposés 
prolongés iront concourir aux points t! et s''* 

Le tronc prismatique que Ton obtiendra dans ce cas , n'aura pas de faces oppo- 
sées parallèles. 

Supposons que les deux points % et 2' soient tous les deux transportés à Tin fini ; 
alors nous pourrons mener par le point z'" deux droites, Tune R parallèle aux 
quatre arêtes : Ut 9 sjt^, Vii V« 4^^ ^^^ parallèles entre elles puisque le point s est 
supposé situé à l'infini, Tau tre R, parallèle aux quatre arêtes : d^, sjt,^ M41 V" 
qui sont parallèles entre elles puisque le point %' est supposé situé à l'infini. 

Les deux faces s.t.sjt^ , M.V41 ^ront donc des parallélogrammes, et les deux faces 
«r^.«A, sj^sjL^seront des trapèzes. 

Par conséquent , le tronc compris entre les six plans birsecteurs des angles 
extérieurs du tétraèdre sera un prisme tronqué (Jig. 119), ayant pour section droite 
un trapèze. 

Dans ce cas les faces s,i^j^ et t,s,ijs^ étant parallèles, la droite J, qui passe par le 
point 2'' et qui s'appuie sur les arêtes opposées du tétraèdre sjs^et sfi, sera dirigée 
suivant la plus courte distance existant entre ces deux arêtes. 

Supposons que les trois points 2, z\ %" soient en même temps transportés à 
l'infini , alors le tronc deviendra un prisme. Et comme les six ihces de ce prisme 
seront deux à deux parallèles, il s'ensuivra que les trois droites J , J. et J, seront 
dirigées suivant les plus courtes distances existant entre les arêtes opposées I et T, 
Il 6( 1/) 1» ^^ 1/ du tétraèdre , qui évidemment sera dans oe cas un tétraèdre 
régulier. 

Le prisme ne sera donc autre qu'un cube (Jig. 120), puisque le tétraèdre est 
régulier. 

Oe ce qui précède nous pouvons conclure le théorème suivant : 

Élani donné un tétraèdre et ayant construit te centre delà sphère inscrite; une seule 
des trois plus courtes distances existant entre les trois couples d'arêtes opposées peut 
passer par ce centre 0; mais s'il en passe deux, toutes les trois y passeront. 

On doit voir, en vertu de tout ce qui précède , que tes sommetsrr,, /.,<,, ^^ du 
tronc de pyramide triangulaire , sont précisément les centres des sphères tangentes 
aux faces prolongées du tétraèdre et dont le contact est situé pour chacune d'elles 
dans l'intérieur de la face triangulaire du tétraèdre qui lui correspond. 

En sorte que les huit centres (Jig. 118) des sphères tangentes à quatre plans 
seront : l"" le point pour la sphère inscrite au tétraèdre , 2"* les quatre points 1. , 
^ 9 Ui^y pour les quatre sphères extérieures tangentes aux faces du tétraèdre^ et 
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3"" les trois points z , z\ /' poar les trois sphères construites pour les angles 
prismatiques. 

On aura donc en lignes droites les trois points: 

Et les droites os, ai\ oz\ s'appuieront , savoir : 
oz sur les arêtes opposées V4 et v. dift^raèdre. 
oz sur les arêtes opposées «/, et M4 du tétraèdre. 
oz" sur les arêtes opposées «,», et sj$^ du tétraèdre. 

Lorsque les trois dernières sphères auront leurs centres transportés à l infini , 
alors le cube pourra être décomposé en deux tétraèdres : 

M.M4 et i.tjjt^. 

Pour le premier tétraèdre les centres des quatre sphères extérieures tangentes 
aux faces seront les points l,iM 9 et pour le deuxième tétraèdre ces centres seront 
les points s,sjg^^. 

On peut donc dire que ces deux tétraèdres soat rédproques l'un par rapport à 
l'autre; de plus, le centre des sphères inscrites à l'un ou à l'autre sera le même 
point o centre du cttbe, et ces deux sphères auront évidemment même rayon ; 
ainsi les deux tétraèdres ont dans ce cas même sphère inscrite. 

En résumé le problème peut n'avoir que cinq solutions, il peut en avoir 
6 ou 7 ou 8. 

Le minimum du nombre des solutions est cinq. 
Le maximum du nombre des solutions est huit. 

Problème 10. Construire le centre et le rayon de la sphère tangente à trois droites et 
à un plan. 

Désignons les trois droites par D, , D. , D, , et le plan par P. 

Dans le cas le plus général les trois droites données perceront le plan donné 
chacune en un point. 

Désignons par (/,, cf., d,, le point en lequel le plan P est respectivement percé 
par les droites D, , D., D,. 

Nous construirons les trois cônes du second degré A, , A,, A„ qui ayant respec- 
tivement pour sommet les points tf|, cf., d^i sont le lieu des points de Fespace 
également distants du plan P et de chacune des droites D,, D., D,. Les cônes 
A, et A, se couperont suivant une courbe à double courbure du quatrième degré, 
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laquelle sera coupée par le cône A, en général en huit points. Ainsi le problème 
aunr en gàiéral huit solutions. 

Gomme cas particuliers on peut supposer que les trois droites données sont 
parallèles au plan P. Et pour que le problème soit possible, il faut évidemment 
que les trois droites soient situées d'un même côté du plan P. 
* Dans ce cas les cônes A.» A„ A,» deviendront des cylindres paraboliques. 

Si deux droites seules D. et D, sont parallèles au plan R et situées du même 
côté par rapport à ce plan, alors les deux cônes A| , A, seront seuFs des cylindres 
paraboliques. 

. Si une seule droite D. est parallèle au plan P, alors le cône Ai sera le seul 
qui deviendra un cylindre parabolique. . 

Et, dans tous ces cas, on pourra avoir en général huit solutions. 

Si lesdroi tes D, et D.» tout en étan t parallèles au plan P, sont aussi parallèles entre 
elles, alors les deux cylindres A, et A, se couperont suivant deux génératrices droites 
K et K', parallèles à D, et D, , parce que les sections droites de ces cylindres 
seront deux paraboles 6. et 6,, dont les axes infinis seront parallèles, et que les 
paramètres de ces courbes ne seront point* égaux si D, et D, sont inégalement 
distants du plan P. Dans ce cas. Ton n'aura que quatre solutions, puisque 
chaque droite K et K' percera le cône A, en deux points. 

Si les droites D. et D, sont également distantes du plan P, les deux paraboles 
6, et 6, soient égales et ne se couperont qu^en un point, alors les cylindres A, et 
A, ne se couperont que suivant une génératrice droite K, laquelle percera le 
cône A, en deux points; le problème n'aura donc, dans ce cas, que deux 
solutions. 

Si les trois droites D, , D,, D,, sont parallèles entre elles et au plan P, il faudra 
que les trois cylindres A,, A, , Aj , se coupent suivant une seule et même généra- 
trice droite K pour que la solution du problème soit possible , et , dans ce cas , 
on aura une infinité de sphères de même rayon , et dont les centres seront situés 
sur la droite K. 

Problèmk 1 1 . ûmêiruire le centre et le raym d^une sphère tangente à deux droHc$ 
et à deux plans. 

Désignons les deux droites par D, et D.^ et les deux plans par P, et P.. 

Désignons par d, et b^ les points en lesquels'la droite D, perce les plans donnés , 
et par <C et 6. eaux en lesquels la droite D^ perce ces mêmes plans , les points d. et 
d. étant sur le plan P. et les points 6, et h^ étant sur le plan P.. 

Désignons par <} et Q' les plans bi-secteurs des angles compris par les plans 
P. et P.. 
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Désignons par A, le cône du second degré ayant son sommet en c/,, et qui est la 
lieu des points de l'espace également distants de la droite D, et du plan P.. " 

Désignons par B, le cône du second degré ayant son sommet enbi , et qui est le 
Heu des points de Tespace également distants de la même droite D, et du second 
plan P^. 

Nous aurons encore les deux cônes A, et B., lorsque Ton ' considérera là 
droite D,- . * ' 

Le plan Q coupera respectivement les cônes A. y B, , A,, B., suivant des sections 
coniques y., 6,, y., 6.. 

Les points communs à y, et €. seront également distants de la droite D. et du 
plan p. comme appartenant à la courbe y,, et ils seront également distants de la 
droite D, et du plan P^ comme appartenant à la courbe S^. 

Ces deux sections coniques, y. et 6,, se couperont en généra! en quatre points. 

Le plan Q' coupera respectivement les cônes A,, B., A,, B,, suivant des sections 
coniques y/, 6/, y/, 6/, et les points communs à y/ et 6/, et qui en général seront 
au nombre de quatre , donneront quatre nouvelles solutions. Ainsi en général le 
problème peut avoir huit solutions. 

Remarquons que les points en lesquels se coupent les deux sections coniques 
y, et 6, , ne peuvent être que quatre des premiers points trouvés et fournis par 
rintersection des courbes y, et 6,; ainsi les quatre courbes situées sur le plan Q 
s'entre-coupent en quatre points et aussi les quatre courbes situées sur le 
plan Q'. 

Problème 42. Construire le centre et le rayon dune sphère tangente à une droite 
et à trois plans. 

Désignons la droite par D et les trois plans par P,, P., P,. 

La droite donnée D percera les plans donnés P. » P., P,, chacun en un point 

Désignons les cônes lieux des points de Tespace également distants de la droite 
D et de chacun des plans donnés par : 

A. ayant son sommet en cT, 

A. d[\ 

A,- •. r. 

Les plans donnés se couperont en un point s, par lequel passeront les trois 
arêtes de Tangle trièdre formé par les trois plans. 

Désignons ces arêtes par I, \\ V \ 1 étant Tintersection des plans P. et P., 
r des plans P. et P., \" des plans P. et P,. 
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Désignons par Q et Q. les plans bi-secleurs passant par l'arête I , 
par Q' et Q/ ceux passant par T, 
par Q" et Q". ceux passant par 1". 

LesplansQ,Q',Q''serontceux qui divisentles angles intérieursdel'angletrièdre. 

Gela posé : 

Les trois plans Q, Q\ Q", se couperont suivant une droite R, et les droites 
J, J', J", seront les intersections des plans Q,, Ô.\ Q/', combinés deux à deux. 

Chacune des quatre droites R, J , J', T' percera Tun des trois cônes A, , A, , 
A3 en deux points ; on aura donc en général huit solutions. 

Et comme Ton peut combiner les quatre droites avec Tun quelconque des trois 
cônes, il s'en suit que les points, centres des huit sphères^ seront ceux en les- 
quels les trois cônes A,, A,^ A, s'entrecouperont. 

Chacun des trois plans Q , Q', Q'' bi-secteurs des angles intérieurs coupera les 
trois cônes, et Ton aura : 
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Problème 13. Construire le centre et le raytm (Pune sphère passant par deux points 
et tangente aune droite et à un pbm. 

Désignons les deux points par m, et m. ; la droite par D ; et le plan par P. 

1* Nous construirons le plan X mené par le milieu de la corde m^ et perpen- 
diculairement à cette corde. 

2"" Nous construirons le cône A lieu des points de l'espace également distants 
de la droite D et du plan P. 

3!" Nous construirons le cylindre parabolique B, lieu des points de l'espace 
également distants du point in, et de la droite D. 

Le plan X coupera le cône A suivant une section conique y et le cylindre B. 
suivant une autre section conique S. 

42 
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Les deux courbes 6 et y se couperont en général en quatre points qui seront 
les centres des sphères demandées. 
Ainsi le problème aura en général quatre solutions. 

Problème 14. Construire le centre et le rayon d'une sphère passant par un point 
et tangente à deux droites et à un plan. 

Désignons le point par m , le plan par P et les deux droites par D, et D,. 
Nous construirons : 

l*" Le cône A. lieu des points également distants du plan P et de la droite D.. 
2"* Le cône A, lieu des points également distants du plan P et de la droite D,. 
S*" Le paraboloîde de révolution 1 ayant le point m pour foyer et le plan P pour 
plan directeur. 

Ces trois surfaces A, , A, et 1 s'entrecouperont en général en huit points qui 
seront les centres des sphères demandées. 

Problème 15. Construire le centre et te rayon d'une sphère passant par un point 
et tangente à une droite et à deux plans. 

Désignons le point par m, la droite par D et les deux plans par P. et P.. 

Nous construirons : 

1"" Les deux plans Q et Q' bi-secteurs des angles des deux plans P. et P.. 

2"" Les cônes A. et A, lieu des points de l'espace également distants le premier de 
la droite D et du plan P, et le second de la même droite D et du plan P.. 

3** Les deux paraboloïdes de révolution 2, et 2, ayant le point m pour foyer com- 
mun et respectivement les plans P, et P, pour plan directeur. 

A!" Le cylindre parabolique B lieu des points de l'espace également distants 
du point m et de la droite D. 

Toutes ces surfaces doivent s'entrecouper en des points qui seront les centres 
des sphères demandées. 

Le plan Q coupera le cône A. suivant une section conique y, dont tous Iç» points 
seront également distants de la droite D et des deux plans P, et P.. 

Le m6me plan Q coupera le paraboloîde 2. suivant une section conique 4 dont 
tous les points seront également distant du point m et dea deux plana P, et P«. 

Par conséquent , les quatre points en lesquels les deux courbes y. et ^ se cou- 
peront (en général;, seront également distants du point m^ de la droite D et des 
deux plans P, et P,. 

On aura donc quatre points sur le plan Q ; on aura aussi quatre points sur le 
plan Q' qui seront les centres des sphères cherchées. 

Ainsi le problème peut avoir en généra/ huit soilotions. 
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§ n. 

Étant donnés sur le plan horizontal un point /et une droite B {fig. 121), 
on sait que le lieu des points du plan horizontal également distants de la droite fi 
et du point / est une parabole 6 ayant le point / pour foyer et la droite B pour 
directrice. 

Concevons un cylindre 2 ayant la parabole 6 pour section droite. Si par la droite 
B on mène une suite de plans P, V\..,.. chacun de ces plans coupera le cylindre 
suivant une parabole d, d^, qui aura pour projection horizontale la paraboles. 

Si l'on regarde le point / comme le sommet commun aux divers cônes K, K'^. . . . 

ayant respectivement pour directrices les paraboles d, d", ces divers cônes K, 

KV-*'* seront de révolution , et auront pour axe commun de rotation la droite A 
élevée par le point /perpendiculairement au plan horizontal. 

Et en effet : 

Prenons la ligne de terre LT perpendiculaire à la droite B; H'' (qui ne sera 
autre que la droite B ) et Y'' seront les traces du plan P' coupant le cylindre 1 
suivant une parabole H dont 6 sera la projection horizontale. 

Considérons un point rn de la courbe d", ses projections seront m" et m'*; la 

distance du point m' à la droite B aura pour projections m V% ^ V ( '^ droite m'^q 
étant perpendiculaire à la droite B ) et la distance du point m' à la droite B sera 

égale à sa projection verticale m'Y' puisque cette distance est mesurée sur une 
droite parallèle au plan vertical. 

La distance du point m au point/, aura pour projections m'^f et m'*/. 

Et comme on a : m'^q^^m^f puisque le point m'* est sur la parabole 6 et que / 
est le foyer de cette parabole 6 et que B est la directrice de cette même parabole, 

il est évident que les distances (fm' et m/ sont égales. 

Ainsi , tous les points de la parabole it sont également distante du point/ et de 
la droite B. 

Ainsi le cylindre 2 est le Kou des pointe de l'espace également distants du point 

/ et de la droite B. 

Ainsi toutes les paraboles d, d", ont hors de leur plan, un foyer commun 

qui est le point/ et une directrice commune qui est la droite B, trace horizontale 
commune à tous les plans P) P^, de ces di verset paraboles d^ ^ 

Cela piosé : .■ 

Menons par le point / une droite G' parallèle au plan verticak de projection et 
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faisant avec le plan horizontal un angle « égaîà l'angle que le plan P' fait avec 
le même plan horizontal. 

Les projections de cette droite G' seront G'* parallèle à la ligne de terre et G'^ 
faisant avec la ligne de terre un angle a égal à l'angle que la trace verticale V du 
plan P' fait avec cette même ligne de terre. 

Si Ton fait tourner la droite G' autour de la verticale A passant par le point /, 
cette droite G' engendrera un cône de révolution K ayant le point / pour sommet 
et la droite A pour axe de rotation. 

Ce cône K sera coupé par le plan P' suivant une parabole y', car ce plan P' sera 
parallèle à la génératrice G' du cône K , qui se trouve située dans le plan méridien 
de ce cône K mené parallèlement au plan vertical. 

Or, pour un point x de la courbe y', la distance de ce point xà la droite Bsera 
égale à la distance de ce même point x au point /, puisque ces distances sont 
comptées sur des droites qui font avec le plan horizontal un même angle et égal 
à «'. 

La courbe y' n'est donc autre que la courbe 3'. Donc , etc. 



§ m. 

Proposons-nous de chercher le lieu géométrique H des points de l'espace dont 
les distances à deux autres lieux géométriques S et S' sont dans un rapport 
constant, et supposons, pour simpliCer le problème et pour le faire rentrer dans 
les conditions que nous avons établies précédemment en cherchant le centre et 
le rayon d'une sphère satisfaisant à quatre conditions, que le IxevL S ou S' est un 
potni, ou une droite ^ ou un plan. 

I. Lieu des points de C espace dont les distances à deux droites fixes sont dans wi 
rapport constant. 

Désignons par M et N les deux droites données. 

Prenons la droite M pour axe des s, et supposons que le plan des %x soit 
parallèle à la droite N, et, de plus, que l'axe des y soit dirigé suivant la plus 
courte distance existant entre les droites M et N. 

Désignons par a la tangente trigonométrique de l'angle que les droites H et N 
font entre, elles , et par b la longueur de leur plus courte distance, et par n le 
rapport des distances d'un point de l'espace à ces droites M et N. 

Les équations de la droite M seront : x=0, y= 0. 
Les équations de la droite N seront : y^=by xv=zaz. 
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Et l'équation du lieu U demandée sera {*) : 

La surface H est donc un byperboloide à une nappe, et non de révolution. 
Si Ton suppose que a=:-, on trouve Péqualion: 

Ainsi le lieu des points de l'espace dont les distances à deux droites fixes 
rectangulaires entre elles et non situées dans un même plan sont entre elles dans 
le rapport constant n, est encore un byperboloide à une nappe, et non de 
révolution. 

Si l'on suppose que a = , on trouve l'équation : 

Ainsi le lieu des points de l'espace dont les distances à deux droites fixes 
et parallèles sont entre elles dans le rapport constant n, est une surface 
cylindrique du second degré dont les génératrices sont parallèles aux droites 
fixes. 

Si Ton suppose que 6 = 0, on trouve l'équation : 



n* 



^+ »*= »y + irrr i^—^y 

Ainsi le lieu des points de l'espace dont les distances, à deux droites fixes qui 
se coupent, sont entre elles dans le rapport constant n\ est une surface conique 
du second degré ayant pour sommet le point en lequel se coupent les droites 
fixes. 

Je n'ai pu encore parvenir à déterminer la nature géométrique du lieu H et dans 
les cas précédents , au moyen des considérations de la géométrie descriptive ; j'ai 
donc dû recourir à Vanalyte de Descartes. 

Mais pour tous les cas où l'on suppose que }t=i, j'ai pu parvenir au résultat 
par des considérations géométriques assez simples, ainsi que cela a été exposé et 
développé au commencement de ce chapitre , § V\ 



(*) Fair la Théorie gëométriqne des engrenages destinés à transmettre le monyemënt de rotation 
entre deux axes sitnés on non dans nn même plan , page 1 08 et sni^antes. 
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II. Lieu des points de l'espace dont les diskmces à un point fixe etàmn plan inva- 
viable sont dans un rapport constant. 

Désignons le point par o et le plan par P. 

Plaçons l'origine des coordonnées au point donné , et prenons le plan des zy 
parallèle au plan donné. 

Les coordonnées du point o seront a;=:0, y = 0,2;=:0. 

L'équation du plan P sera x-=^a. 

Cela posé : 

Prenons un point m dans l'espace, et représentons ses coordonnées par 
x\ y\ z\ 



La distance D du point m au point o, sera exprimée par D&a |/jr''+y''4.|s^ 

La distance D, du point m au plan P sera égale à (a — x')j et comme on doit 
. D 



avoir g- = n , on aura : 



^•+»'"+^" ^ ^^, 



ou 

e{l—n*) +f+:i^+Wax—ffa^=20 (!) 

qui sera l'équation du lieu demandé (en remplaçant x\ t^, % par x^ y, z). 

Cette équation (1) représente une surface de révolution , dont Taxe de rota- 
tion est l'axe des x. 

En y faisant z ou j^ égal à zéro , on aura l'équation de la courbe méridienne , 
qui sera , en faisant zv=:0: 

ar*(l— n') +y'+ 2ii'aâ>-iiV = (î) 

i^ Cette équation (2) représentera une ellipse , si Ton a : »*> 1 ^ et alors la 
surface sera un ellipsdide dé révolution ayant son axe de rotation dirigé suivant la 
plus courte distance du point o au plan P; 

2* Cette équation (2) représentera une hyperbole^ si l'on a:ft'>l/et Taxe 
transverse de cette couii>e sera dirigé suivant l'axe des j? ; car en traasportant 
l'origine au centre de la courbe on trouve pour l'équation de cette hyperbole : 

^,M .^ . . . . (n*4-3n'— 1) 
x'(l-ii')+y>+iiV ^ ^_^,^, = 

Et il est évident qu'en vertu de la condition : n*>l, quel que soitn, le dernier 
terme sera positif. Donc etc. 
La surface sera donc dans ce cas un hyperbokilde à deux nappes et de révolu* 
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lion ajant son axe de rotation y dirigé snivant la plus courte distance du point 
o au plan P. 

S"* Cette équation (2) représente une parabole si Ton a : iic=:;l9 et cette courbe 
a Taxe des x pour axe infiqi. 

La surface sera donc dans ce cas un parabolaide de révolution ayant son axe de 
rotation dirigé suivant la plus courte distance du point o au plan P. 

m. Lieu des points de l'espace dont les distances à un point fixe et à une droite tiuvi- 
riable sont dans un rapport constant. 

Désignons le point par o et la droite par B. 

Plaçons l'origine des coordonnées au point donnéet prenons Taxe des s parallèle 
à la droite B et de plus fiaiisons passer le plan des %x par cette droite B. 

Les coordonnées du point o seront a:=0, ytsO, 2;=30, et les équations de la 
droite B seront yx=oet x=:a. 

Gela posé : 

Prenons un point m dans Tespace et représentons ses coordonnées par x, 

y'j »'• 

La distance D du point m au point o sera exprimée par D=J^ x'^ 4- y ' + »'*• 

La distance D, du point m à la droile B sera exprimée par D.= |/y ' + (a — x'y. 
Et comme on doit avoir g- = n\ on aura : 

ou 

qui sera l'équation du /teti demandé (en remplaçant x\ y , z par «, y, *). 

Cette équation (3) représente une surface de révolution dont l'axe de rotation 
est parallèle à l'axe des % et situé dans le plan des zx. 

En faisant y=0, on aura l'équation de la courbe méridienne qui sera : 

V Cette équation représentera une ellipse, si l'on a : n'<i, et la surface sera un 
e//ipioî<fe de révolution. 

2* Cette équation représentera une hyperbole dont l'axe transverae sera dirigé 
parallèlement à l'axe des z , si l'on a : »•« -, et la Burfiioe sera un hyperbolode à 
deux nappes et de révolution. 

3* Si l'on suppose que Ton a t tfs=s4, alors l'équation du lieu demandée, se 

réduit à : 

«•-[-«.«:«— a* «0 
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qui est réquation d'un cylindre dont les génératrices droites sont parallèles à 
Taxe des y et dont la section droite donnée par le plan des zxesi une parabole ayant 
le point pour foyery la droite B pour directrice et l'axe des x pour axe infini. 

IV . Lieu des points de V espace dont les distances à une droite fixe et à vn plan inva- 
riable sont dans un rapport constant. 

Désignons la droite par B et le plan par P. 

Prenons la droite B pour axe des z et le plan des zx perpendiculaire au 
plan P. 

Les équations de la droite B seront a; =0, ycsO; Téquation du plan Psera 

xv=ip% + q. 
Cela posé : 
Prenons un point m dans l'çspace , et représentons ses coordonnées par x\ 



I I 



La distance D du point m à la droite B sera exprimée par Dskx' + ;('*. 
La distance D, du point m au plan P sera exprimée par D.= / 

Et comme on doit avoir ^ = tt^ on aura : 

(^'+!r)(f'+ i)_^, 

ou 

qui sera l'équation du lieu demandé (en remplaçant a;', y\ s' par o;, y, s). 

Transportons l'origine des coordonnées au point en lequel la droite B perce le 
plan P; ce point a pour coordonnées 

a;as0 et «=— ? 

î 
L'équation (4) deviendra : 

(/—«'+ 4) ^+ (P'+ «)»•+*>>. a?jj— ii>V=0 (5) 

Cette équation étant homogène , représente un cane ayant pour somsiet l'ori- 
gine des coordonnées. 

Ainsi le Heu cherché est un cône du second degré ayant son sommet au point 
en lequel la droite B perce le plan P. 

Si l'on suppose que n = 1 ; l'équation (5) deviendra : 
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Si la droite B est parallèle au plan P, alors on a p = ; l'équation {A) devien- 
dra dans ce cas particulier : 

(1— n')ir'+y'+2n'g.a;— ny=0 (7) 

qui est Féquation d*un cylindre dont les génératrices sont parallèles à Taxe 
des z. 
Et il pourra se présenter les trois cas suivants : 

!• Si Ton a : n*< 1 , la section droite dé ce cylindre par le plan xy sera une 
hyperbole; 

2' Si Ton a : n'>i , cette section droite sera une ellipse; 

S"" Si l'on a : n'=l , cette section droite sera une parabole. 



8 IV. 

Étant données deux droites M et N dans lespace, nous savons que le lieu des 
points de l'espace dont les distances à ces deux droites sont dans le rapport n , 
est une surface byperboloide à une nappe, et non de révolution H, dont l'équa- 
tion est : 

En se rappelant que Ton prend la droite M pour axe des % et pour l'origine des 
coordonnées le point en lequel la droite M est coupée par la plus courte distance 
existant entre les droites données M et N. De plus, b représente la longueur de 
cette plus couHe distance , et a représente la tangente trigonométrique de Tangle 
que font entre elles les deux droites données M et N. 

Cela posé : 

l"" Si l'on fait tourner la surface H autour de l'axe M , on aura une surface de 
révolution 2 qui sera l'enveloppe de Tespace parcouru par la surface H, considérée 
comme enveloppée ; 

2* Si l'on fait tourner la surface H autour de l'axe N, on aura une surface de 
révolution 2t qui sera l'enveloppe de l'espace parcouru par la surface H , considé- 
rée comme enveloppée ; 

On demande si les trois surfaces 2, 2,| et H| seront tangentes entre elles 
suivant une même ligne? 

Pour que cela ait lieu, il faut que Ton puisse mener une suite de droites 

43 



— 388 — 

s'appuyant sur M et N , et coupant en même temp» sou» l'angle d#oîl les surfeces 
2,2. et H. 

Cherchons donc le lieu y des points en lequel se trouve coupée la surface H 
par une suite de normales s'appuyant sur la droite M ; cherchons ensuite le lieu 
y' des points en lequel se trouve coupée la même surface H par une suite de 
normales s'appuyant sur la droite N. 

Si les courbes y et y' se confondent, la question sera résolue affirmativement; 
dans le cas contraire la réponse sera négative. 

Cherchons Téquation de la surface gauche ^ formée par la série des normales à 
la surface H, et s'appuyant sur la droite M ou l'axe des z. 

Représentant les coordonnées d'un point m de la surface H pai' x\ y\ z\ les 
équations de la normale D à cette surface , et passant par le point m , seront : 

Si je déduis de ces deux équations , celle qui appartient à la projection de la 
normale sur le plan des xy , j'aurai : 

X = — . V A 

Or, si toutes les normales doivent passer par l'axe des z, il faut que l'équation 
de la projection d'une normale quelconque sur le plan des x\f j soit loujours de la 
forme x e=s my. 

On devra donc avoir l'équation de condition : 

Ainsi représentant l'équation de la sur&ce H par « = 9 (a:, y), l'on devra 
éliminer x', y\ %\ entre les quatre équations : 

ds' dJ d%' dsi 

et 

Et Ton aura pour équation finale evkXyy^z, Téquation de la surface gauche <j/^ 
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formée* par toutes les normules à la surlMe H, et passant p»r la droite M ou 
rate dies s. 

Or, pour que la proposition énoncée soit vraie, il faudra que la surfoce ^ passe 
par la droite N , dont les équations sont : 

y=ib et x=€U 

Pour que la surface <|^ passe par la droite N, H feudra que la normale D s'appuie 
sur cette droite N. 

Ou bien il faudra , pour que l'énoncé soit vrai , que la surface ^\ lieu des nor- 
males à la surface H, et s'appuyant sur la droite N, se confonde a\ec la 
surface \^. 

Si la normale D s'appuie sur la droite N , on devra avoir : 

Et en éliminant z entre ces deux équations on aura : 

équation de condition qui devra être satisfaite en même temps que Téquation de 
condition (i). 
On devra donc avoir : 

Or, cette équation (2) de condition ne peut être satis&ite que dans certains 
cas particuliers. 

1* Lorsquea = , c'est-à-dire lorsque les uxes H et N smt parallèles. 

Dans ce cas les axes M et N sont dans le plan des y% , et l'équation de la 
surface H devient : 

Dans ce cas , la surface H est un cylindre dont les génératrices droites sont 
parallèles aux deux axc^'H et N ou à Taxe des z. 
Lorsque a ?= , l'équation (2) se réduit à : 

équation toujours satisfoite dans ce cas, vu la nature de la surface H. 
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Ainsi , dans le cas des axes M et N parallèles, les trois surfaces 2, 2. et H , sont 
tangentes Tune à Tautre suivant une ligne qui est évidemment une ligne droite B 
située dans le plan des axes M et N , et parallèle à ces axes. 

2"" Lorsque 6 =: 0, c'est-à-dire lorsque les axes M et ^ se coupent ^ les deux axes 
sont dans le plan des xz , et l'équation de la surface H devient : 

^+tr=^ny+ ^ (x-azy (3) 

Dans ce cas 9 la surface H est un cône dont le sommet est à l'origine des coor- 
données, qui est le point en lequel les droites M et N se coupent. 

Tirons de l'équation (3) le 5- et le t-, nous aurons': 

dx ^ n\x—ax)—x{a^'^\) 
dx ^ an*{x — az) 

et 

dz ^ (tf+l)(n'-l)y 

dy an*{x — az) 

Dans le cas particulier qui nous occupe toutes les normales D , pour s'appuyer 
sur les droites N et M, doivent être dans le plan 20;, on a donc y=:0, et par 

suite ^ = 0. 
dy 

Ovy l'équation (2) , en vertu de ce que b:=iO^ se réduit à : 



(^+^i)-« 



Et cette équation (2) se trouve satisfaite. 
Examinons les cas suivants : 



PREMIER CAS. 



Lorsque la surface H est un hyperboloîde à une nappe , lieu des point? de 
l'espace dont les distances aux axes M et N sont dans le rapport n, 
L'équation de condition (2) est : 



— 341 — 

car réquation de la surface H est dans ce cas^ comme on doit se le rappeler : 

af^+^*=.n\h-ffr+;^{af^w^y (5) 

et Ton tire de cette équation : 

Or, les équations (4) et (5) ne peuvent être satisfaites en même temps que par 

l'hypothèse «crsO et *'=0, ety'p=j^. 

Ce qui nous apprend qu'il n'y a qu'une seule normale à l'hyperboloide H, qui 
s'appuie à la fois sur les deux droites M et N, et que cette normale n'est autre que 
la plus courte distance existant entre les droites M et N. 



DEUXIÈME CAS. 

Si l'on suppose que a = ^ , auquel cas les deux droites M et N sont rectangu- 
1 aires entre elles, l'équation de condition (4) devient : 

nV nV "" ^ ^ 

Et l'équation (5) de la surface H devient : 

ar+^*=n\b^yr+n'!^' (7) 

Cette équation (7) est toujours celle d'un byperboloide à une nappe et non de 
révolution. 

Or, les équations (6) et (7) ne peuvent encore être satisfaites en même temps 

que par l'hypothèse a:' =: et z' s=: , et y'= — — . 

Ce qui nous apprend qu'il n'y a encore dans ce cas qu'une seule normale à 
l'hyperboloide H, qui s'appuie à la fois sur les droites M et N, et que cette 
normale n'est autre que la plus courte distance existant entre les droites M 
et N. 



TROISIÈME CAS. 



Si l*on suppose que n :=3 1 et que a est arbitraire ; alors la surface H devient un 
paraboloide hyperbolique dont l'équation est, comme on sait : 



ar+if^=rib-^y+^^t^ 



et l'équation de condition sera dans ce cas : 



(8) 



(») 



Or, ces équations ( 8) et ( 9 ) ne peuvent encore être satisfaites que par Thy- 

pothésex'ssO et »'=0, et y's= -. 

Ce qui nous apprend que la plus courte distance existant entre les droites M et 
N est encore la seule normale à la surface H qui s'appuie à la fois sur les deux 
droites M et N. 

OUATRIÈME Cas. 

Si l'on suppose que n= 1 et que a est infini ; alors la surface H est un parabo- 
loide hyperbolique dont l'&iuatioB est : 

af'=b''-'U^+x!' (10) 

et l'équation de condition devient : 

Or ces équations ( iO)et ( il ) ne peuvent être satisfaites que par l'hypothèse 

«'=0 et *'=0 , et y'=>^. 

Ge qui nous apprend que la plus courte distance existant entre les deux droites 
M^lN est encore la seule normale à la surface H qui s'appuie à la fois sur les 
droites M et N. 

Résolvons maintenant le problème dans toute sa généralité , et ainsi : 
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Plions ufiesuvfaceBl do^t l'équation eat : 

z=^{x.y) (12) 

et deux axes l'un M étant l'axe des z et Tautre N ayant pour équations : ys=b et 
x=az. 

L'équation de condition 

dx dx ^ ,,_. 

^^-53;» = ^ ^") 

qui exprime que les normales à la surface H s*appuient sur l'axe des z , est préci- 
ment Téquation aux différences partielles d'une surface de révolution E ayant 
l'axe des z pour axe de rotation. 

De même Téquation : 






est l'équation aux différences partielles d'une surface de révolution E' ayant pré- 
cisément l'axe N pour axe de rotation. 

Les deux surfaces E et E' sont les enveloppes de la surface H » lorsque l'on 
suppose que cette surface H tourne d'abord autour de l'axe M ou axe des z , et 
ensuite autour de l'axe N. 

Or, pour que les trois surfaces M , E et E^ soient en contact » il faut que les 
trois équations ( i2 ) , (13 ) et ( i4 ) aient lieu en même temps. 

Or, évidemment I Téquation de condition à laquelle on arrivera en éliminant 
les variables x , y ^ s , entre ces trois équations ne pourra âlresatis&ifaa que dans 
des cas très-particuliers. 

Donnons quelques exemples : 

i*" Supposons que la surface H est un cylindre dont les génératrices droites 
sont parallèles à la droite M ou axe das z. 
Son équation sera : 

y=T(«) (15) 

On aura : 

dx dy 

L'équation (i3) se trouve dès lors satisfaite et l'équation (14) se réduit à : 
y— 6=0. 

Toutes les normales à la surface H seront parallèles au plan des xy. 
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Si Ton désigne par oé^ tfj t' les coordonnées d'un point m situé sur la surface 
H , les équations de la normale passant par ce point , seront : 

doif 

x^ii et y— »'=— j-j(a?— ap) 

Cette normale devra s'appuyer sur la droite N et sur la droite M ou axe des x. 
Les sept équations 

a?=0, y=0,y=6, it=:a« et y— y'^ uj^^^—^) «* *=^ «* *'=?(«?') 

devront donc avoir lieu en même temps. 

Et il est évident que la coexistence de ces sept équations, si elle a lieu, ne pourra 
exister que pour un certain nombre de points m. 

Comme exemple de ce qui vient d*ètre dit , nous pouvons prendre le cas 
particulier suivant : 

2"* Supposons que le cylindre H, a pour équation. 

y=;wc'4-9ar + f (16) 

Les sept équations de condition seront : 

(10 m (3') (4') (5') (60 _(^_a/) (r) 

a?=0, y=0, ï=6, x^a%, x^si, y^^^———^^:^paf^^qa!J^s 

En combinant les équations (3^), (40 , (5^ , (6') on aura Téquation de condition : 

équation qui exprime que la normale s'appuie sur la droite N. 

En combinant les équations (1^, (Sf), (5^, (6') on aura l'équation de condition : 

équation qui exprime que la normale s'appuie sur la droite M. 
Ces deux équations de condition devront coexister avec Téquation 

y=rjM?^ + ga?'-ff (19) 
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qui exprime que la point mast sur la surface H, et ces équations (47), (18), (lO), 
remplaceront les sept premières équMions ci-dessus. 

On a donc trois équations pour déterminer les trois coordonnées :x!^ y, %' du 
point m. Le problème ne pourra donc avoir qu'un nombre limilé de solutions. 

Nous pouvons prendre comme exemple le cas particulier suivant : 

dr Supposons que la surface H est une surface de révolution ayant la droite M 
ou axe des % pour axe de rotation. 
Alors les deux surfaces H et E se confondent. 

Dès lors les équations : z;=s9 (x, y) de la surface H et : x ^ y — = o de la 

surface E sont identiques. 

Le système des trois équations (i2), (13) et (14) se réduit donc aux seules 
équations ( 12) et ( 14) de la surface H et de la surface E". 

Par conséquent, dans ce cas parliculier la courbe ^, lieu des points de la sur- 
face H pour lesquels ses normales s'appuient à la fois sur les deux droites M et N , 
existera toujours. 

4"" Supposons que la surface H est un cylindre de révolution, ayant la droite M 
ou axe des % pour axe de rotation , l'équation ( 15 ) sera : 

et l'équation (16) sera : 

6-y=?(cu-'âr) (21) 

La courbe ^ aura donc pour équation , les équations (20) et (2i), l'équation (21) 

se réduit à : 

hx — y4;=0 

qui est l'équation d'un paraboloîde ayantl'origine des coordonnées pour sommet. 
Et l'on aura pour l'équation de la projection de la courbe l 

sur le plan des xy x' + y's=R' 

sur le plan des y% fr*(R"— y*)s=a'yV 

sur le plan des xz 6'a:'5=aV(R* — x'). 

Ainsi l'on peut conclure de ce qui précède : 

1*" Qu'étant donnés deux axes M et N et une surface H , arbitraire, il n'y aura , 
en général^ qu'un certain nombre de normales isolées, menées à cette surface 
H , qui s'appuieront à la fois sur les deux axes M et N. 

2* Qu'étant donnés deux axes M et N et une surface H de révolution et ayant 
pour axe de rotation l'un des axes M ou N , il y aura toujours une surface gauche 

44 
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normale à cette surface H et dont les génératrices droites s'appuieront à la fois 
sur les axes M etN. 

On doit faire remarquer que le dernier résultat est évident ; car la surface 
gauche normale s'obtiendra facilement en prenant sur la droite M une suite de 

points p j p\ p'\ et en faisant passer par chacun de ces points et la droite M un 

plan P, P^^ V\ chacun de ces plans coupera la surface H suivant une courbe 

méridienne G, G', Çl\ et il faudra dans chaque plan P mener du point p une 

normale à la courbe G (*). 

§ V. 

On sait que dans les engrenages cylindriques et coniques, on est conduit à con- 
sidérer deux cylindres de révolution tangents l'un à l'autre et suivant une droite ; 
et deux cônes aussi de révoktion et tangents l'un à l'autre suivant une droite ; 
cette droite de contact étant dans l'un et l'autre cas telle que les distances de 
chacun de ses points aux deux axes de l'engrenage , lesquels sont les axes des 
surfaces de révolution considérées , sont dans un rapport constant et représenté 
par n. 

On sait que cesdeux cylindreset ces deux cônes prennent le nom, les premiersde 
cylindres primitifs de l'engrenage à axes parallèles , et les seconds de cônes primitifi 
de l'engrenage à axes qui se coupent. 

M. Ferry y dans son Essai sur les MacInneSy publié à Metz en 1806 , pensa que 

lorsque les axes de l'engrenage ne sont pas situés dans un même plan , il devait 

aussi exister des surfaces primitives , il chercha donc la nature de la surface H, lieu 

des points de l'espace dont les distances à deux tels axes sont dans un rapport 

constant. 

Et il démontra le premier quece/teuest un hyperboloîde à une nappe et non 
de révolution. 



(*) On voit donc que si Ton fait mouvoir une surface H : 1° autour de i^axe H, elle engendrera une 
surface de rérolution 2 et les surfaces H et 2 seront en contact par une courbe > ; et 2<* auteur d^nn antre 
axe N, elle engendrera une seconde surface de révolution l^ et les surfaces H et l' seront en contact par 
une courbe >'. 

Les courbes y et >' n'auront, en général^ quHin certain nombre de points commiins ; elles pourront ne 
point se couper ; elles pourront se confondre ; mais, dans ce dernier cas, la surface H sera de révolu* 
tion , et aura pour axe de rotation Tune des deux droites M ou N. 

L'auteur de VEisai twr les machines ^ publié à Metz en 1806 pour Tusage des étères de TÉcole 
d'application » a donc été induit en eireur lorsqu'il a dit que les trois surfaces H , X et 2' étaient toujours 
en contact par une seule et même courbe. 
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Mais il commit une erreur en pensant que les surfaces 2 et 2^, engendrées, comme 
enveloppes , par le mouvement de rotation de la surface H tournant respective- 
ment autour des axes donnés , étaient tangentes l'une à l'autre et suivant une 
courbe l située sur la surface H. De sorte , que le problème des surfaces 
primitives dans le cas des axes non situés dans un même plan , restait encore à 
résoudre. 

Là, s'étaient bornés les essais tentés sur la construction des engrenages aptes 
à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes non situés dans 
un même plan , lorsque je commençais mes recherches en 1817. 

Ayant démontré ainsi que jel'ai fait dans le § IV précédent, que lesdeux surfaces 
de révolution Ket K' enveloppes d'une surface Q arbitraire et tournant respecti- 
vement autour de deux axes ne sont pas, en général 9 en contact par une courbe 
y située sur la surface Qet que cela n'a lieu qu'autant que la surface Q est de 
révolution autour de l'un des axes donnés , je cherchai si Ton ne pouvait pas 
tracer sur la surface H {lieu des points de l'espace dont les distances aux deux axes 
non situés dans un même plan sont dans le rapport constant n ) une ligne l , telle 
qu'en la faisant tourner respectivement autour des axes donnés y elles engendrât 
deux surfaces de révolution A et A^ tangentes l'une à l'autre suivant cette courbe 
$, et coupant dès lors l'une et Tautre la surface H suivant cette même 
courbe Ç. 

La solution de cette question est le sujet de ce § V. 

Concevons deux axes M et N non situés dans un même plan. 
Prenons l'axe M pour axe des z , ses équations seront: 

^=0, y=0 

les équations de Taxe N seront : 

La plus courte distance existant entre M et N étant égale kbj eia étant la tan- 
gente trigonométrique de l'angle a que font entre eux les axes M et N. 

Nous savons que la surface H, lieu des points de l'espace dont les distances aux 
axes M et N sont dans le rapport n , a pour équation : 



^'+y'=n*[(6-»/-Hi^-^) (i) 



Concevons une surface de révolution A ayant pour axe de rotation Taxe M ou 
axe des z. 
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Le cercle générateur d de la surface A aura pour équation : 

^=« (2) 

et 

x'+y'=:^€ (3> 

S est une fonction de a y dont il s*agit de déterminer la forme. 

Or, if est évident : 

1* Que les deux variables a et 6 sont les coordonnées de la courbe méridienne 
G appartenant à la surface A et cette courbe étant considérée dans son plan. 

2* Que la normale menée à la courbe G et au pointa et 6 rencontre l'axe des z 
au centre o de celle des sphères S dont la surface A est l'enveloppe et que les 
surfaces S et A se touchent suivant le cercle générateur d. 

S"" Que le plan P mené par le centre o et le second axe N , coupe le cercle d en 
un point m qui sera le point de contact d'une sphère S, , ayant son centre en o. sur 
N, avec la sphère S ; la sphère S. étant l'enveloppée d'une surface A, de révolution 
autour de l'axe N ; les deux surfaces A el A< devant être en contact par une ligne l^ 
lieu des divers points m et cette courbe l devant être telle ^ que tous les points 
soient distants des axes M et N dans un rapport constant et égal à n. 

L'équation de la normale à A pour le point dont les coordonnées sont a eL S 
sera: 

Pour y=30, on a z=a + 6 t; ; nous poserons pour abréger: 

7=^ + 65; 
On aura donc pour les coordonnées du centre de la sphère S : 

y = cl z=y 



L'équation du plan P sera : 



a 



Les quatre équations ( 1 ) , ( 2) , ( 3 ) et ( 4 ) , doivent avoir lieu en même temps 
pour tous les points de la ligne de contact l et ainsi quel que soit «. 
Si donc on élimine a; , y , » entre ces quatre équations , il restera une équation 

finale en «, 6 et j^ qui servira à déterminer la forme de la fonction 6. 
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Cette équation finale sera réquatkm différentielle de la courbe méridienne de 
la surface de la révolution A. 
L'équation (4) prend la forme : 



j (y— *)=«—«« 



Par là , et en vertu de l'équation (3) , l'équation (i) deviendra : 



«•7' 

(P-y)' _ 

«•+ 
d'où 




)-4- b' ^ M 



d'oeil enfin: 



6«e'(a'+l)-n*6'{6'(a*+l)4-«Vi 

U' — 26«= -; --^ ; W 

^ «»|6«(a'+l)+aV} 



L'équation (4) , eu égard à l'équation (2) , donne : 



» yy 



d'où 
d'où 



a 



Mettant cette valeur de x* dans l'équation (3) , on aura : 



»*+p[7y+(«-#l = «* 

Développant le carré , on a : 



»*+p [7y+«67(«-7)»+(«--7)*6^] = «' 



d'où 



(0 
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Retranchant l'une de l'autre les équaticms (t) et (t) , on aura : 



b—y=b—, 



. 



b'+ay 



n'{6V+l)+oVj 



a.g't.yÇ— y) 



+ 26 



Mettant cette valeur de (b—y) dans l'équation (/) , on aura l'équation finale 
qui sera : 

*'{6*(a*+l)+«V} ~ Q 
Ayant posé : 



(*) 



PssSo'd'yCa— y)^^•{6•{«•-^-^)+«^'{+26«(6•-|-aV)n*{6*(a•^-l)+aVj — 



et 



Q=[2a'M«-7)n'{*V+l)+«Vl+»'(6'+«'7')«1k>* + <) + «V}r 



le dénominateur Q peut s'écrire ainsi : 



2in* (6'(a*+l)+aV } | c'y (a— y) +è*+«V } 



Le second facteur se réduit à : 



Ainsi le dénominateur Q aéra : 



aV-f-6' 



Q=«6n*{kV+i) + «V} {«'«7+6'} 
Le numérateur P peut s'écrire ainsi : 

b'n' { 6'(a'+l)+a*y* } [2a'y(«— /)+2(6*+«y)— 6'— o"{a— y)«— (6*+a*y*)]+{6*+o'y')6«e'(a'+l> 



et réduisant , on a : 

P = 6V { 6'(a*+ 1 ) + a'y' } { 6* — 6'— a'«' } + 6*6'(a'+ 1 ) {b'-\- a'y*) 

Mettant dans l'équation (4) les valeurs simplifiées de P etQ , chassant les déno- 
minateurs et remarquant que dans le premier membre le facteur 

n'{6'(«*+l) + o'y'} 
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multipliera haut et bas , et doit être siif|ifimé, on arrivera à l'équatiaQ finale : 



4n*€*(«'+i)[fc'(a*+1)+a"7*} {«V + ft*} = (5) 

Cette équation (5) est du premier ordre , mais du quatrième degré, et ne peut 
être intégrée que dans quelques cas particuliers , en faisant certaines hypothèses 
et en donnant dès lors à 6 , à a et à n certaines valeurs particulières. 

Ainsi , on peut intégrer dans les cas particuliers ci-après : 

1" n arbitraire, et a = -. 

Les axes M et N sont alors rectangulaires entre eux et non situés dans un 
même plan ; 

2* n arbitraire et a=0. 

Les axes M et N sont alors parallèles ; 

3* n arbitraire et 6=2 0. 
Les axes M et N se coupent ; 

!• n=l et a arbitraire. 

Les axes M et N font entre eux un angle aigu et ne sont pas situés dans un 
même plan ; 

5* 11=1 et a==|;. 
Les axes M et N sont reclangulair.es entre eux et ne sont pas situés dans un 
même plan ; 

6* n = l et a=rO. 

Les axes M et N sont parallèles; 

T n = l et 6=0, 
Les axes M et N se coupent. 

On peut donc intégrer l'équation (5) dans sept cas particuliers; et dans le 
huitième cas , qui est le cas général et pour lequel n, a eîb sont arbitraires, 
cette équation (5) ne peut être intégrée. 

Premier cas. n arbitraire et a=/î- 

Divisons tous les termes de Téquation (5) par a', et annulons les termes qui 
conserveront a en dénominateur; on aura: 



ysr 



et 1 on se rappelle que 1 on a posé 7==« + 6 t;- 



(6) 
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Pour intégrer Féquation (6), cherchons à séparer les variables; posons donc : 

Différentiant cette expression , on a : 
L'équation (6) deviendra donc : 



^nb.a dv 



Posons : 

Différentiant celte expression , on a : 

L'équation (7) deviendra donc : 



v'*' 



(ii"+i)V/t?— « 

Posons : 

dv' 



«= né 



Élevant Téquation (10) au carré, on aura : 

f 

, (n'-l-l)' (»—»') 



Différentiant l'équation (iO), il vient : 



L'équation (12) devient, en vertu de l'équation (9) : 
ou 

2n'6' / qdq 



dv 



(7) 



4v mL^^^ (8) 



* = « («^ 



L'équation (8) dev iendra : 

(n*+l)\/v-v' (tO) 



't 



> V 



* 



» 



g'= ' ;.y '^i--(^^> 



' y^ ♦ % • • • 



iqdq^^^^2L(dv-dv') (12) 
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Dans cette équation différentielle (13) , les variables q etv sont séparées, et 
son intégrale est : 

G étant la coustante arbitraire. 
Remplaçant dans Téquation (14) 1/ par sa valeur en v et v% on aura: 

2n"A* "^ 116 (n'-|-i)\/^Z:V— n6 

Déterminons la constante arbitraire. 
L'équation (15) peut s'écrire ainsi; 

Pour que Ton ait €=0, il faut que le coefficient du logarithme soit nul; on a 
donc : 



(n'+ l)V/t?— ©' — n6=0 (17) 

Remplaçant dans l'équation (17) v et v' par leurs valeurs en a et 6 , on a : 



ou enfin 

L'équation ( 18 ) sera celle de la courbe méridienne de la surface de révolu- 
tion A. 

Cette courbe méridienne est une hyperbole dont Taxe imaginaire est dirigé 
para llèlement à Taxe des % ; la surface A sera donc un hyperboloïde à une nappe 
et de révolution. 

Remplaçons dans Péquation(18) a et 6 parleurs valeurs en x^ y et 2 tirées 
des équations (2 ) et (3) on aura : 

«•+«'— nV = — — — (19) 

Cette équation ( i9 ) sera celle de la surface hyperboloïde A. 

45 
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Faisons x=îO et s=0 (fans l'équation ( 19) on aura 

nb 



«=111—— 

si dans l'équation ( 1 ) on fait x=o et 2 =0 on aura : 

nb 

n+1 



» = =î= 



Ainsi la surface A ne coupe pas la plus courte distance b existant entre les axes 
M et N aux mêmes points que la surface H. 

La valeur de y fournie par l'équation (19) est fins grande que celie fournie par 

l'équation (1). 

Et en effet : dans tous les calculs précédents nous supposons n<l ; on a 

donc : n^ + i<n + i. 

Le plan des xy coupera la surface A suivant un cercle 3, dont l'équation sera : 

x'+y'= 



Ce même plan coupera la surface H suivant une ellipse E dont l'équation est : 

L'ellipse E a son centre sur l'axe des y et situé du côté des y négatifs. 

Les deux courbes i et E se couperont en deux points dont les coordonnées 

■ 

seront : 

n'ft ^ . nb y. j 

î,= -^ et x^±j^\/TTr^ 

Ces points d'intersection existeront toujours puisque lés valeurs de x seront 
toujours réelles en vertu de la condition n<l. 

On peut intégrer l'équation finale (5) dans les six autres cas particuliers y ainsi 
que nous l'avons dit; mais je préfère donner la solution du problème pour ces six 
cas, en me servant de la géométrie descriptive , d'ailleurs c'est par les méthodes que 
nous fournit cette science , que je suis parvenu pour la première fois aux divers 
résultats (*). 



{*) Ce fut en 1818 , lorsque j'étais attaché comme lieutenant d'artillerie à l'École d'application de 
Metz , que je parvins à résoudre le problème dans les six cas particuliers , par des considérations 
géométriques ; je communiquai mes résultats à M. Perst, mon ami et mon ancieB profeweiir à cette 



— 355 — 

« 

Deuxième cas. n arbitraire et a:=0. 

Dans ce cas les axes Met N sont parallèles et Ton sait que le lieu H, des points 
de l'espace dont les distances à ces axes sont dans un rapport constant n est un 
cylindre dont les génératrices sont parallèles aux axes M et N, et le plan Z de ces 
axes coupe ce cylindre suivant deux droites l'une J et l'autre J^ toutes deux paral- 
lèles à M et à N. 

Dès lors, il est évident que si Ton fait mouvoir une droite G perpendiculaire à 
J ou à J' et s'appuyant sur l'axe M, cette droite G ne sortira pas du plan Z et s'ap- 
puiera dès lors aussi sur l'axe N. 

La surface A sera donc un cylindre de révolution B ou B' engendré par le mou- 
vement de rotation de J ou de J' autour de Taxe M ; la surface A, sera donc un 
cylindre de révolution B, ou B/ engendré par le mouvement de rotation de J ou 
de y autour de l'axe N. 

Et il estévidçnt que les deux cylindres engendrés par J comme les deux cylin- 
dres engendrés par J', seront les deux premiers extérieurs l'un à l'autre et tan- 
gents suivant la droite J, et seront les deux seconds intérieurs l'un à l'autre et 
tangents suivant la droite J', Dans ce cas , les cylindres A, A, et le cylindre H sont 
tangents les uns aux autres suivant la droite J ou J' laquelle représente la ligne Ç. 

Le problème a donc dans ce cas deux solutions. 

Troisième cas. n arbitraire et 6=0. 

Les axes M et N se coupent en un point o, et dans ce cas on sait que la surface 
H est un cône du second degré ayant pour sommet le point o, le plan Z des 
axes M et N coupe le cône suivant deux droites, l'une J divisant l'angle a des axes 
en deux angles tels que leurs sinus sont dans le rapport n et l'autre J' divisant 
l'angle supplémentaire de a en deux angles dont les sinus sont aussi dans le rap- 
port n. 

Dès lors , il est évident que si l'on fait mouvoir une droite G perpendiculaire- 
ment à J ou à J' et s'appuyant sur l'axe M, cette droite G ne sortira pas du plan Z 
et s'appuiera dès lors aussi sur l'axe N. 

En sorte que les surfaces de révolution A et A. seront deux cônes B et B, engen- 
drés par la droite J tournant respectivement autour des axes M et N , ou deux cônes 
B' et B/ engendrées par la droite i' tournant respectivement autour des mêmes 
axes. 



École, en lui disant que je n'avais pn résoudre le cas général par la géométrie, et que le cas particulier, 
dans lequel n est arbitraire et a infini , échappait encore à tontes mes redierches. 

M. Pbrsy chercha la solution par Vanalyse , et me remit qnelqnes jonn après Téqnation finale (5) et 
rintégrale (18). 
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Les deux cônes B et B, seront extérieurs l'un à l'autre » si les deux cônes B' et 
B/ sont intérieurs l'un à l'autre , et réciproquemeni. 

Et dans ce cas la surface conique H , et les deux surfaces de révolution A et 
A. seront en contact par la même droite J ou J". 

Le problème a deux solutions. 

Quatrième cas. iic=:1 et a arbitraire. 

Puisque »;=; 4 Ja surface H est le lieu des points de l'espace également distanU 
des deux axes donnés M et N comprenant entre eux un angle a et n'étant point 
situés dans un même plan. 

Nous avons démontré, dans le § I de ce chapitre, et en ne nous servant que des 
méthodes graphiques de la géométrie descriptive , que la surface H est un parabo^ 
loide hyperbolique dont le sommet est au point o milieu de la plus courte 
dislance D existant entre les droites M et N, et dont l'axe infmi est dirigé suivant 
cette plus courte distance D. 

Nous avons aussi démontré, que si l'on mène par le point o deux droites 
G et K situées dans un plan Y parallèle à la fois aux droites M et N , faisant avec M 
et N des angles égaux , ces deux droites G et K qui seront rectangulaires entre 
elles, appartiendront au paraboloîde H. 

Or, il est évident , par les propriétés connues du paraboloîde hyperbolique rec- 
tangulaire (ainsi désigné parce que ses deux plans directeurs comprennent entre 
eux un angle droit ) que si l'on fait mouvoir une droite L sur G et M , de manière 
à ce qu'elle coupe G sous l'angle droit, celte droite s'appuiera en même temps 
sur la droite N et engendrera un paraboloîde hyperbolique rectangulaire. En 
sorte , que si Ton fait mouvoir G autour de l'axe M , on aura un hyperboloîde à 
une nappe et de révolution B et que si l'on fait mouvoir G autour de l'axe N, on 
aura un second hyperboloîde à une nappe et de révolution B,; et ces deux sur^ 
faces B et B, seront tangentes l'une à l'autre suivant la droite G , mais couperont la 
surface H suivant cette droite G ( laquelle représente dans ce cas la ligne l ) (^). 

Si l'on fait tourner respectivement la droite K autour des axes M et N, on aura 
deux nouveaux hyperboloïdes à une nappe et de révolution B' et B/, tangents Tun 
à l'autre suivant la droite K et coupant la surface H suivant cette droite K. 

Si les deux hyperboloïdes B et B, sont extérieurs l'un à l'autre^ les deux 
hyperboloïdes B' et B/ sont intérieurs l'un à l'autre, et réciproquement. 



(*) Ce fat ce qui se passe , dans ce cas , entre les surfaces H , B et B, qui me fit soupçonner que 
Pauteur de VEêtai tur les machines avait été induit en erreur^ et ce qui m'engagea à résoudre la ques- 
tion qui fait le sujet du % IV de ce chapitre. 



— 357 '— 

Le problème a donc deux solutions. 

i 
Cinquième cas. ti=::l et ^=x- 

Les axes M et N ne sont pas situés dans un même plan et comprennent entre 
eux un angle droit. 

Le lieu H des points de Vespace , dont les distances à ces deux axes sont égales 
entre elles, est encore un paraboUMe hyperbolique i 

Dans ce cas les droites G. et K qui font des angles égaux avec les axes M et N, et 
qui par suite sont rectangulaires entre eux (comme il a été dit ci-dessus, quatrième 
cas), feront chacune une angle égal à un demi-droit avec chacune des droites M 
et N, puisque ces droites MetN font entre elles un angle droit. 

Dèâ lors, les deux byperboloïdes engendrées par le mouvement de rotation de 
G et de K autour de M, se confondront en un seul hyperbolcnde A , et de même les 
deux byperboloïdes engendrés par le mouvement de rotation de G et de K autour 
de N se confondront en un seul hyperbolcâde A,; et ces deux byperboloïdes à une 
nappe et de révolution A et A, seront tangents Tun à l'antre par tous les points 
des droites G et K -^ et de plus ces deux byperboloïdes seront extérieurs Tun à 
l'autre. 

Le problème n*a donc dans ce cas qu'une seule solution. 

Sixième cas. n=l et a=0. 

Les axes M et N sont parallèles. 

Le lieu H des points de Tespace également distants des axes M et N ne sera autre 
qu'un plan P perpendiculaire au plan Z des axes Met N et parallèle à ces axes. 

Les plans P et Z se coupent suivant une droite I qui, en tournant respectivement 
autour des axes M et N , engendrera deux cylindres de révolution B et B. qui seront 
tangents l'un à l'autre suivant cette droite I. 

Les deux cylindres B et B, seront extérieurs l'un à l'autre^ 

Le problème n'aura donc dans ce cas qu'une seule solution. 

Septième cas. n=l et 6=:0. 

Les axes M et N se coupent en un point o. 

Le Ueu H des points de l'espace également distants des axes M et N, sera formé 
par deux plans Pet Q perpendiculaires au plan Z des axes donnés et qui divise- 
ront l'angle a des axes et son supplément en deux parties égales. Les deux plans 
Pet Q seront perpendiculaires entre eux ; le plan P coupera lé plan Zsuivant une 
droite J, et le plan Q coupera le même plan Z suivant une droite J'; les deux droites 
J et y seront rectangulaires entre elles. 
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En faisant tourner } autour de M et de N on engendrera deux cônes B et B, de 
révolution, extérieurs Tun à l'autre et tangents Tun à Tautre suivant la droite!. 

En faisant tourner Vautour de M et N on engendrera deux autres cônes B'et 
B/de révolution, en'core extérieurs Tun à Tautre et tangents l'un à l'autre sui- 
vant la droite J' ; le problème a donc deux solutions. 

Il suflSt de jeter les yeux sur la jig. 122 pour s'assurer que les cônes B et B. , 
B' et B/ sont en effet extérieurs l'un à l'autre et que le problème a deux solutions. 

Si les deux droites M et N étaient perpendiculaires entre elles et si dès lors on 

avait en même temps ,n=:i,a=-etft:=0, 

Les cônes B et B, se réduiraient à un seul cône ayant pour angle au sommet un 
angle droit. 

De même les cônes B, et B/ se réduiraient à un seul cône ayant pour angle au 
sommet un angle droit. 

Et dans ce cas le problème n'aura qu'une seule solution. 

Dans ce qui précède nous avons déterminé pour tous les cas , excepté pour le 

premier cas (celui où l'on a n arbitraire et a=: - ] , la nature géométrique des 

deux surfaces A et A, et de la ligne l par laquelle ces surfaces se mettaient en contact. 

Il nous reste donc à compléter la solution du problème dans le premier cas. 

On se rappelle que l'intégrale (i8) de l'équation finale (5) nous a donné l'équa- 
tion d'une hyperbole qui, en tournant autour de l'axe M ou axe des x, engendrait la 
surface A, laquelle était dans ce cas un hyperboloîde à une nappe et de révolution. 

Cherchons maintenant la nature géométrique de la surface A. et delà ligne \ par 
laquelle les deux surfaces A et A, se mettent en contact. 

Et d'abord cherchons la courbe de contact ^. 

Nous savons que cette ligne l doit se trouver sur la surface H qui a pour équa- 
tion , l'équation (1) , dans laquelle on aura supposé <z = r ; elle doit aussi se trou- 
ver sur la surface A qui a pour équation, l'équation (18). 

La droite l sera donc l'intersection des deux surfaces H et A. 

Reprenons donc les équations de H et A. 

(H) a?'+y'_nV=n'(6-yy et (A) ar>+y>_nV=;^^, 

En retranchant ces deux équations l'une de l'autre ; on a : 
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d'où 

n'6 . 6(n'+2) 

Ainsi la courbe de contact Ç est composée de deux courbes planes ^. et l^ , Tune 

il 
située dans le plan Y. dont Téquation est : y,=: -rr-r et l'autre dans leplan Y,dont l'é- 

qualionesl:t/.= -^-7^-j-i; les plans Y, et Y. étant perpendiculaires à la plus courte 

distance existant entre les axes M et N. 

Cherchons maintenant l'équation de la projection des courbes ^, et ^ sur le plan 
des zx. 

Pour cela, subtituons successivement dans l'équation (A) delà surface A à la 
place de y les valeurs de y, et de y, : 

Par la substitution de la valeur dey., on aura : 

Et comme on a posé pour condition n<l , le facteur (i — n*) sera positif» on 
aura donc pour la /tyne (. une hyperbole, dont Taxe imaginaire sera parallèle à 
l'axe des z. 

L'axe imaginaire A de celte courbe ^, sera égal à : 

m 

El l'axe réel B de cette courbe ^, sera égsA à : 
Par la sttbstitution de la valeur de y. , on aura ; 



a?" — n'a:*» — 



■■ ■ » 



On aura donc pour la ligne ^ ut» hyperbole dont Taxe iroagioaîre sera dirigé 
parallèlement à l'axe des x. 

L'axe imaginaire B' de cette courbe ^ sera égal à : 

26 - y, ; 



•A 
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El l'axe réel A' de cette courbe ^, sera égal à : 

Le produit des axes imaginaires sera égal au produit des axes réels des deux 
courbes t et ç, , car on a : 

AB' = A'B = ~,^ \/(n*+3»'+4) (1-n") 
Et l'on a donc 

A _ A' 
fi " B' 

Ce que l'on pouvait prévoir , car une surface du second degré est toujours 
coupée par deux plans parallèles suivant des courbes dont les axes sont propor- 
tionnels entre eux. 

Deux surfaces du second degré ne peuvent se toucher que suivant une seule 
courbe du second degré ; la surface A. ne pourra donc être engendrée que par 
l'une des hyperboles Ç. ou ^. Cherchons laquelle de ces courbes engendre la sur- 
face A. 9 et pour cela faisons tourner la courbe g, autour de Taxe N, elle engendrera 
une surface de révolution A. qui aura pour équation 



Faisons tourner la courbe ^autour du même axe N, elle engendrera une surface 
de révolution A/ qui aura pour équation : 

Maintenant il faudrait chercher laquelle des deux surfaces A. ou A/ est tangente 
à la surface A. 

Mais on peut s'en dispenser en songeant que, ayant trouvé l'équation (18) qui 
était celle de la courbe méridienne de la surface A de révolution autour de Taxe M 
ou axe des z , il suffira de remplacer dans cette équation (18) y par (b — y)^ x par 

s et - par n, pour avoir l'équation de la courbe méridienne de la surface A. de 

révolution autour de l'axe N dont les équations sont y^=ib et 2=:0 . 

Or, l'équation (18) étant: 6' —nVs^^r-p ( qai évidemment peut s'écrire sous 
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la forme y' — nYg= « i |x> ) ^^ ^'^^ ^^^^ '^ transformations indiquées, on aura: 



(*-»)•-? = Tir 



Or si l'on coupe la surface A. dont Téquation est (A.) par le plan des xy^ on trouve 
précisément la même courbe méridienne. 

Ainsi le problème n'a qu une seule solution , donnée par les deux fayperbo- 
loidesàune nappe et de révolution ayant pour équations, les équations (A) et 
(A,) et ces surfaces se mettront en contact suivant l'hyperbole ^,y dont l'axe ima- 
ginaire est parallèle à Taxe des 2 et dont le plan Y, est parallèle aux deux axes M 
et N. 

Et il est aussi évident que les trois surfaces H, A et A, ne sont point tangentes 
entre elles suivant la courbe ^, de contact de A et A. puisque A et par suite A, coupe 
H suivant cette courbe $, . 

D'une équation différentielle pluê simple que l'équation (18) donnée par M. Persy . 

Lorsque M. P^r^t/ chercha la solution du problème, trouver sur la surface H lieu 
des points de t espace dont les distances à deux axes M €l N sont dans un rapport con- 
stant représenté par n, une courbe Ç, telle qu^eUe engendre par son mouvement de rota- 
tion autour de l'axe M et ensuite autour de Caxe N deux surfaces de révolution A et A, 
qui soient en contact suivant tous les points de cette ligne \ : il parvint à l'équation diffé- 
rentielle de la courbe méridienne de la surface A^ ainsi qu'on l'a vu ci -dessus, 
équation différentielle qui est du premier ordre et du quatrième degré. 

Depuis, je me suis demandé si, par des considérations géométriques autres 
que celles employées par M. Persy pour mettre le problème en équation , on ne 
pourrait pas arriver à une équation finale plus simple. 

Voici la marche que j'ai suivie. 

Prenons sur la surface H un point m ; par ce point on peut toujours faire passer 
une droite G s'appuyant à la fois sur les deux axes M et N. 

Menons un plan T tangent à la surface H et en ce point m. 

Menons par le point m un plan Q perpendiculaire à la droite G ; les deux plans 
T et Q se couperont suivant une droite L qui passera par le point m, et sera per- 
pendiculaire à G. 

Supposons que la courbe l tracée sur la surface H existe , elle passera par le 
point m et aura en ce point m pour tangente la droite L. 

La courbe l se projettera sur le plan des xg suivant une courbe (^, et la droite 

46 
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L se projettera sur le même plan xy suivant une droite L*, et le point m se pro- 
jettera aussi sur le plan xy en un point m^. 

Il est évident que la courbe ^^et la droite L^ seront tangentes Tune à l'autre au 
point m^. 

Dès lors, si je puis avoir Téquation 2^=3 0^;+ S de la droite L\ il suffira de 
poser 

dx 

pour avoir Téquation différentielle de la courbe 4^, et la courbe l sera l'inter- 
section du cylindre ayant pour section droite la courbe ^^ et de la surface H. 
Effectuons les calculs en suivant la marche que nous venons d'indiquer. 

Les équations de l'axe M sont : 

x=o et y = o 

Les équations de l'axe N sont : 

x=:az et y^fr 
L'équation du /t^ H est : 



x'+y=n'[(6-yr+i^=^] 



Désignoas par x', y\ »' les coordonnées du point m. 
Les équations de la droite G , seront : 

, X ^y X X f^_^^ (* 'I 

L'équation du plan Q sera : 



L'équation du plan T sera : 
L'équation de L* sera : 
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L'équatioD différentielle de ^ sera donc : 

^ ^ n'a'x'y — cffC . y^'+ ain^-- nW— o'— t)ayi? — t(n'— g'— 1+ n'a' )x*+ ab[n'a*+n*)xx 
dx ^ a{n*— a'— 1) y'«+ n'ay a? — n'bayz ^ ft(8nV+ «•— a"— 1 ) a?y + n'6«(a'+ 1) x 

dans laquelle il faudra remplacer z par la valeur tirée de . Téquation de la sur- 
face H f cette valeur est : 



z^-[x±\/^a^+i^\x^+tl'-n\b-yr\] 



El Ton arrive ainsi à une équation différentielle plus simple, il est vrai, mais 
que Ton ne sait pas encore intégrer. 

Par ce qui précède , on doit reconnaître que l'idée de baser la Théorie géomé- 
trique des engrenages sur les mrfaces primées » désignant ainsi deux surfaces 
de révolution A et A. , ayant respectivement pour axe de rotation les droites M et 
N et étant tangentes Tune à l'autre suivant une ligne ^, telle que les distances de 
chacun de ses points anx axes M et N sont dans un rapport constant et inverse de 
celui des vitesses des axes M et N; on doit reconnaître , dis^je > que cette idée ne 
peut être admise , car on doit se rappeler que dans le cas où les axes M et N sont 
rectangulaires, les surfaces A et A, sont deux hyperboloides i une nappe et de 
révolution et extérieurs l'un à l'autre, en sorte que l'on serait conduit à pen- 
ser, puisque le problème de géométrie n'a qu'une seule solution dans ce cas, 
qu'il n'est pas possible d'exécuter un engrenage intérieur , l'engrenage extérieur 
étant le seul auquel on est conduit par la solution du problème relatif aux 9urface$ 
primitives. 

Je crois avoir donné, dans l'ouvrage que j'ai publié en i842 sous le titre : Théorie 
gétnnéirique des engrenages destinés àtransmettrelemouvemenideroi^ 
situés ou non situés dans un même plan , les véritables considérations géométriques du 
problème important des engrenages ^.en ne considérant point les suffaces primitives^ 
mais bien et seulement deux cercles primitifs^ quelle que soit la position des axes 
l'un par rapport à l'autre. 

J'ai aussi, dans ce même ouvrage, fait voir que le problème des surfaces pri- 
mitives ne pouvait être de quelque intérêt que sous le point de vue géométrique, 
car il était complètement inutile pour la théorie des engrenages. 
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CHAPITRE VH. 



THÉORIR GÉOMÉTRIQUE DES INFINIMENT PETITS. 



De la manière dont an doit considérer les infinitnent petits en géométrie descriptive. 

La géométrie descripHve s'occupe des problèmes de relaiion de position et Vanaltfse 
s'occupe des problèmes de relation métrique. 

La géométrie descriptive , au moyen d'^re^ construites à ta règle et au compas» 
permet de construire des corps limités par des formes déterminées ; au moyen 
du raisonnement géométrique^ et en s'appuyant sur la méthode des projections , 
la géométrie descriptive parvient à reconnatlre certaines propriétés de l'espace 
figuré^ et ainsi les propriétés de relation de position. 

La géométrie descriptive, exprimant , au moyen des épures, les résultats auxquels 
elle parvient , en se servant delà langue graphique , ne peut exprimer que des choses 
finiesydes choses mesurables au moyen d'une échelle. 

Les choses infiniment petites ne peuvent être exprimées graphiquement. Il 
n'en est pas de même en analyse , où la langue algébrique , au moyen d'un 
algorithme particulier, a permis d'exprimer des quantités infiniment petites , et 
d'établir certains théorèmes pour les infiniment petits., aussi facilement qu'on 
avait établi des théorèmes sur les quantités finies^ 

V analyse, en vertu de la puissance de la Jangue qu'elle emploie , a pu consi- 
dérer des infiniment petits de divers ordres , puisqu'elle a pu les comparer entre 
eux et en vertu même de la langue algébrique qu'elle emploie. 

En géométrie descriptive , nous ne pouvons pas comparer des grandeurs , 
nous^ne pouvons donc considérer les infiniment petite que sous un point de vue 
plus borné que celui sous lequel Vanalyse peut les envisager. 

Nous ne pouvons pas non plus écrire en géométrie descriptive les infiniment 
petits , la langue graphique est trop imparfaite , vu nos sens et par suite nos 
instruments pour que cela soit possible. 

En géométrie descriptive, nous ne pourrons donc arriver jusqu'aux infini- 
ment petits que par la pensée, nous ne pourrons les rendre sensibles que par 
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le raisonnement, et nous ne pourrons les introduire dans nos considérations géo- 
métriques qu'en les soumettant à la méthode des projections qui sert de base 
à la géométrie descriptive. 

Maintenant, nous allons nous occuper des etmrbes et des surfaces. 

Nous pouvons toujours considérer une courbe comme étant parcourue par un 
jxrint mobile. 

Nous pouvons toujours considérer une surface comme étant parcourue par une 
courbe mobUe, constante de forme ou de forme variable. 



DES COURBES. 

I. Un point m décrivant dans l'espace une courbe ( en vertu d'une certaine loi 
de mouvement K passe successivement en des positions distinctes m^ m'\m"\.... 
nous dirons , le point m s'élant déplacé en vertu de la loi K pour prendre la 
position m' sur la courbe (, les points m et m' sont infiniment voisins si 
nous ne pouvons supposer qu'ua troisième point n puisse être placé entre les 
points m et n^, de telle manière que ce troisième point n soit plus près du point 
m y et en vertu de la loi K , que ne Test le point m'. 

Si donc par des raisonnements exacts , nous trouvions que les points m et m\ 
que nous avions supposés tout d'abord infiniment voisins, sont tels, cependant, 
qu'un point n intermédiaire se trouve en effet , et en vertu de la loi K , plus près 
de m que m' n*est du point m (d'après l'hypothèse primordiale), nous dirons 
que ce sont les points m et n qui sont infiniment voisins et non les points m et 
m' ; ou , en d'autres termes , nous dirons que le point n est réellement le point 
successif de m sur la courbe l en vertu de la loi K, et non le poini ^ri comme 
on l'avait présupposé. 

Et si , par des raisonnements géométriquea fondés sur la loi K, nous trouvons 

une suite de points m, m\ m'\ m'', situés sur la courbe l et tels que rn soit 

infiniment voisin de m, que rn' soit infinimient voisin de m\ que m'^' soit infini- 
ment voisin de m" et ainsi de suite , nous dirons que les points m, m', m", m''\ .... 
sont des points successi& et infiniment voisins de la courbe l.. 

La petite droite mm' qui unit deux points successifs et infiniment voisins m et m' 
sera dite infiniment peiit rectiligne ou élément rectiligne de la courbe l et le polygone 
(mmWW,.-*)^7^^t pour sommets les points successifs et infiniment voisinsm, m', 
m"i m'"f . • • de la courbe ( et pour côtés les éléments rectilignes successifs, mm'j m'm"^ 

m"nî"j de cette même courbe (, sera dit polype infinitésimal y et l'on pourra 

toujours remplacer la courbe l par son polygone infinitésimal. 
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On peut supposer qu'une même courbe $ soit décrite dans Tespace par un point 
mobile en vertu de diverses lois K , K', K'\..,; pour chaque loi l'on aura un poly* 
gone infinitésimal différent. 

Lors donc que Ton aura à résoudre un problème et que Ton sera conduit à con- 
sidérer des infiniment petits rectilignes, il faudra pendant tout Je cours de la 
démonstration ne s'appuyer que sur la même loL 

II. Lorsque l'on a une courbe l , quel que soit le mode qui l'ait produite, on 
peut toujours supposer que cette courbe l soit parcourue par un point mobile et 
d'un mouvement uniforme. Dès lors, le mobile parcourt des arcs égaux de la 
courbe l et en temps égaux. 

Le polygone infinitésimal , dans ce cas , aura tous ses côtés égaux. 

Toutes les propriétés générales relatives aux courbes , pourront donc être 
établies en partant du polygone infinitésimal à cêtés égaux, puisque ces profNriétés 
seront indépendantes du mode (quel qu'il soit) qui a produit la courbe. 

III. Une courbe ^ peut être le résultat de constructions graphiques , chaque 
point de cette courbe étant déterminé par la même construction K,. 

La même courbe l peut être déterminée par diverses constructions K„ K/, K/', 
lorsque l'on aura donc un problèmeà résoudre et que l'on sera conduit à employer 
les infiniment petits rectilignes ou en d'autres termes le polygone infinitésimal, 
il faudra pendant tout le cours de la démonstration ne s'appuyei^ que sur la même 
construction. 

De la sécante et de la tangente à une courbe! 

lY. Étant donnée une courbe l à simple ou double courbure , prenons un point 
m sur cette courbe. 

Parce point m {Jig. 423) menons des droites S, S^ qui couperont la courbe l 

respectivement aux points p, p%....ces droites S, S', seront dites sécantes de 

la courbe l , parce que les arcs mp , inp', sont finis. ^ 

L'on conçoit que l'on peut faire mouvoir le point p sur la courbe i pour le 

rapprocher du point m, et qu'après avoir pris les positions p\ p'', enfin il 

prendra la position m' qui sera telle que le point m' sera le point successif et infini* 
ment voisin de m , en sorte que nrni sera Félément rectiligne de la courbe l , et sera , 
dés lors , le côté dupolygoneinflnitésimal à côtéségaux qui peut remplacer la courbe (. 

Cet élément rectiligne mm étant prolongé donnera une droite indéfinie T qui 
sera une sécante toute particulière de la courbe ^, car pour cette sécante les deux 
points d'intersection ne sont plus à distance finie ( mesurable ) Tun de l'autre , 
mais à une distance infiniment petite. 
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I 

Cette sécante a pris le nom de Umgeiue. 

La umgetUe à une courbe est donc une droite qui a rigoureusement et géomé - 
triquement parlant deux points communs avec la courbe. 

L'élément recti%ne mm est dit point de contact , et c'est pour abréger que 
Ton dit construire la tangente en un point d'une courbe , car il faut bien le 
remarquer, le point d'une courbe étant le sommet du polygone infinitésimal, on 
a toujours deux éléments rectilignes qui se coupent en ce point , et par consé- 
quent par un point d'une courbe passent rigoureusement deux tangentes succes- 
sives. 

Aussi peut-on considérer une courbe comme étant l'enveloppe de ses tangentes. 

De la définition que nous venons de donner pour la tangente, résulte comme 
conséquence rigoureuse que l'on ne peut pas faire passer entre la tangente ( définie 
ainsi que nous l'avons fait ) et ta courbe, une seconde droite qui approche plus 
prés de la courbe que la tangente n'en approche en effet : 

Nous ne pouvons pas rapprocher le point p plus près du point m que nous ne 
l'avons fait en le plaçant en m\ puisque nous supposons que ce point m' est le 
point successif et infiniment voisin du point m ; si donc nous voulons mener par 
le point m une droite qui , comme sécante k la courbe , soit successive et infiniment 
voisine de la droite T , il faudra qu'elle passe par le point p" supposé être le point 
successif et infiniment voisin du point m^ De sorte que la corde mp^' sera la plus 
petite corde que l'on puisse inscrire dans la courbe^ en faisant passer cette corde 
par le point m; cette corde sera le grand côté d'un triangle isocèle dont les autres 
côtés , égaux entre eux , seront les éléments rectilignes successifs mm' et mY' de 
la courbe ^ 

Or, entre la sécante donnée par la corde mp" prolongée et la courbe i , on 
pourra faire passer la droite T qui est donnée par l'élément rectiligne tnm' pro- 
longé, et évidemment on ne pourra faire passer que la droite T ; donc , etc. 

Du plan normal et du plan tangent à une courbe. 



V. Quelque petit que soit l'élément rectiligne mm' d'une courbe, nous pouvons 
toujours concevoir le milieu de cet élément. Le plan N mené perpendiculaire- 
ment à cet élément sera dit plan normal, et comme les points m et m' sont 
successifs et infiniment voisins , que ce plan N soit mené perpendiculairement 
à l'élément rectiligne en l'une de ses extrémités m ou n/, ou au milieu de cet 
élément, la différence est insensible. 

Cependant, pour la rigueur géométrique, nous sommes forcé d'établir une 
loi , qui dérive d'ailleurs tout naturellement de ce que nous avons supposé que 
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loute courbe pouvait èlre considérée coiame parcourue par un point mobile. 
Dés lors , lorsque l'on se donne un point m sur une courbe l et que l'on propose 
de construire la tangente en ce point à cette courbe, il fiaiut indiquer dans quel 
sens on doit marcher sur la courbe. Si Ton marche dans le sens indiqué par la 

flèche y y la tangente sera le prolongement de Télément rectiligne mm\ si Tod 
marche dans le sens de la flèche y, la tangente sera le prolongement de Télément 

rectiligne tn^m. 

Le sens de direction étant donné , le plan normal sera le pian mené perpen* 
diculairement à Félément rectiligne, par le premier point de cet élément. 

Nous donnerons le nom de plan tangent à tout plan & passant par la tangente. 

On n'a donc qu'un plan normal en un point d'une courbe, et une infinité de 
plans tangents en un point d'une courbe. 

r 

Du- plan adulateur à une courbe. 

\I. Par une droite, on peut mener une infinité de plans. Par la tangenteT en un 
point m d'une courbe (, on peut mener une infinité de plans tangents 6 , Q\ 
0'V*'*- à cette courbe. Par trois points, on ne peut faire passer qu'un seul 
plan. Par conséquent, par trois points successifs m , m', m', d'une courbe, ou, 

en d'autre termes, par deux éléments rectilignes successifs mm', mW d'une 
courbe , on ne peut faire passer qu'un plan qui prendra le nom de plan osculateur. 

Nous dirons donc qu'une courbe ( n'a qu'un seul plan osculateur en chacun de 
ses points. 

Gela posé: 

Concevons une courbe Ç (fig. 124) et ses points successifs et infiniment voisins 
Y7I, m, m , m , m^, m^,.... 

Chaque élément rectiligne prolongé mm\ m'rn\ m'rn\ donnera une tan- 
gente à la courbe ^ 

On aura donc les tangentes successives et infiniment voisines T, T', T", T", T*. 
Les deux tangentes successives T çt T' se coupent en un point m de la courbe i. 
Les deux tangentes successives T' et T'" se coupent en un point m" de la 
courbe ^, et ainsi de suite. 

Le point m" est le successif et infiniment voisin de m. 
La première tangente T coupe la seconde tangente T', mais ne coupe pas la 
troisième tangente T''(car nous supposons la courbe l à double courbure). 
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Le premier plan osculateùr @ passe par T et T', 

Le second plan osculateùr 0, passe par T' et T^', 

Le Iroisième plan osculateùr O. passe par T''et T'\ et ainsi de suite. 

Entre les plans et 0, , on ne peut pas placer un troisième plan qui approche 
plus près du plan que n'en approche le plan 0, , puisque Ton ne peut pas 
placer entre les deux tangentes T et T' une troisième droite qui approche plus 
près de T que n'en approche T', car Ton ne peut pas placer entre les points m 
et mj rn et m" un troisième point qui , situé sur la courbe ly approche plus près 
de m que n'en approche m\ et approche plus près de m' que n'en approche m'\ 
puisque par hypothèse primordiaFe nous avons supposé que les points m, m, m\ .... 
étaient les points successifs et infiniment voisins de la courbe \. 

Les plans osculateurs 0, 0,, 0,, 0,, sont donc les plans osculateurs suc- 
cessifs et infiniment voisins de la courbe \. 

Cela posé : 

Menons une suite de plans normaux : 

N au point m à la tangente T, 

N, au point m à la tangente T', 

N. au point m à la tangente 1'\ 

N, au point m'k la tangente 1"\ et ainsi de suite. 

Les plans N et N, se couperont suivant une droite G , 
Les plans N, et N, se couperont suivant une droite G', 
Les plans N, et N, se couperont suivant une droite G'^ et ainsi de suite. 

Or, comme les tangentes T, T', T', sont successives et infiniment voisines, 

les plans N, N,, M.,...,, seront successifs et infiniment voisins, et par suite les 
droites G, G\ Q!\ seront successives et infiniment voisines. 

Or, G coupe G' en un point o, G' coupe G'" eir un point o', et ainsi de suite. 

Les points 0, o^.... seront donc des points successifs et infiniment voisins, et 
construits dans l'espace en vertu d'un certain mode; ces points seront donc les 
points successifs et infiniment voisins d'une courbe d ayant pour tangentes 
successives les droites G, G', G",.--- 

Bu rayon de courbure d'une courbe. 

» 

VII . Par trois points situés à distance finie les uns des autres et aussi par trois 

points infiniment près les uns des autres, on peut faire *passer un cercle {fig. 125 ). 

C'est le rayon du cercle C qui passe par les trois points m,m'j m" successifs et 

47 
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infiniment voisins de la courbe Tque l'on appelle rayon de courbure de la courbe 
l pour le point m. 

Le cercle C est situé dans le plan osculaleur 0. 

Le rayon du cercle G' situé dans le plan osculateur 0. ( ce cercle C passant 
par les trois points successifs et infiniment voi»ns m\ m'\ m'" ) sera le rayon de 
courbure de la courbe Ç pour le point m^ 

Le cercle G aura pour centre le point q en lequel la droite G perce le plan 6 ; 
le cercle G' aura pour centre le point q' en lequel la droite G' perce le plan e, , et 
ainsi de suite. 

Les rayons de courbure qm , ^W, étant prolongés donneront des droites L , 

L', V\ qui seront respectitement normales à la courbe l aux points m, m, 

m",.... et qui seront situées respectivement dans les plans osculateurs 0, 9„ 0o*-- 
ces droites seront donc successives et infiniment voisines. 

Les divers points 9 , q'y q'\ formeront une courbe ^ qui sera coupée par les 

droites h, L\ V\ puisqu'une de -ces droites V, par exemple , ne passera pas 

par les deux points successifs q et q' de la courbe x? attendu que les deux plans 
et 0. se coupent suivant la droite T. 

On donne plus particulièrement le nom de normale au rayon de courbure pro- 
longé. 

Mais toute droite tracée dans le plan normal et passant par le point en lequel la 
courbe est coupée par ce plan peut prendre le nom de normale. 

Ainsi , on dit qu'une courbe a en chacun de ses points une seule tangente, et 
un seul plan normal , une iaêmté de i^ans tangents et une infinité de normales , 
un seul plan osculateur et un seul rayon de courbure. 

D'après ce qui précède , on voit : 

1* Que les rayons de courbure successifs et infiniment voisins d'une courbe ne 
sont point situés deux à deux et suceesivementdans un même plan, ou comme on 
le dit : ne se coupent pas. 

2* Que les tangentes successives et infiniment voisines d'une courbe sont situées 
deux à deux et suocessivehientdans un même plan (qui est le plan osculateur) ou 
comme on le dit : se coupent. 

Nous verrons plusloin que ces deux manières d'être d'une suite de droites situées 
dans l'espace, et Ton ne peut évidemment concevoir que ces deux manières d'être, 
donnent naissance à deux grandes familles de surfaces réglées : les surfaces gauches 
et les surfaces développables. 

Le cercle G a en commun avec la courbe lijles trois points successifs m, m', m"; 
on donne à Tare circulaire qui part du point m pour aboutir au point m"', le nom 
d'arc élémentaire de la eoorfae Ç ou ^élémmtcwrviiigne de la courbe 4. 
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On peut donc considérer la courbe l comme n'étant plus composée A'élémenU 
reciiliffneSf mais d'éléments curvilignes circulaires , et dès lors on peut prendre pour 
la courbe l , non plus un polygone infinitésimal à côtés rectilignes , mais un poly- 
gone infinitésimal à côtés curvilignes circulaires, ces côtés curvilignes q'étant 
point placés les uns à la suite des antres , bout à bout, mais celui (pii suit ayant 
avec celui qui le précède un élément rectiligne commun. 

C'est ainsi que la courbe ^ peut être considérée comme Tenveloppe de ses divers 

cercles ôsculateurs G , G^ C", tout comme précédemment nous avions regardé 

cette courbe l comme Tenveloppe de ses tangentes T, T', T^', T". 

En géométrie descriptive nous ne considérons dans les courbes que deux espèces 
d'éléments , les éléments rectilignes et les éléments curvilignes. La considération de 
ces infiniment petits suffit pour nous permettre de résoudre tous les problèmes dont 
on doit s'occuper dans les diverses €tpplications de la géométrie descriplive. 

Car toutes les constructions y ont pour point de départ ou des déplacements 
successifs en ligne droite , ces déplacements changeant successivement de direc- 
tion , ou des déplacements successifs en ligne circulaire , Taxe deroùtiion chan- 
geant successivement de position. 

DES SURFACES. 

VIII. une courbure f décrivant dans Pespaceune surface 2 en vertu d'une certaine 

loi K de mouvement, passe successivement en diverses positions f^ (f\ <f"f 

nous dirons , la courbe 9 s'étant déplacée en vertu de la loi K pour prendre la 
position (f sur la surface 2, les courbes f et cp' sont infiniment voisines, si nous 
ne pouvons supposer qu'une troisième courbe X puisse être placée entre les cour- 
bes 9 et 9', de telle manière que cette troisième courbe X soit plus près de la courbe 
9 que ne l'est la courbe 9'. 

Si donc , par des raisonnements exacts , nous trouvions que les courbes 9 et 9' 
que nous avions supposées tout d'abord infiniment voisines, sont telles cependant, 
qu'une courbe intermédiaire se trouve être en effet, en vertu de la loi K,plusprès de 
9 que 9' n*est de cù , nous dirons que ce sont les courbes 9 et X qui sont infiniment 
voisines et non les courbes 9 et 9'. 

En d'autres termes , nous dirons que la courbe X est réellement la courbe 
successive de 9 sur la surface 2 en vertu de la loi K, et non la courbe 9' comme on 
l'avait présupposé. 

Et si, par des raisonnements géométriques fondés «ur la loi K, nous trouvons 
une suite de courbes 9, 9', 9",.... telles que 9' est infiniment voisine de 9 , que 9" 
est infiniment voisine de 9' et ainsi de suite , nous dirons que les courbes 9 , 9', 
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»'", sont des courbes génératrices delà surface 1 et sont successives et infini- 
ment voisines sur cette surface l. 

La petite surface comprise sur la surface 2 entre deux courbes succesisives q» et 
tf ser^ dite zone élémentaire de la surface 2». 

Et comme Ton peut concevoir qu'une même surface 1 est engendrée de 
diverses manières par des courbes mobiles , si Ton suppose que cette sorÊice 1 
est engendrée d'abord par une courbe (p soumise à une loi K , et ensuite par une 
autre courbe tt soumise à une autre loi D, on aura d'abord une suite de zones 
élémentaires comprises respectivement entre les courbes génératrices successives 
du premier mode 9 et 9', 9 et (f!\ (f! et f^"\ etc., et ensuite une suite d'autres 
zones élémentaires comprises respectivement entre les autres génératrices suc- 
cessives du second mode tt et tt', it et w", ir" et tt'", etc. ; la zone (9, ç') interceptera 
sur la zone (fr , n) une facette élémentaire de la surface , qui prendra le nom 
d'élément superficiel de la surface 2. 

Mais l'on pourra toujours supposer que la surface. 2 est engendrée par une 
suite de courbes cp, 9', ou tt, n, ou t., z\ ou X, X', etc., successives et infini- 
ment voisines, et telles que les courbes 9, tt, e, X,....se croisent au point m et 
sont soumises : les premières 9 à une loi K , les secondes ir à une loi D , les 

troisièmes e à une loiB, etc.* Les courbes 9^ t:% e', qui seront respectivement 

les courbes successives et infiniment voisines des courbes 9, 7r,e , s'entre- 
couperont deux à deux et formeront un polygone dont chaque côté sera infiniment 
petit et dont deux sommets quelconques seront distants l'un de l'autre d'une 
quantité infiniment petite ; c^est l'espace renfermé par ce polygone qui doit sur- 
tout prendre le nom de facette éléfnentaire. 

La courbe génératrice d'une surface peut, quelle que soit la loi de son 
mouvement, ou l"* rester constante, non-seulement de fbrme, mais encore de 
grabdeur , ou 2"" varier de forme à chaque déplacement , la variation de forme 
étant aussi assujettie à une loi particulière. 

Nous devons donc distinguer les surfaces à génératrice constante , des surfaces 
à génératrice variable. Toutefois, une surface ayant été, par un certain mode, 
engendrée par une courbe constante, on pourra toujours , par un autre mode, 
l'engendrer au moyen d'une courbe variable; tandis que pour une surface engen- 
drée par une courbe variable , il ne pourra pas toujours exister un certain mode 
de génération par une courbe constante. 
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Du plan tangent à une surface. 

IX. Étant donnée une rarface 2, quel que soit le mode de génération qui l'ait 
produite , nous pourrons toujours tracer sur cette surface une courbe 9 ^ et mener 
en un point m do cette courbe la tangente T à eette courbe. 

La tangente T contiendra donc deux points successifs m et m' de cp. 

Par la droite T, nous pourrons faire passer une infinité de plans P, P', P'^ 

P"\ coupant respectivement la surface! suivant des courbes tc, tt', t:', tc",.... 

nous pouvons dès lors supposer que la surface 1 est engendrée par la courbe tt, 
variant de forme et passant successivement par les positions tt', t:\ tz". etc. , 

nous pouvons supposer que ces courbes tt, V, t:\ sont des courbes succès* 

sives et infiniment voisines; et comme chacun de leurs plans passe par la droite 
T, chacune de ces courbes passera par les points successifs et infiniment voisins 

m et m'; et dès lors nous pouvons affirmer que les courbes ir, ir', tt", ont avec 

la courbe f une tangente commune qui n'est autre que T, ou, en d'autres termes, 
et pour abréger le discours, que les courbes ir^ 7t\ t!\ sont tangentes entre elles 
et à la courbe 9 au point m. # 

Gela posé : 

Nous pouvons toujours tracer sur la surface 1 une suite de courbes arbitraires 
IjIm K>^9 Ik9 S6 croisant toutes au point m. 

La courbe \ coupera les courbes ir, v:\ /'^ respectivement aux pçints a, a, 

a", la courbe g, les coupera aux points a,, o/, a/V««- '^i courbe g, les coupera 

aux points a., a/, a/,.... et ainsi de suite. 

Or, si nous supposons que le plan P passe par des positions successives et 

infiniment voisines P", P'', ^"\ quelle que soit la loi qui régit le mouvement 

de ce plan P , les courbes ttii^S ic'^ n'^ seront, en vertu de celte loi, quelle qu'elle 
soit, des courbes successives et infiniment voisines y par conséquent les points a, 
û., 0^9 (h i a',a,'ya^f a,', a', a'',a^\ O-*" ^t^- seront des pointa succes- 
sifs et infiniment voisins sur les courbes respectives (, i, ^, ^, 

Dès lors si le point a de Ç est le successif et infiniment voisin du point m, 
aussitôt les points a' de 4» a^' de ^, a'"' de ^, seront les successifs et infini- 
ment voisins du même point m. 

Et cela étant, il s'ensuit que les éléments rectilignes ma de g, ma' de g,, ma' 

de ^, etc. , seront tous situés dans un même plan passant par la droite T, 

et par suite l'on peut énoncer ce théorème : 

Si l'on trace sur une surface I une suite de courbes arbiiraires Ç , $, , Ç. , se croisant 
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en un point m , les tangentes 9 , 0, , 9. , menées respectivement à ces courbes et au 

point m , sont situées dans un même plan 0. 

Ce plan a reçu le nom de plan tangent de la surface ; et dès lors pour résoudre 
le problème : Construire le plan tangent en un point m d'une surface 2, il suflSra: 
l*" de tracer sur cette surface 1 deux courbes Ç et ^, se croisant au point m; 2^ de 
construire au point m la tangente à la courbe ( et la tangente 6, i la courbe Xt 
et le plan déterminé par les tangentes 9 et 0, sera le plan demandé. 

Maintenant examinons quelle relation de position existe entre le plan tangent 
et la surface 1 toul autour du point de contact m : 

l"" Le plan tangent peut laisser la surface au-dessus ou au-dessous de lui tout 
autour du point de contact; 

2** La surface peut être en partie en dessus et en partie en dessous de son plan 
tangent. 

Dans le premier cas , le plan tangent n'a en commun avec la surface que le 
point de contact, ou s'il a d'autres points communs avec la surface ils sont tous 
situés à distance finie du point de contact. 

Dans le deuxième cas, le plan tangent coupe et touche la surface; il la touche 
au point de contact, et la coupe suivant une courbe dont les branches se croi- 
sent au point de contact. 

Nous allons démontrer que entre le plan tangent et la surface 1, quelle que 
soit cette surface, il ne peut exister que l'une ou l'autre de ces deux relations 
de position. 

Menons par le point m contact de la surface 2 et de son plan tangent une 
droite I perpendiculaire à ce plan. 

Cette droite prendra le nom denormale à la surface, et comme il n*y a (en général) 
pour chaque point d'une surface qu'un seul *plan. tangent , il ne pourra y avoir 
pour chaque point de cette surface qu'une seule normale. 

Par la droite I nous pourrons faire passer une suite de plans N, fi', îi", 

fi"\ qui prendront le nom deplans normaux de la surface et qui couperont 

cette surface 2 suivant des courbes 3, i, i[\ ^"j qui auront respectivement 

pour tangentes les droites r, ff^ ï\ f\ suivant lesquelles le plan tangent est 

respectivement coupé par les divers plans normaux. 

La surface 2 pourra être considérée comme étant engendrée par la courbe i 
tournant autour de la normale let passant successivement en changeant de forme, 
en les positions d', ^'^ H". 

Admettons que la courbe d a la forme représentée ( fig. 126 ) , et qu'ainsi avant 
et après le point m de contact avec sa tangente t elle se trouve au-dessous de cette 
tangente t, pouvant d'ailleurs couper cette droite i en un point pou plusieurs 
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pointe p situés à distance finie par rapport an point de contact m ; nons pourrons 
faire les hypothèses suivantes r 

1*^ Supposer que les diverses courbes 3, 3^, 5", i", quoique de formes diffé- 
rentes, les variations de forme étant soumises d'ailleurs à une certaine loi , sont 
chacune placées au-dessous de leur tangente. Dans ce cas , le plan laissera la 
surfirt^e 2 au-dessous de (ni tout autour de son point de contact m, et s'il coupe 
la surface, cène sera que suivant une courbe ou plusieurs courbes /i^tu: des divers 
points p, et par conséquent le plan ne coupera la surface 2 que suivant une ou 
plusieurs courbes , dont tous les points seront situés à distance finie du point de 
contact m. 

2* Supposer que pendant que le plan normal N tourne autour de la normale I , 

en prenant lesdiverses positions N', N", N'", pour enfin venir se superposer 

sur la première position N , ayant ainsi accompli autour de I une demi-révolution, 
ou décrit deux angles droits, la courbe i , eu changeant successivement de forme, 
passe enfin par une position d, faisant un angle a avec la position d, et telle que 
cette courbe d, ait un rayon de courbure infini , et qu'ainsi les courbes succes- 
sives 3, 0^,9", voient croître leurs rayons de courbure au point m, pour 

arriver à d, qui aura un rayon de courbure infini; puis enfin qu'ayant dépassé la 

position J, , on retourne à la position 3 par des courbes 3/, 3/', 3/'', dont les 

rayons de courbure au point m iront en décroissant. 

Toutes ces courbes 3, 3', 3", 3"', 3, 3/, 3/', 3"', 3, étant toutes situées 

au-dessous de leurs tangentes ou au-dessous du plan tangent 0, la surface I 
sera encore située au-dessous de son plan tangent tout autour du point de con- 
tact m. 

3* Supposer que le plan normal N puisse prendre deux positions Tune N, et 
l'autre N,, telles que les courbes 3. et 3, suivant lesquelles ils coupent la surface 2, 
ont au point m un rayon de courbure infini. 

Et désignant par « et 6 les deux angles supplémentaires que le plan N. fait avec 
le plan N, , supposons ijpie toutes les courbes 3 situées dans des plans normaux 
compris dans l'angle aesont situées au'^tessow du p}an0,' et que toutes les courbes 
3. situées dans des plans normaux compris dans l'angle S sont situées au-dessus de 
ce plan {fig. 427 ). 

Dès lors, la courbe génératrice passerait par des positions pour lesquelles le 
rayon de courbure irait en diminuant depuis la position 3, pour atteindre un 
maximum et recroître, jusqu'à l'infini, en passant par 3, et pendant cette évolu- 
tion^ toutes les courbes 3 seraient aurdessaus du plan 0; puis ensuite la courbe 
génératrice partant de 3, passerait par une position nouvelle en laquelle le rayon 
de courbure serait un minimum et retournerait en la position 3, le rayon de courbure 
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croissaol jusqu'à Tinfini , et pendant cette seconde évolution qui compléterait la 
demi-révolution autour de la normale I, toutes les courbes génératrices d seraient 
aU'dessus du plan @. 

Le plan tangent 6 coupera dans ce cas la surface 1 suivant une courbe dont 
deux branches se croiseront au point de contact m. 

£n y réfléchissant attentivement, on est bientôt convaincu que les trois hypo- 
thèses géométriques précédentes sont les seules que Ton puisse faire , en admettant 
que la surface 1 est telle que par le point m il ne passe qu'une seule nappe de 
cette surface. 

La manière d'être d'une surface par rapport à son plan tangent parait , à la 
première vue., devoir nous permettre de diviser les surfaces en deux grandes 
classes : 

V Les surfaces pour lesquelles les centres de courbure de toutes les sections 
normales en un même point m sont tous situés d'un même côté par rapport au 
plan tangenl en ce point m; 

2* Les surfaces pour lesquelles les centres de courbure de toutes les sections 
normales en un même point m sont en partie à droite et en partie à gauche du 
plan tangent en i^ point m. 

Mais comme une même surface peut nous offrir pour certains points la pre- 
mière manière d'être , et pour certains autres ,points la seconde manière d'être 
par rapport à son plan tangent , cette classification des surfaces doit être regardée, 
en définitive , comme illusoire. 

De ce qui précède, on peut établir: 

l"" Que lorsque deux surfaces 1 et 2. ont un point commun m , et en ce point 
un même plan tangent 0, ces deux surfaces seront dites tangentes l'une à l'autre 
au point m; 

S*" Que lorsque deux surfaces 2 et 2. ont une ligne l commune, si elles ont 
même plan tangent en chacun des points de cette ligne (, ces deux surfaces sont 
dites tangentes l'une à l'autre suivant la courbe (; si les deux surfaces 2 et 2, 
n'ont pas même plan tangent en chacun des points de la courbe { y ces surfaces 
2 et 2t se couperont suivant la courbe l\ si le plan tangent n'est commun 
aux surfaces 2 et 2. que pour certains points de la ligne l , le contact des deux 
surfaces n'aura lieu qu'en ces points et en tous les autres points de la ligne \ , 
les deux surfaces se couperont. 
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Des divers mo^es de. génération des surfaces. 

X. 11 y a deux modes de génération pour Jes surfaces : 

1** Une surface peut être engendrée par lé mouvement d'une ligne qui prend 
le nom de générairtce.\ 

T Une surface peut être V enveloppe de l'espace parcouru par une autre surface , 
laquelle prend le nom dH enveloppée. 

Lorsqu'on donne une surface, c'est toujours par l'un ou Tautre de ces deux 
modes de génération ; et on dit en géométrie descriptive que l'on a écrit graphi- 
quement la surface /jorsque Ton a tracé les projections des lignes qui servent à 
définir complètement la surface donnée, et l'on reconnaît que la surface est 
réellement et complètement écrite lorsque Ton peut, en ne s'appuyant que sur 
les projections des lignes qui sont dites suffire à déterminer la surf ace ^ résoudre 
le problème suivant : 

Étant donnée la projection m* ou it^, construire la projection m" ou n* du 
point m oun, ce point devant être rigoureusement situé sur la surface donnée. 

Lorsqu'une surface est écrite graphiquemeni par le premier mode de génération , 
on peut toujours par la pensée la supposer engendrée par le second mode , ei 
vice versa. 

* C'est toujours du mode écrit graphiquement qu'on se sert pour construire Vépure 
des recherches géométriques à tenter sur la surface. 

Mais l'on peut se servir indistinctement de l'un ou de l'autre mode de 
génération , lorsque l'on emploie le rmsannemeni géométrique pour arriver à la 
découverte d'une propriété géométrique de la surface donnée. 

Ainsi, les deux modes de génération , quoique très^fiférents l'un de l'autre, 
coexistent pour une même surface , et quelle que soit cette surface. 

« » 

Des diverses espèces de iurfaces. 

I«' MODB DB gMkATIOK. 

XI. La courbe génératrice peut être une ligne droite; la surface est dite alors 
surface réglée. 

Si l'on suppose qu'une droite G se meut en vertu d'une certaine loi, elle 
prendra dans l'espace les positions successives et infiniment voisines G, G', G'\ G""'. 
H peut arriver deux cas : • 

Ou 1' que G coupe G', que G' coupe G'', que G'' coupe G"\ et ainsi de suite. 

48 
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La surface est alors dite surface développable. 

Ou 2* que G ne coupe pas G', que G' ne coupe pas G" et ainsi de suite. 

La surface est alors dite surface gauche. 

Et Ton conçoit qu'il ne peut exister que ces deux manières d'être , les unes par 
rapport' aux autres, entre des génératrices droites successives. 

Ainsi les surfaces réglées se divisent en deux classes, les surfaces développablesei 
les surfaces gauches. 

Xn. La courbe génératrice, étant une %ne quelconque, peut se mouvoir autour 

d'un axe sans changer de forme et la distance de chacun de ses points à Taxe ne 

variant pas. 

Ce genre de surface prend le nom de surfaces de révolution.' 

La courbe génératrice prend le nom de courbe méridienne lorsqu'elle est située 

dans un plan passant par l'axe, et le plan de la courbe méridienne prend le nom 

de plan méridien. 

XIIL La surface peut être engendrée par une courbe cons^tante de forme ( dite 
courbe génératrice) et se mouvant parallèlement à elle-même, un de ses points par- 
courant une courbe qui prend le nom de directrice. 

XIV. La surface peut être eng^drée par une courbe (dite courbe génératrice) 
se mouvant parallèlement à elle-même, un des ses points parcourant une courbe 
directrice,. et cette courbe génératrice changeant de forme suivant une loi donnée, 
laquelle dépend de la loi du mouvement qui est e^i^rimée par la courbe 
directrice. 

XV. Une surface peut^^reenneiidrée par une courbe constanioile former dont 
un des points parcountune cosrbe directrice ; lapoMtion delatcourbe générairiœ 
par rapport à la courbe directrice , variant à chaque instant suivani une loi donnée 
laquelle dépend de la loi du mouvement qui est exprimée par la courbe diredrice. 

XVL Une surface peut être engendrée par une courbe variant de forme suivant 
une k)i K, et dont un des points parcourt une courbe directrice; la position de 
la courbe génératrice par rapport à la courbe directrice ^ variant à chaque instant 

suivant une loi K.; et les deux lois K et K, dépendant, d'ailleurs, de la loi du 
mouvement, qui est exprimée par la courbe directrice. 

a" MODE DB oiKiEATION. 

XVIIi UnesarfàceA, vanablëou nondeformej se mouvant dans respM& suivant 
une certaine loi L, prend dans l'espace les positions succeBSffvê& et infininient 
voisines A', A", A'", A*. 
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Les surfaces A et A' se coupent suivant une courbe i 

- A' et A" 3' 

- A" et A'" 3" 

- A'" et A* r 

ei ainsi de suite. 

Les courbes 9, ^, d", seront nécessairement des courbes successives et 

inûniment voisines, car on ne peut admettre que l'on puisse placer entre d'el d" 
une courbe d, qui approche plus près de Sf que 3i' n'en approche y cette coorlie i, 
satisfaisant à la loi qui régit les courbes d , d", d'V • • * 9 puisque par hypothèse les 
surfaces A'9 A" et A'" sont successives et inflnimeiit voisines , et qu'on ne peut pas 
admettre , contrairement à Thypothèse posée , une surface A, placée entre A'' et A''' 
et approchant plus près de A^' que A'^' n'approehe de à!\ 

Les courbes d, y, d'',.... étant successives et infiniment voisines, formeront une 
surfece 1 dont elles seront les génératrices , et la surface 2 sera dite mrface enve^ 
lappe de Tespace parcouru par la surface A , laquelle prend le nom A'emeloppée. 

Les courbes 9> et 9>' sont situées et sur l'enveloppée particulière à!' et sur la 
surface enveloppe 2. 

Les deux surfaces A'' et 2 ont d»nc en commun la zone élémentaire comprise 
enlre les deux courbes successives et infiniment voisines ^ et ^'^ 

Or, si nous prenons sur i' un point m, et que par ce point nous menions une 
suite de plan Q^ Q', Q'', chacun de ces plans coupera : 

V La surface 2 suivant les courbes respectives x> Xy x • 
2"* La surface A" suivant les courbes respectives \ , ^^ !('. 
3"" La courbe ^' aux points respectifs 9, q[y q". 

Or, puisque les courbes ^ et H' sont successives et infiniment voisines, les points 

99 9» 4'^ seront respectivement sur les courbes x > x'9 X^ comme sur les 

courbes (, ^, t\ l^s successifs et infiniment voisins du point m. 

Les courbes x^i\, x^i l\ x ^^ ^ ^ seront donc tangentes Tune à Tautre au 

point m y elles auront, en un mot, même tangente en ce point. 

Le plan tangent en m à la surface 2 ne sera donc autre que le plan tangent en m 
à la surface A''; les deux surfaces 2 et bk' seront donc tangentes Tune à l'autre au 
point m* 

Ce que nous venons de dire pour le point m de d" se dira de tout autre point de 
cette courbe ^ ; ainsi les deux surfaces 2 et t^' sont tangentes l'une à l'autre tout 
le long de la courbe y. 

Ainsi la sur face eitve/oppa 2 est tangente à chacune des «m^oppée» A ^ A", A'', 

et respectivement suivant les courbes d, d", ^'y 
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Gela posé : 

Les courbes S et d^ se eouperont en un point a, 

— J' et i" a\ 

— ret r V . 0^', 

et ainsi de suite. 

Les points a, a\ d'y.... seront dans l'espace des points successifs et infiniment 

voisins , puisque les courbes i^^^ ^\ sont Buccessives et infiniment voisines , 

ils formeront donc une courbe cp. 

Et comme a et a' sont deux points successiis de la courbe i(\ la courbe 9 aura 
en commun avec cette courbe un étendent rectiUgnedd\ il en sera de même de la 

courbe 9 par rapport aux diverses courbes i.j d^, d^^ Ainsi , la courbe 9, 

qui prend le nom d'arête de rebroussement de la surface 2, sera tangente à toutes 

les courbes d, d^, ^^ qui prennent, dans ce mode de génération de la 

surface 2, le nom de catQctéristiijttes de cette surface. 

Ce qui précède étant compris, nous allons nous en servir pour établir queir 
ques-unes des propriétés géométriques dont jouissent les surfaces en général , et 
certaines surfaces en particulier. 

Des surfaces développables. 

XVIII. La forme la plus simple que puisse affecter Fenveloppée A est celle d'un 
plan. 

Et comme deux plans se coupent suivant une droite, on voit de suite que la 
surface enveloppe de l'espace parcouru par un plan est une surface ré^^ée, puisque 
ses caractéristiques seront des droites , et de plus comme les caractéristiques suc- 
cessives se coupent deux à deux , cette surface enveloppe sera dévelappable. 

L'enveloppée étant un plan, ce plan contient deux caractéristiques successives 
de l'enveloppe (qui sont pour les surfaces développables des droites comme on 
vient de le dire). 

Chaque zone élémentaire de la surface enveloppe est plane , ce qui permet- d'é- 
tendre la surface développable sur un plan , sans déchirure ni dublicature , comme 
le dit MoNGE. 

L'enveloppée étant tangente à l'enveloppe tout le long d'une caractéristique, 
il s'ensuit que si en un point m d'une génératrice droite G d'une surface déve- 
loppable 2, nous construisons le plan O tangent à cette surface 2, ce plan O sera 
tangent à la surface 2, non-seulement au point m, mais en chacun des autres 
points de la génératrice G. En sorte que si l'on mène un plan sécant arbitraire 
X, ce plan coupera : l"" la surface 2 suivant une courbe C ; 2'' le plan G suivant 
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une droite 9^ 3"" la génératrice G ai un point 9; et il arrivera que la courbe C et 
la droite 9 seront tangentes Tune à l'autre au point g. 

Une surrace développable peut être donnée de deux manières différentes : 
ou l"" en la supposant engendrée par une ligne droite^ ou 2"^ en la regar- 
dant comme l'enveloppe de l'espace parcouru par un plan (et nous avons 
vu ci-dessus que ces deux modes de génération sont les seuls que Ton puisse 
admettre en géométrie descriptive; et qu'ainsi une surface ne peut être 9 en 
géométrie descriptive, considérée que comme étant une enveloppe y ou que comme 
étant engendrée par une ligne ) ; mais il faut pouvoir écrire graphiquement la 
surface énoncée » il faut donc que la loi du mouvemement de la ligne génératrice j 
tout comme la loi du mouvement de la mrface enveloppée ^ soit telle qu'on puisse 
l'écrire graphiquement. 

C'est pourquoi en géométrie descriptive on se donne une sur£3ice développable : 

i"" Dans le premier mode de génération , par les projections de son arête de 
rebraussement y parce que toutes les génératrices droites ou caractéristiques de la 
surface développable sont alors connues, puisque ces génératrices ne sont autres 
que les tangentes à l'arôte de rebroussement ; 

S*" Dans le second mode de génération, le mouvement du plan enveloppée est 
déterminé par des directrices; ainsi, ce plan doit rouler sur deux courbes, ou 
sur deux surfaces ou sur une courbe et une surface. 

Alors les génératrices peuvent être déterminées, puisque chacune d'elles n'est 
autre que la droite qui unit les points de contact d'une position de l'enveloppée 
avec les deux directrices. 

Dans ce cas, l'arête de rebroussement ne peut être tracée graphiquement que 
d'une manière approximative , puisque l'on ne peut construire des génératrices 
successives et infiniment voisines , mais seulement des génératrices situées à 
distance finie les unes des autres. 

Au lieu de se donner deux directrices, on peut ne s'en donner qu'une et 
remplacer la seconde directrice par une ccnd&ticn géométrique qui puisse être 
facilement exprimée en langue graphique ; ainsi, par exemple, le plan considéré 
comme enveloppée peut être assujetti à se mouvoir dans l'espace : l"" en roulant 
tangentiellement à une courbe, et ^ en faisant avec un plan fixe un angle con- 
stant , etc., etc. 

Des surfaces des canaux. 

XIX. Après le plan , la surface la plus simple que l'on puisse prendre comme 
enveloppée , c'est la sphère. 
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Concevons une sphère S du rayon R, son «entre o parcourant une courbe ^ 

Si la sphère, pendant son moaTement^ reste constante, et si donc son rayon 
ne varie pas de grandeur, la surface enveloppe sera dite surface^canal. 

La sphère S en passant dans l'espace en les portions successives et infiniment 
voisines S, S', S'', S''', son. centre o prendra sur la diredrice l les positions suc- 
cessives et infiniment voisines o , o, o", o'" ^ 

Lorsque deux sphères de même rayon ou de rayons inégaux se coupent, 
l'intersection est un cercle dont le plan est perpendiculaire à la droite quiunit les 
centres de ces deux sphères. 

La propriété énoncée subsiste que les centres soient à distanoe finie l'un de 
l'autre , ou à distance infiniment petite. 

Par conséquent , deux enveloppées successives S «t S' se Gouperunt suivant un 
cercle G dont le{>lan sera perpendiculaire à l'élémmt recliligoe oo' de ki courbe 
directrice Ç. 

Ainsi, toutesles caractérisiiques d'une êurface^canal sont des cercles dont les plans 
sont normaux à la courbe ^ parcourue par le centre de Vemehppée sphérique. 

Et comme nous pouvons remplacer la courbe \ par un polygone infinitésimal, 
et que nous pouvons, aucune hypothèse préalable ne s'y opposant, prendre le 
polygone infinitésimal à côtés égaux , nous voyons que touteàles caractéristiques 
de la surface-canal seront des cercles égaux , des cercles à% même rayon. 

Mais nous savons que lorsqu'une sphère, de rayon constant R, se meut dans 
l'espace, son centre parcourant une ligne droite, la surface enveloppe dans ce 
cas tout particulier est un cylindre de révolution ayant pour section droite un 
cercle du rayon R. 

La sphère S en passant en S' et son centre o arrivant en o', sur la courbe $, après 

avoir parcouru l'élément rectilighe oo', décrit donc un élément de cylindre de 
révolution B, et dès lors ce cylindre B se trouve tangent à la sphère S et à la surface- 
canal suivant un cercle G du rayon R. 

Ainsi , toutes les caractérisques de la surface-canal sont des cercles égaux et 
ayant même rayon que la sphère enveloppée. 

Des surfaces développables considérées comme enveloppées 

d^une surface donnée. 

XX. Étant donnée une surface 2, traçons sur cette surface une courbe d, faisons 
mouvoir un plan tangentiellement à la surface 2, le point de contact parcou- 
rant successivement la courbe d; Tenveloppe A du pian G sera une surface déve- 
loppable. 
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Les surfaces A et 2 seront tmgeirttt Fuile à Tautre, et auront cm eonnnAû une 
zone élémentaire 6oaïpni& entré la courtye d et uiie courbe d' înlBniment voisine 
de i: 

Cela posé : 

Si 9 et ^ smt des ooUH>e» sê9hèf6ibklieiseiHblablefnej/iiplaeéê9j la sUffâèe A sera une 
suffacB conique. 

Et en effet : 

L'on sait que toute surface conique jouit de la propriété d'être coupée par des 
plans parallèles suivant des courbes semblables et semblablement placées, et que 
réciproquement par deux courbes semblables et semblablenient placées, on peut 
toujours faire passer une surface conique (^). 

Or, cette propriété subsiste évidemment, que les courbes soient à distance finie 
ou à distance infiniment petite Tune de Uautre; donc, etc. 

Ce qui précède nous permet de démontrer d'une manière simple et rigoureuse 
la propriété dont jouissent les surfaces du second degré; savoir : •çua la coorbe de 
cantad d^un cône et d'tam surjheedu second degré est toujours une courbe flâne. 

Et en effet : 

On sait qu'une surface du second d^pré est toujours coupée par deux plans 
parallèles suivant des sections coniques semblables et semblablement placées ; 
donc etc. 

Dans les applications de la géométrie descriptive et particulièrement dans les 
problèmes des ombres ^ on est conduit à chercher sur une courbe d tracée sur une 
surface donnée £, le point de contact m d'un plan *0 tangent à la sur&ce 2 et 
passant par un point fixe de Tespace ou parallèle à une droite donnée déposition 
dans l'espace. 

Pour déterminer ce point m on est conduit à remplacer la surface 2 par Une 
surface simple A tangente à 2 tout le long de la courbe d« 

Cette surface simple A est ordinairement la surface développaUe engendrée 
par un plan roulant tangentiellement et* sur la surface 1 et sur la courbe d. 

Quelle sera la nature de cette surface développable A , lorsque la sur&ce 2 sera 
engendrée ou 1*" par une courbe i se mouvant parallèlement à elle^mênïe, ses 
paramètres ne changeant pas de valeur, ou 2"" par une courbe d se mouvant parais 
lèlement à elle-même , ses paramètres variant de manière à ce que celte courbe d 
reste toujours semblable à elle-même , ou S"" par un cercle d de rayon , constant ou 
variable , et se mouvant dans Tespace suivant une loi donnée ? 



{*) Fotr dam mM Oéurs dé géàmUrîê descriptive Hfhô^^ië pour les êlères de l^eote centrale 
des arts et mamifaotiires^ le chapitre o& j'expose la théorie de la êimililuds directs et intsrse. 
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XXL Nous allons résoudi'e oes diverses questions. 

i"* La courbe d restant cmstante et $e mouvant parallèlement à elleméme. 

La loi du mouvement de la courbe d sera donnée par une courbe Ç (fig. 128 ), 
qu'un point b de S devra parcourir. 

Or, la courbe d restant parallèle à elle«même, tous ses points p décriraient des 
droites parallèles à une droite D si la courbe l était une droite parallèle à cette 
droite D y et dans ce cas la surface 2 ne serait autre qu'un cylindre ip. 

Le point b parcourant sur la courbe i l'élément rectiligne bb', pendant que 8 
passe en la position successive et infiniment voisine d" (cet élément rectiligne bb' 
représentant ici la droite D, en le supposant prolongé)^ la courbe ^ ne décrit 
qu'une zone élémentaire du cylindre ip , laquelle zone sera commune et à la surface 
2 et au cylindre ^. 

Ainsi, dans ce cas, on doit remplacer la surface! par un cylindre ayant d 
pour directrice et ayant ses génératrices droites parallèles à la tangente 6 menée 
au point 6 à la courbe Ç. 

2"" La courbe d se mouvant parallèlement à eUe^même en restant semblable à elle^ 
même. 

La courbe à étant supposée arrivée en S" {fig. 120 ) , d et d' étant des courbes 
successives et infiniment voisines et semblables et semblablement placées, il 
s'ensuivra qu'en b et 6'( points qui appartenant respectivement aux courbes det^ 
sont successifs et infiniment voisins sur la courbe directrice ( ) les courbes d et i' 
auront des tangentes parallèles. 

Sien un point p arbitrairement pris sur la courbe i, je mène la tangentes à 
cette courbe, il existera sur if un point p' pour lequel la tangente tfkSf sera paral- 
lèle à t. 

La droite pp' prolongée sera la génératrice droite ou caractéristique de la sur- 
face développable A engendrée par le. plan & roulant tangentiellement sur la 
surface 2 et la courbe d* 

Or, les deux courbes d ei d" sont supposées semblables et semblablement 
placées, cette surface A sera donc un cône, et son sommet sera au points en 
lequel le plan tangent mené à la surface 2 en un point quelconque p de d coupera 
la tangente e menée en 6 à la directrice |. 

3** Un cercle 9 constant ou variable de rayon se mouvant dans l'espace suivant une 
loi donnée. 

La loi du mouvement pourra être exprimée d'une manière très-générale, ainsi 
qu'il suit : 

Concevons {fig. 130) deux courbes ^ et ^ situées sur une surface réglée izy 

Désignons par G, G', 0", les génératrices droites successives deir; 



i 
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G coupera la courbe . ^ en o et la courbe i en 6 > 
G' coupera la courbe ( en o' et la courbe ^ en b\ 
et ainsi de suite. 

00 sera donc un élément rectiligne de la courbe \ , et bb' sera aussi un élément 
rectiiigne de la courbe ^/ 

Concevons une seconde surface réglée ir. coupant la première surface ir suivant 
la courbe &. 

Désignons par H , H^ H'', les génératrices droites successives et infiniment 

voisines de tt, , H coupant G en un point o, H' coupant G' en un point o\ et ainsi 
de suite. 

Nous pourrons toujours tracer sur la surface ir, une cou rbe (. telle qu'elle coupe 
les génératrices H , H', H'', en des points d^ d!^ tels que l'on ait : 



od=obj o'ff=^o'b\ 

Et comme Ton suppose les deux surfaces tr etir, comme étant liées Tune à l'autre , 
oo' étant un dément rectiligne de la courbe £ , ddf sera un élément rectiligne de 
la courbe ^ tout comme bb' est un élément rectiligne de la courbe (. ; car oet o' étant 
par hypothèse des points successifs et infiniment voisins, les droites G et G", 
H et H^, qui passent respectivement par ces points o et o' seront des génératrices 
successives, les premières sur la surface tt, les secondes sur la surface ir,. 

Cela posé : 

Du point comme centre et avec ob ^==^od comme rayon, décrivons un cercle G. 

Du point o' comme centre et avec db'^=^'d! comme rayon , décrivons un cercle G'. 

Et ainsi de suite. 

Les cercles ainsi obtenus G, G', Ql\ seront des génératrices successives 

et infiniment voisines de la surface 2. 

Le mode de génération de la surface! est, comme on le voit, complètement 
défini et de la manière la plus générale. 

Remarquons que les plans de ces cercles G, G', C'\ sont des plans succes- 
sifs et infiniment voisins; ils se couperont donc deux à deux suivant des droites 
qui seront aussi successives et infiniment voisines , et qui secouperont deux à 
deux en des points successifs de l'arête de rebroussement y de la surface déve- 

loppable L enveloppe de l'espace parcouru par les pians des cercles G , G', C\ 

ces plans devant être considérés comme des enveloppées successives et infiniment 
voisines. 

Remarquons qu'au lieu de nous donner la seconde surface ir, et de tracer la 
seconde courbe ^ pour achever d'exprimer graphiquement la loi du mouvement du 
cercle mobile et générateur de la surface 2 , nous pouvions nous donner une 
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courbe y et assujettir le cercle mobile C à se trouver successivement dans chacun 
des plans osculateurs Y de y ; le centre o du cercle G étant le point en lequel le 
plan Y coupe la courbe ^, et son rayon étant égal à la distance existant entre les 
deux points o et 4 en lesquels le plan Y coupe les courbes l et Ç,. 

Remarquons encore que lorsque Ton se sera donné la surface 1 par Fun de 
ces deux modes de génération , on pourra toujours passer à l'autre mode. 

Gela posé : 

La stirface A engendrée par an plan tangent à la fois et à la surface 2 et au 
cercle C Sei^a dans tous les ca» une surface développablé , ddnt il ne sera pas 
possible de construire les génératrices droites , par les méthodes de la géométrie 
descriptive (ad moinfS avec ce que nous savons quant à présent), parce que 
pour qU'iinè drtfitë soit déterm niée, il faut deux points à dislance finie et qu'en 
vertu du mode de génération de la surface A i nous ne ne connaissons qu'un 
point de chaque génératrice droite , c'est le point de contact du plan & et de la 
surfoce 2 qui est le mètoe que celui de ce plan 6 et de la courbe C. 

Mais si ta surface A était conique ou cylindrique , nous pourrtons toujours la 
construire; parce (\me toutes les génératrices droites de A seraient parallèles à 
Une droite dont la position serait construite -^ans le cas où A serait un cylindre^ 
ou passeraient toutes par un point fixe qui serait aussi construit facilemetit si A 
était un cène. 

Cherchons donc en quel cas, ou » en d'autres termes , cherchons quelles modi- 
fications il faut faire subir au mode général de génération de la surface 2 pour 
que la surface A soit un cône ou uncrj^iindre; et d'abord supposons que la sur- 
face A soit un cône ou un cylindre de révolution. 

Si l'enveloppe A est un cylindre de révolution ou un cône de révoluUon tan- 
gent à la surface 2 suivant le cercle G , alors on pourra concevoir une sphère S 
tangente à la surface A et par suite à la surface 2 suivant le cercle G. 

Gette sphère S aura donc en commun avec la surface 2 , Une xowe élémentaire 
comprise entre deux cercles successifs. 

La surface 2 pourra donc être considérée comme l'enveloppe de l'espace par- 
couru par une sphère S , invariable ou variable de rayon. 

Or, deux sphères S et S\ enveloppées successives, se coupent suivant une cttrac- 
téristique circulaire G dont le plan est perpelidiculaire à l'élément rectiligne de la 
courbe X parcourue par le centre de l'^nt^oppéè ^hérique et mobile. 

Premier cas. La mrfaoe A étant un cylindre. 

Ce qui précède nous démontre que si le cercle G ne change pas de rayon, la 
sphère S ne variera pas de rayon , et que dès lors la courbe X ne sera autre que la 
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courbe ^ ; et qu'il faudra dès lors , dans ce cas particulier, que le^ plaps pscula- 
teurs de la courbe y arête de rebroussement de la surface développable L , soient 
normaux à la courbe |. 

Ce qui précède nous montre que la surface 1 n'est autre qu'une surface- 
canal. 

Dès lors , on peut dire qu'une surface-canal peut être engendrée de deux ma- 
nières différentes, ou V par une sphère mobile, de rayon constant , dont le centre 
parcourt une courbe ^^ ou 2"" par un^ cercle de rayon constant, dont le plan 
reste constamment normal à la courbe l parcourue par le centre de ce cercle 
générateur. 

Si maintenant nous faisons mouvoir un plan tangent à la surface 2, le point 
de contact parcourant le cercle C , on aura une surface développable A. 

Si le plan se meut tangentiellement à la sphère S , le point de contact par- 
courant la caractéristique G, on aura la même surface développa,ble A, puisque 
l'enveloppe 2 et lenveloppée S sont tangentes Tune à l'autre suivant la caractéris- 
tique C. 

Et comme le cercle G est un grand cercle de la sphère S , la surface A sera un 
cylindre de révolution ayant ce cercle G pour section droite et pour axe la tan- 
gente 6 à la courbe ^ parcourue par le centre o du cercle G, cette tangente 6 étant 
menée à la courbe i pour le point o. 

La zone élémentaire qui sera commune aux deux surfaces A et 2 ne sera pas la 
même que celle qui est commune aux deux surfaces S et 2. 

A et S sont en contact par une zone élémentaire appartenant ^ un cylipdre 4e 
révolution , par conséquent cette zone est comprise entre deux cercles parallèles 
et infiniment voisins G et G,, tandis que 2 et S sont en contact par une :^e 
élémentaire comprise entre deux cercles infiniment voisins G. et G' dpnt les plans 
se coupent suivant une génératrice droite de la surface L. 

Mais il n'y a rien là qui doive étonner, car en y réfléchissant on voit de suite 
que ces deux zones élémentaires ne sont en aucune manière liées l'une à l'autre 
géométriquement, car on ne passe pas et on ne peut passer de l'une à l'autre de ces 
zones élémentaires , en vertu d'une corrélation géométrique, puisque la zone 
( G, G') existe en vertu de la loi du mouvement de la sphère S, qui détermine 
cette enveloppée S à décrire l'raveloppe 2 ; et que la zone ( G , G. ) existe en vertu 
de la loi de mouvement du plan qui détermine cette enveloppée à décrire 
l'enveloppe A; et que les deux lois de mouvement sont indépendantes l'une de 
l'autre. 
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Deuxième cas. La mrface A étant un cône. 

Venons maintenant au cas où les cercles C , G', Q!\ successifs et infiniment 

voisins ont des rayons différents , les plans de ces cercles étant normaux à la 
courbe ^, heu de leurs centres . 

Nous avons déjà dit que deux sphères de rayons différents se coupent suivant 
un petit cercle et que cela a lieu que les centres de ces sphères soient à distance 
finie ou infiniment petite Tun de Tautre, et que» de plus, le plan du cercle d'in- 
tersection est perpendiculaire à la ligne droite qui unit les centres des deux 
sphères. 
Cela posé : 

Si la surface A est un cône de révolution tangent à la surface 2 suivant un cercle 
C , on pourra toujours construire une sphère S, tangente au cône A suivant le 
cercle C et dont le centre sera sur Taxe A de ce cône A , cet axe A passant par le 
centre o du cercle G et étant perpendiculaire au plan de ce cercle. 

Et si le plan du cercle G est perpendiculaire à la courbe Ç, parcourue par son 
centre o, on voit de suite que Taxe A ne sera autre que la tangente 6 menée à la 
courbe l au point o. 

On voit aussi que dans ce cas la courbe X , lieu des centres des sphères S, est une 
courbe différente de (. 

La sphère S étant tangente au cône A suivant le cercle G et le cône A étant 
aussi supposé langent à la surface 1 suivant le cercle G , les deux surfaces S et 2 
seront tangentes Tune à l'autre suivant le cercle G. 

Si l'on suppose maintenant que la sphère S se meut en variant de rayon suivant 
une loi telle qu'elle engendre (cette sphère S) comme surface enveloi^ le cône A, 
le centre de cette sphère S décrira l'axe du cône A ou la droite 9. 

La droite 9 doit donc être tangente à la courbe \ parcourue par le centre de la 
sphère passant en diverses positions S, S", S", telles que deux positions suc- 
cessives se coupent suivant un cercle dont le plan sera perpendiculaire à la courbe \ : 
or« la sphère en se mouvant ainsi décrira l'enveloppe 2. 

On voit donc que lorsque la surface 2 est engendrée par un cercle G dont le 
rayon varie suivant une certaine loi , cette surface 2 aura un cône A povr surface 
enveloppe de son plan tangent, ce plan tangent roulant sur le cercle G , lorsque les 

plans des cercles successifs G, G^ C", seront normaux à la courbe (, lieu de 

leurs centres. 

Et que dans ce cas la aurface 2 pourra être considérée comme engendrée d*une 
seconde manière , savoir : par une sphère mobile, variable de rayon et dont le 
centre parcourra une courbe X ayant successivement pour tangentes les tangentes 
de la courbe (. 



— 389 — 

Lorsqu'en géométrie descriptive on voudra écrire la loi suivant laquelle varie 
le rayon du cercle générateur C , on se donnera une courbe [i qui devra être par- 
courue par un point de ce cercle G. 

Ainsi, pour écrire graphiquement la surface 1 dans les deux cas, on procédera 
de la manière suivante : 

Premier cas. Le cercle générateur ayant un rayon consianu 

S'étant donné les projection» de la courbe l , lieu des diverses positions que 
doit prendre dans l'espace le centre du cercle générateur, on construira la courbe 
y, arête de rebroussement de la surface enveloppe L de» divers plans normaux 
de la courbe (, et on tracera dans chacun de ces plans normaux un cercle avec le 
même rayon R, 

Deuxième cas. Le cercle générateur ayant un rayon variable, 

S'étanl donné les projections de la courbe (, lieu des diverses positions du 
centre du cercle générateur, on construira la courbe y, arête de rebroussement 
de la surface L enveloppe des divers plans normaux N do la courl)e ^ 

On se donnera une courbe arbitraire /x, on déterminera le point n en lequel 
cette courbe fxest coupée par chacun des plans normaux N, etdu point o en lequel 
chaque plan N coupe la courbe ^, pris pour centre, on décrira dans chacun de ces 
plans N , et avec le rayon on , un cercle. 

Nous donnerons à la surface 1 dans le premier cas le nom de swrface-^xmal à 
section normale constante , et dans le deuxième cas le nom de surface-canal à section 
normale variable. 

Parmi les surfaces des canaux , on doit remarquer celles pour lesquelles la courbe 
l est une droite. 

Dans le cas où la ligne \ est une droite , la surface-canal est évidemment une 
surface de révolution et comme la courbe pi est une courbe quelconque , les 
sections normales sont variables. 

Ainsi, toutes les surfaces de révolution peuvent être considérées comme des 
surfaces des canaux à sections normales variables. 

Les parallèles d'une surfaces 2 considérée comme surface de révolution ne 
seront autres que les caractéristiques de cette surface 2 , lorsqu'on la considérera 
comme étant une surface-canaK 

La courbe méridienne plane ou la courbe génératrice à double courbure con- 
sidérée comme engendrant la surface 2 dans le premier mode, celui où l'on con- 
sidère cette surface 1 comme étant de révolution , ne sera autre que la courbe fi 
indiquée dans le deuxième mode, savoir : celui où Ton considère cette même 
surface 2 comme étant une surface-canal. 
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Si la courbe ^ est aussi une droite > on aura la surface-canal la plus simple. 
Or, la droite fi peut prendre trois positions par rapport à la droite L 

V Les droites fx et ^ peuvent être parallèles. 

Dans ce cas la surface-canal 2 est un cylindre de révolution. 

2* Les droites /x et Ê peuvent se couper. 

Dans ce cas la surface-canal 2 est un cône de révolution. 

i'' Les droites fx et 4 peuvent ne pas être situées dans le même plan. 

Dans ce cas la surface*canal 2 est un byperboloide à une nappe et de révolution . 

Dans le premier cas le cylindre est une surface-canal à sections normales con- 
stantes. 

Dans les deux autres cas, le cône et l'hyperboloîde sont des surfaces des canaux 
à sections normales variables. 

XXn. ^Supposons maintenant que la surface A soit un cône ou un cylindre 
non de révolution. 

■ 

Toute surface du deuxième degré jouit delà propriété d'être touchée suivant 
une courbe plane par un cône qui lui est tangent quelle que soit la position dans 
l'espace du sommet de ce cône enveloppe. 

Lorsque le cône devient un cylindre, la courbe de contact est une courbe 
diamétrale de la surface du second degré. 

L'ellipsoïde à trois axes inégaux, le par$4K>loide elliptique, et les deux hyper- 
boloides à une nappe ou à deux nappes et ayant chacun trois axes inégaux, sont 
les surfaces du second degré qui jouissent de la propriété de pouvoir être coupées 
par un plan suivant des sections circulaires, ainsi que le cône du second degré 
et le cylindre elliptique. 

On voit donc de suite que la surface 1 devant être engendrée par un cercle C, 
pour que la surface enveloppe A de son plan tangent (ce plan roulant sur le 
cercle C) soit un cône, il faudra que l'on puisse construire une surface du 
deuxième degré E tangente à la surface 2 tout le long du cercle C , ce cercle C 
étant une section circulaire de la surface Ë. 

Il faudra donc que la surface 2 puisse être l'enveloppe d'une surface du second 
degré E, se mouvant dans l'espace de telle manière que ses positions successives 

et infiniment voisines E, E^ E'', se coupent. deux à deux et successivement 

suivant des cercles C , G", G",..... et en généralisant ce qui précède, on peut dire 
que toutes les fbistfu'une surface 2 engendrée par une section conique G, seca 
reconnue pouvoir être engendrée par une surface du second degré £ , telle .que 
les caraciérisiiques de la surface 2 soient planes , l'on pourra toujours avoir pour 
la surface A une surface conique. 
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Ou , eor d'autres termes, il feudra pour que la surface À soit un cône que la 
section conique G génératrice de la surface 2, ne soit autre qu'une caractéristique, 
lorsqu'on considère la surface I comme surface enveloppe d'une surface enve- 
loppée E du second degré. 

De l'oBCutation des courbes et des surfaces. 

XXIII. Lorsque deux courbes ont un élément recliligne commun, nous dirons 
qu'elles ont entre elles un contact du premier ordre. 

Deux courbes qui ont en un point, un contact du premier ordre, ont en ce point 
même tangente et même plan normal. 

Lorsque deux courbes ont deux éléments rectilignes et successifs en commun, 
nous dirons qu'elles ont entre elles un contact du deuxième ordre. 

• * 

Deux courbes qui ont en un point un contact du deuxième ordfe , ont en ce 
point même cercle osculateur , même rayon de courbure , même plan osculateur. 

Lorsque deux courbes ont 3,-4^5, 6 , n éléments rectilignes et successifs com- 
muns , nous dirons qu'elles ont entre elles un contact du 3*, 4% 5*, 6% ... »**?* ordre. 

Nous nous servirons de l'expression d'oscuUttion toutes les fois quedeux courbes 
auront un contact d'un ordre supérieur au contact du premier ordre. 

Les courbes seront dites dans ce cas , osctdatrices l'une à l'autre. 

Deux surfaces en contact par un point» auront en ce point un contact du pre- 
mier ordre, si en menant par ce point un plan sécant arbitraire, les deux courbes 
intersections des surfaces par ce plan n'ont qu'un contact du premier ordre; et si 
cela a lieu pour tous les plans sécants. 

Les deux surfaces ont même plan tangent et même normale pour le point où 
elles ont un contact du premier ordre. 

Deux surfaces en contact par un point auront tout autour de ce^point un contact 
du deuxième ordre , si en menant par ce point un plan sécant arbitraire les deux 
courbes intersections des surfaces par ce plan ont un contact du deuxième ordre ; 
et si cela a lieu pour tous les plans sécants. 

Il en sera de même pour les contacts du 3% 4% n**** ordre tout autour d'un 

point de tangence. 

Nous dirons que deux surfaces sont osculatrices l'une à l'autre en un point , 
lorsqu'elles auront en ce point un contact d'un ordre supérieur au contact du 
premier ordre. 

Deux surfaces seront en contact tout le long d'une courbe, si menant par un 
point arbitraire delà courbe, un plan sécant aussi arbitraire, les deux courbes de 
section ont un contact du premier ordre. 
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Deux surfaces en contact par une courbe , ont même surface développabie 
tangente tout le long de cette courbe de contact. 

Deux sur faces auront un contact du 2%3%... n'^""" ordre tout le long d'une courbe, 
lorsque menant par un point arbitraire de cette courbe un plan arbitraire, les 
deux courbes de section auront entre elles un contact du 2% 3*, n**"* ordre. 

Nous dirons que deux surfaces sont osculairices l'une à l'autre tout le long d'une 
courbe , lorsqu'en chacun des points de cette courbe, elles auront un contact d'un 
ordre supérieur au contact du premier ordre. 

Gela posé : 

Toutes les fois qu'en géométrie descriptive nous aurons à résoudre des problèmes 
de contact du premier ordre, nous n'aurons à considérer que des éléments récit-, 
lignes. 

Mais toutes les fois que nous aurons à résoudre des problèmes de cojitact du 
deuxième ordre , nous aurons à considérer des éléments curvilignes. 

Lorsque nous considérerons un élément rectiligne^ nous pourrons employer dans 
nos constructions , la droite prolongement de cet élément ou , en d'autres termes , 
la tangente à la courbe ou à la surface à laquelle l'élément rectiligne considéré 
appartient. 

LfOrsque nous considérerons un élément curviligne , nous pourrons employer 
dans nos constructions , le cercle prolongement de cet élément ou , en d'autres 
termes, le cercle osculateur à la courbe à laquelle l'élément curviligne considéré 
appartient. 

Deux lignes courbes ou droites, une Rgne et une surface se coupent en un point. 

Deux lignes courbes ou droites , une ligne et une surface peuvent être en contact 
par un point, mais ce point n'a pas la même nature géométrique que le point 
d'intersection. Le point de contact de deux lignes est un élément rectiligne. 

Deux surfaces peuvent être en contact par un point , mais ce point n'a pas la 
même nature géométrique que le point d'intersection, nique le point de contact 
de deux lignes. Le point de contact de deux surraces est une facette élémentaire 
de la surface. 

De là , la nécessité de considérer trois espèces de points : 

Le point d'intersection donné par une sécante qui sera dit : point. 

Le point de contact d une tangente qui sera dit : point-ligne. 

Le point de contact d'un plan tangent qui sera dit : point-plan. 

Toutes les fois que nous aurons en géométrie descriptive à considérer un point, 
nous pourrons employer deux ligiiies se coupant en ce point. 

Toutes les fois que l'on aura à considérer un point^ligne , nous pourrons em- 
ployer deux lignes tangentes l'une à l'autre en ce point. 
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Toutes les fois que l'on aura à considérer un poini-fUm , nous pourrons em- 
ployer deux nafaces tangentes Tune à Tautre en ce point. 

Et ainsi lorsque sur une courbe on aura è considérer un point-ligne , pour la 
solution d'un problème , on pourra remplacer pour ce point particulier la courbe 
par sa tangente. 

Et ainsi lorsque sur une surface on aura à considérer un poini'plan pour la 
solution d'un problème » on pourra remplacer pour ce point particulier la surface 
par son plan tangent. 

Par la même raison lorsqu'il faudra en un point d'une courbe considérer un 
élément curviligne de cette courbe, on pourra remplacer la courbe par son cercle 
osculateur en ce point. 

Par la même raison encore , lorsqu'il s'agira de considérer la courbe de contact 
de deux surfaces , on pourra remplacer ces deux surfaces par la surface dévelop- 
pable qui leur est tangente à Fnne et à l'autre et tout le long de cette courbe de 
contact. 

Et l'on est ainsi conduit à concevoir que lorsqu'entre deux courbes ou deux 
surfaces, il s'agira de contact d'un ordre supérieur, du n*^~ ordre par exemple , on 
devra remplacer ces courbes ou ces surfaces par les courbes ou les surfaces les 
plus simples que Ton puisse connaître et qui jouissent de la propriété de pouvoir 
avoir entre elles un contact du même ordre , c'est-à-dire du n**"* ordre. 

Diaprés ce qui précède cherchons , quelle est la surface la plus simple qui aura 
un contact du deuxième ordre avec une surface-^canal tout le long d'une caracté- 
ristique de cette surface-canal. 

« 

Premier cas. Surface à sections normales constantes. 

Le cercle G du rayon R se meut dans Tespace , son centre o parcourant une 
courbe \ et son plan étant normal à la courbe ou directrice \. 

Considérons trois points successifs et infiniment voisins o, o\ o" de la 
courbe \. 

Nous aurons trois caractéristiques successives G, G^, G'' de la surface-canal 2. 

Par G et G' passe la sphère S. 

Par G' et G'' passe la sphère S'. 

Et les deux sphères S et S' sont deux enveloppées successives de la surface enve^ 
loppe 1. 

La sphère S est tangente à la surface 2 tout le long de la courbe G, c'est-à-dire 
que si l'on fait mouvoir le plan tangentiellement à la surface 2 le long de G, on aura 
un cylindre de révolution A qui sera tangent à la fois à la surface 2 et à la sphère S. 

La zone élémentaire de contact des surfaces A et S, A et 2, ne sera par comprise 
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entre C et C\ tandis que la xone élémentaire de. contact des surfaces 2 et S est 
comprise entre G et G^ 

S touche 2 tout le long de la courbe G et coupe £ tout le long de la courbe G' ; 
c'est pour cela qu'il n'y a qu'un contact du premier ordre entre S et 2 tout le 
long de la zone élémentaire (G, G^- 

Le plan de la caractéristique C sera perpendiculaire en o au premier élément 
rectiligne oo\ le plan de G' sera perpendiculaire en o^ au second élément rectiligne 
o'o" et le plan G'" sera perpendiculaire en o" à un troisième élément rectiligne 

oV de la courbe Ç, 

Gela posé : 

Goncevons le cercle 3 osculateur de la courbe (, le cercle 9 passera par les trois 

points o, o'j o'\ et il aura pour éléments rectilignes successif (kI et o'o'\ mais 

le troisième élément rectiligne oV de la courbe \ n'appartiendra pas à ce cercle d. 

Pour le point curviligne odd' de la courbe \ , nous pourrons remplacer cette 
courbe par son cercle osculateur d. 

Et la surface^canal Q qui aura d pour directrice , et pour caractémUque le cercle 
G du rayon R , aura en commun avec la surface 2 » les cercles G et G', mais sera 
non-seulement tangente à 2 tout le long de G , mais encore tout le long de G"; 
elle aura donc un contact du second ordre avec la surface 2 tout le long de la zone 
élémentaire (G, G'). 

Ainsi la surface la plus simple qui puisse avoir un contact du second ordre tout 
le long d'une caractéristique d'une surface-canal à sections normales constantes, 
est un 0re qui est la plus simple surface^canal i sections normales constantes que 
l'on puisse imaginer. 

Deuxième cas, Suirface-camU àseoUons mrnuU09 vari 

Nous pourrons couper la surface 2 par le plan du cercle osculateur i , et nova 
aurons une courbe (i,. 

Les trois caractéristiques successives G, G", C" dont les centres o, o', o" appar- 
tiennent à la fois à la courbe ^ et à son cercle osculateur 3» couperont la courbe 
/x, en trois points p, p\ p'\ qui seront des points successifs et infiniment voisins 
de cette courbe /z. puisqueo, o\ o'\ sont des points successifs et infiniment voisÎAS 
de la courbe $. 

Dés lors , les trois points p, p , f appartiendront au cercle K osoulatour de la 
courbe |ut,. 

La surface osculatriee du deuxième ordre tout le long de H osractéristique Q à 
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la sttrfiM» canal 2« sera donc une sur&ce-eanal à sections normales "variables et du 
même genre , par conséquent , que la surface proposée 2. 

Cette surface simple aura le cercle i pour directrice et le cercle R exprimera 
graphiquMnent la loi suivant laquelle doivent varier les rayons des carociéris" 
tù/ueê drculaireê C. 

Théorème général relaltf aux courbes et surfaces ayant une 

ùsculaûan entre elles. 

XXIV. De ce qui précède on peut conclure rigoureusement^ 

Que si l'on transforme deux courbes ou deux surfaces ayant un contact du n*^* 
ordre en deux autres courbes ou deux autres surfaces, la transformation s'opérant 
par le même mode pour les deux courbes ou les deux surfaces, les courbes ou les 
surfaces transformées auront comme les courbes ou les surfaces primitives un 
contact du n**^ ordre. 

Remarques sur la théorie précédente^ des infiniment petits 

en géométrie descriptive. 

XXV. Les divers auteurs qui depuis Monge ont écrit des traités de géométrie 
descriptive, ont tous donné des démonstrations inexactes lorsqu'ils ont voulu 
recourir à l'emploi des infiniment petits. 

Cela tient à ce qu'ils ont cru pouvoir transporter dans la géométrie descriptive ou 
la langue graphique , les infiniment petits tels qu'on les conçoit en analyse ou 
dans la langue algébrique. 

Ainsi ils emploient tous cette expression , en passant à la limite , expression 
dont la valeur est parfaitement définie en analyse, mais qui n'a aucun sens en 
géométrie descriptive. 

En passant â &i/fmire, disent-ils, deux points situés à distance finie se super- 
posent et une sécante devient une tangente et un plan sécant devient un plan 
tangent , etc. Toutes choses géométriques qui n'ont point été démontrées et qui 
ne sont énoncées que par analogie avec ce qui se fait en analyse. 

Mais lorsqu'en analyse y on dit que l'on passe à la limite, on voit comment 
on arrive à la limite; il y a des théorèmes à ce sujet qui vous servent de guides 
et qui servent à vous redresser si vous ne vous conformez pas à leurs pres- 
criptions. 

Je vais parmi plusieurs inexactitudes en choisir trois , qui serviront à faire 
apprécier Terreur des géomètres qui transportent par irréflexion dans la géométrie 
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descriptive les idées que Ton peul écrire eu analyse ou langue algébrique^ au 
sujet des inCniment petits. 

i " Démonsiration de la propriété donijotdi le plan tangent en un point if une êurjace, 
savoir y de contenir les tangentes à toutes les courbes qui tracées sur la surface se cnrisent 
en ce point. 

On dit : étant donnée une surface 2 on peut la concevoir engendrée par une 
courbe G se mouvant suivant une certaine loi. 

Concevons deux positions à distance finie , C et G., de cette courbe génératrice. 

Prenons un point m sur G , et par ce point faisons passer deux courbes arbi- 
traires (et l\ Les courbes l et l' couperont respectivement la courbe G. aux points 
y et y'. 

Les trois points m^y^ y formeront un triangle. 

Lorsque la courbe G, se mouvra dans Tespace pour reprendre la position C , 
les points y et y se mouvront respectivement sur les courbes Ç et ^ et enfin 
à la limite f les points y et y se superposeront sur le point m, et dès lors â la 
limiie , les sécantes my et my' deviendront les tangentes respectives en m des 
courbes l et l'. Et comme enfin la courbe G, en venant prendre la position de la 
courbe G, les deux points y et y' se rapprochent l'un de l'autre pour se con- 
fondre avec le point m, lorsque les deux courbes G. et G se confondent, on peut 
dire qu'à la limite la sécante yy^ devient la tangente en m à la courbe G. 

Et dès lors, les trois points m , y, y' se confondant avec le point m, on peut dire : 
à la limite j les trois tangentes en m aux courbes G ^ ( et ^ sont dans un même plan. 

Mais n'est-il pas évident que Ton présuppose ce que l'on voulait démontrer? 

N'est-il pas évident que si l'on considère trois courbes ly Xj f tracées sur la 
surface 1 et se croisant au point m situé sur la position primitive de la généra- 
trice G , ces trois courbes coupant respectivement la position à distance finie C, 
de la génératrice G de la surface 1 en les points y , y' y y"', les sécantes my , my\ my" 
ne seront pas situées dans un même plan? Et dès lors, qui nous démontre qu'à 
la limite , ces trois sécantes devenant les tangentes au point m aux trois courbes 
1 9 ^9 l'\ ces trois tangentes seront dans un même plan ? 

Par le mode de démonstration employé et adopté, on fait un cercle vicieux , 
car il est évident que l'on présuppose précisément ce que Ton veut démontrer. 

Et en effet, ne pouvons-nous pas supposer que pour le point m la surface 1 est 

constituée de telle manière que les tangentes aux diverses courbes (, ^, 1^'y 

qui tracées sur cette surface 2 se croisent au point m, ne sont point situées dans 
un même plan ; et cependant en appliquant à ce cas le mode de démonstration 



— 3»7 -^ 

précédent, miarriterait à démontrer que toutes ces tangentes , sont dans un 
même plan. 

Mais , dira-t-on » dans le cas particulier que vous concevez le point m est un 
point singulier de la surface 2 , il est à cette surface 2 ce qu'est le sommet par 
rapport à la surface conique; c'est un point pour lequel la surface a une infinité 
de plans tangents. 

Et qui nous dit que les points d'une surface ne sont pas tous dans le même cas ? 

Ce ne peut être le mode de démonstration précédent, car précisément il con- 
duit à considérer le point de contact d'un plan tangent et d'une surface y comme 
étant un potnl tnathémaiique (ou un potn^poml comme je l'ai défini précédemment), 
ce qui est précisément la nature géométrique du point d'une surface lorsqu'il 
est tel que plusieurs plans tangents peuvent être menés par. ce point à la 
surface. 

Il nous semble que le mode de démonstration que nous avons donné de ce 
théorème important est à l'abri de toute objection, car il est fondé sur une loi 
de génération des surfaces, qui permet de reconnaître si le point m considéré sur 
la surface 1 est un point singulier ou non. 

Et en effet , le plan qui passe par la tangente en m a la courbe C , prenant 
diverses positions dans l'espace, coupera la surface 2 suivant des courbes G. , 

C., G,, qui seront telles que leurs branches se croiseront au point m, ou 

qu'une seule branche passera par le point m, et on ne peut évidemment admettre 
que ces deux hypothèses, en supposant que par le point m ne passe qu'une nappe 
de la surface 2. 

Dans le premier pas, il y aura évidemment une surface conique formée par 
les tangentes en m aux diverses courbes G., G., G, et dont le sommet sera le 
point m. 

Dans le deuxième cas, cette surface conique ne sera autre qu'un pian auquel 
on donne le nom de plan tangent. 

2^ Deux génératrices successives et infiniment voisines étun hyperbolaide à une nappe 
et de révoltuion ne se coupent pas. 

Sur le cercle de gorge G d'un hyperboloide de révolution , prenons deux points 
m et m' à distance finie l'un de l'autre ^ et en chacun d'eux menons les tangentes 9 
en m et 0' en ni au cercle de gorge. 

La génératrice G passant par le point m et la génératrice G' passant par le 
point m^ (ces deux génératrices appartenant au même système) se projette- 
ront sur le plan du cercle de gorge et respectivement suivant les droites 9 

et e'. 
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Les plans passant par G et 9 , 6' ^ 9^ seront perpradioulaires au plan du cercle 
de gorge C. 

Les deux tangentes 9 et 9' se couperont en un point 9 et les deux plans (G» 9) 
et (G', 9') se couperont suivant une droite Q se projetant sur le plan du cercle C 
en le point 9, puisque cette droite Q est perpendiculaire au plan du cercle G. 

La droite Q coupera la génératrice G en un point y et la génératrice G^ en un 
point y'. 

Cela posé : 

Si Ton suppose que le point m' se rapproche du point m , quelque prés que 
Ton suppose le point m du point m, les deux points y et y seront toujours , Tun 
au-dessus et Tautre au-dessous du plan du cercle de gorge G , et les projections 9 
et9^des droites G et G' ne se confondront point, quelque rapprochés que Ton 
suppose les points m et m'; et quelque rapprochés que l'on suppose les points m 
et m\ le. point q sera toujours hors du cercle C ; dès lors , les deux droites G et 
G' ne se rencontreront point, quelque rapprochés que soient les points m et m\ 
donc deux génératrices successives ne se coupent pas. 

Par ce mode de démonstration , on considère deux génératrices que Pon dit 
être successives et qui ne le sont point. 

Et en effet, si nous concevons que la droite G , en se mouvant dans l'espace pour 

décrire Thyperboloîde , passe en les positions successives G, G^ G'', G^'\ on 

prend pour génératrices successives G et G'^, et non G et G". 

Or, dans les surfaces réglées (soit gauches, soit développables), la première 
et la troisième génératrices successives ne se coupent pas; tandis que la première 
et la deuxième génératrices successives se coupent pour la surface développable 
et ne se coupent pas pour la surface gauche. 

Ainsi, par le mode de démonstration employé, on ne démontre rien. 

La démonstration rigoureuse est, à ce que je crois, la suivante: 

Concevons sur le cercle de gorge C les points successifs et infiniment voisins 

m, m\ m'\ m"\ par chacun de ces points passera une génératrice droite de 

la surface hyperboloîde. 

On aura donc les génératrices successives et infiniment voisines G, G^ C, G%. . . 

Les éléments rectilignes mm, mW, m'W, du cercle C étant prolongés 

seront respetivement les projections, sur le plan de ce cercle de gorge C, des 
droites G, G', G", 

Les plans (G, mm') et (G^, mW) se couperont suivant une droite Q, laquelle 
coupera G en un point y et G' en un point qui ne sera autre que m\ 

Et le point y ne se superposera avec le point m' qu'autant que Fangle a que 



— 399 — 

G ou G' fait avec le plan du cercle G sera nul. .Lorsque Tangle % $era droit les 
droites Q et G' se confondront ; dès lors G et G' seront parallèles ^ et dès lors la 
droite Q et aussi la droite G' couperont toutes les deuii: la droite G à Tinfini. 

Ainsi 9 tant que Tangle a n'est pas nul ou droit, les deux génératrices succès* 
sives et infiniment voisines G et G' ne se coupent pas et la surface est gauche. 

Lorsque l'angle n est nul » la surface n'est autre que le plan du cercle C , 
c'est-à-dire une surface développable. 

Lorsque l'angle a est droit, la surface est un cylindre, et ainsi elle est encore 
une surface développable. 

3* Construire le point culminant de la courbe-intersection d'un plan et d'une surface 
définie par des sections horizontales. 

Étant donnée une surface ou un terrainl par les projections sur le plan hori- 
zontal d'une suite de sections horizontales équidistantes et un plan P par son 
échelle de pente , ayant déterminé les points de la courbe G , section de la surface 
parle plan P, il arrive que la courbe de section G se prolonge entre deux courbes 
horizontales i et ^ de la surface 2; on demande de déterminer le point o de la 
courbe G compris entre les courbes de niveau d et d' et pour lequel la tangente 9 
est horizontale et se projette suivant une droite perpendiculaire à la projection E 
de la ligne de plus grande pente du plan P. 

Le problème ainsi énoncé , on dit : 

Si les deux courbes d et ^ étaient infiniment voisines, oa pourrait toujours 
leur mener une droite qui , perpendiculaire à l'une des courbes i et parallèle à E, 
serait smisiblemeni perpendiculaire à l'autre oourhe if. 

Nous cherchons donc à mener à d et ^ quoique œa oourbes -soient situées à 
distance finie Tune de l'autre, mais en les supposant, toutefoia» assez rappro»* 
chées , une droite N normale en même temps à l'une et.à l'autre de ces courbes 
3 et^ et parallèle à E. 

N coupera i au point m et d' au point m^ 

Les tangentes t et ( menées respectivement aux points m et m pour les courbes 
det^> seront parallèles entre elles et perpendiculaires i E. 

Nous pourrons donc chercher l'intersection du plan P et du plan (i, i') , ses 
deux plans se couperont suivant une droite 9 qui sera la tangente demandée, 
laquelle coupera la droite G qui unit les points m et ni en un point o qui sera le 
point culminant de la courbe C, 

Examinons cette démonstration : 

l"" Étant données sur un plan deux courbes d et d" et une droite E, quelque 
rapprochées qu'on suppose les courbes, on ne pourra pas leur mener une normale 
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commune parallèle à la droite E quelle que soit la direction de cette droite E. 

Et en effet : 

Concevons deux cercles D et D'; on ne pourra leur menef une normale com- 
mune qu'autant qu'elle passera par les centres o et o^ et cela aura lieu que les 
centres soient à distance finie ou infiniment petite. 

On dit bien sermblemenî perpendiculaire à Tune et à Taulre des courbes^ mais 
en géométrie on ne peut admettre des approximations de ce genre ; toute approxi- 
mation doit être soumise à une loi géométrique et ne doit violer aucune loi géo- 
métrique. 

Ainsi , comme exemple , on peut construire une suite de tangentes à une courbe 
de l'espace et projeter ces tangentes sur un plan, et dire les tangentes de l'espace 
sont à distance finie les unes des autres et ne se coupent point deux à deux , ce 
qui aurait lieu si elles étaient successives et infiniment voisines, on ne peut donc 
rigoureusement construire un polygone fini et enveloppe de la courbe de Tespace; 
mais comme les projections des tangentes se coupent deux à deux et donnent 
un polygone fini, enveloppe de la projection de la courbe, en construisant 
une courbe tangente à ce polygone , on aura approximaHvemeni la projection 
de la courbe de Tespace. 

L'erreur commise dans la démonstration vient de ce que , en considérant deux 
courbes de niveau , on aurait dû considérer une trajectoire coupant ces courbes 
et les coupant à angle droit. 

Lorsque les deux courbes de niveau sont infiniment voisines, c'est rélément 
curviligne de la trajectoire, ou, en d'autres termes, c'est le cercle osculateur de 
cette trajectoire que coupent rectangulairement ces deux courbes de niveau 
successives et non Vêlement reciiligne de cette trajectoire. 

S"" En examinant de plus près la démonstration on voit que l'on a voulu rem- 
placer la zone de surface 1 ou du terrain qui est comprise entre les deux courbes de 
niveau d et S> par une surface géométrigue gauche. 

Mais trois conditions suffisent pour déterminer le mouvement d'une droite. On 
ne peut donc dire : remplaçons la zone du terrain par une zone de surface réglée 
telle qu'elle soit engendrée par une droite s'appuyant sur les courbes d et d' et 
restant pendant son mouvement normale à d et normale aussi à ^ ; car on se don- 
nerait quatre condUions. 

La solution du problème doit être donnée ainsi qu'il suit x 

Faisons rouler sur les courbes d et d" un plan Q, ce plan engendrera une surface 

développable <{; ; c'est la zone de la surface ^ comprise entre les courbes de 

piveau i et^ que l'on substituera à la zone de la surface 2. 
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On mènera dès tors deux droites < et i uogentes aux courbes d et ^ et parallè- 
lement à l'écheHe de pente E et tangentes à d et d' aux points m et m'. 

Le plan Q passant par i et i coupera le plan P suivant la droite horizon taie 
et dont la projection sera perpendiculaire à E> et cette droite S coupera la droite 
mai au point culminant o de la section G, 

Revenons sur la diflërence qui doit nécessairement exister entre les manières de 
concevoir les infiniment petits en géométrie descriptive ei en ansUyse , et de les 
exprimer dans le langage géométrique et dans la langue algébrique. 

Lorsque l'on se sert de Y analyse de Descartes, on dit que la tangente est la limite 
des sécantes et l'on arrive à la tangente en un point m d'une courbe G , par la 
marche suivante; on prend l'équation t^— y =: m (x—x) d'une droite B passant 
par le point m dont les coordonnées sont x' et y' ; on cherche les coordonnées 
des points de rencontre de cette droite B avec la courbe G dont l'équation 
qui est y=/(x) se trouve satisfaite parles coordonnées a;" et y'\ ensuite on éli* 
mine x entre les deux équations de B et de G et l'on a une équation f ( j/)=50. 

Les racines de cette équation 9(i/)=0 sont les, valeurs des coordonnées y des 
divers pointsen lesquels la droite B'coupe la courbe G. 

L'une de ces racines est évidemment t/^ * 

Pour que la droite B devienne une tangente au point m , il faut que Ton ait 
plusieurs racines égales entre elles et à y. 

Alors on dit que les points de sécan<;e pour lesquels les ordonnées sont égales 
à y\ se sont superposés sur le point m. 

G'est dans ce sens que l'on dit passera la limite; ainsi lorsque l'on passe à 
la limite en employant Vanalyse de Desçartes^ on suppose rigoureusement que les 
points se superposent, mais il n'y a aucune considération d'infiniment petits. 

Plus tard on introduisit l'idée des infiniment petits dans Y algèbre et Ton obtint 
(analyse infinitésimale en écrivant les infiniment petits en langue algébrique et en 
se conformant à l'esprit de l'algorithme algébrique. 

Alors on fut conduit à considérer la tangente comme une droite qui passant 
par un point m d'une courbe G , était telle que si Ton considérait un ppînt m' 
situé sur la courbe G et voisin du point m , l'ordonnée de la courbe G pour ee 
point m' coupant la droite en un point n, le point ml pouvait toujours être 
rapproché du point m (tout en restant sur la courbe G) de manière i ce que la 
différence m'n fût plus petite que toute quantité donnée, et l'oapeut dire alors 
que la tangente 9 en m à la courbe G n'est que le prolongement de Y élément recti- 
ligne de cette courbe G au point m. 

Pourquoi ne pas employer les éléments rectilignes auxquels nous sommes con- 
duits par une analyse rendue supérieure par l' intraduction des infiniment petits 

51 
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et eoiployer toujours la superpoiiiUm des points ^ -k laquelle on a été conduit par une 
analyse restreinte ? En résumé : dans la langue algébrique de Descartes on dit : 
l'équation <f(y)=Oades racines égales , et l'on eiprime en langage géométrique ce 
résultat en disant \ plusieurs points se superposeni. 

Dans la langue algébrique supérieure, on dit : la différence enJtre deux ordonnées 
peut devenir plus petite que toute quantité donnée y et le résultat obtenu s'exprime en 
langage géométrique , en disant : il existe un élément rectUigne commun. 

Il me semble que la manière doot j'ai défini les points successifs et infiniment 
voisins et les courbes successives et infiniment voisiDes, est conforme à Tesprit de 
la géométrie et exprime nettement la loi de continuité qui existe dans les courbes 
et les surfaces et que les infinimeni petits se trouyent introduits dans la géométrie 
descriptive, avec autant de rigueur qu'ils l'ont été dans \ analyse. 

Mais on doit remarquer que l'introduction des infiniment petitstlans la géométrie 
descriptive, tout en perfectionnant cette science, ne pourra jamais lui donner la 
puissance qui appartient à Y analyse infinitésimale. 

V analyse sera toujours l'instrument le plus puissant pour la recherche des 
vérités mathématiques; toutefois on ne doit pas dédaigner la géométrie descriptive 
qui rend de grands services aux ingénieurs, et qui est appelée à. leur rendre de 
nouveaux services et très-importants , pour peu qu'ils Tétudient av^ soin et qu'ils 
s'intéressent à ses progrès. 

N'oublions pas que Monge a dit ; La géométrie descriptive est la langue écrite de 
l'ingénieur. 

m 

I II. 

« 

Des divers points singuliers qu'une courbe plane peut présenter dans son cours {*). 

C'est en vertu de la théorie des infiniment petits , telle que nous l'avons appli- 
quée à la géométrie descriptive , que,-sans avoir besoin de recourir à Vanalyse , nous 
allons ^parvenir à reconnaître qu'une courbe plane G peut présenter dans son 
cours des ii^exions particulières, et que nous allons démontrer, rigoureusement , 
que pouY ces points (auxquels on donne le nom àe points singuliers) la courbe C a 
nécessairement un rayon de courbure nul ou infini. 

Et nous parviendrons même à reconnaître, et d'une manière certaine, non-seu- 



(*) Cette section du chapitre VII a été communiquée à la Société philomatique dans sa séance du 
février i»àù. 



8 février ISiO. 
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lement si la défeloppée d de la ceurbe G , mais eneore si la dè^eloppëe d, de la 
développée d a , en son point correspondant an point singulier de la courbe G, un 
rayon de courbe fini, nul ou infini. 

Nous avons précédemment établi, ce qui suit: 

V Lorsque deux courbes G et G' à simple ou à double courbure ont deux points 

successifs m et m' communs, ou , en d'autres termes , un élément rectiligne mm 
commun, elles sont tangentes Tune à l'autre; ces deux courbes G et G' ont 

même tangente 6 , cette tangente 6 n'étant autre que l'élément rectiligne mm' 
prolongé. 

Et on dit que les deux courbes ont dans ce cas un contact du premier ordre. 

2"" Lorsque deux courbes G et G', à simple ou à double courbure, ont (rois points 
successifs, m , m\ m" communs, ou, en d'autres termes deux éléments rectilignes 

successifs mm'y mW communs, ces deux courbes ont un contact du deuxième 
ordre, ou ont un élément curviligne commun , ou en d'autres termes ont même 

cercle osculateur ou même rayon de courbure. 

> 

3** Lorsque denX courbes G et G' à simple ou à double courbure , ont quatre 
points successifs m, m\ m'\ m'" en commun, ou, en d'autre termes, trois 

Il I -msi^^— «• « I I 

éléments rectilignes succeseife communs mvti^viim\ m"m"\ on dit que ces deux 
courbes ont un contact du troisième ordre. 

Le&deuxcourbesontdansce cas deux cercles osculateurs successifs communs 
et deux plans osculateurs successifs communs. 

Il peut arriver que les quatre points successifs m , m\ m'V ^"y déterminent 
un seul cercle , alors dans ce cas les deux cercles osculateurs successifs se super- 
posent et les deux plans osculateurs se superposent. 

Lorsque l'on a une courbe G (plane) telle que pour un de ses points m, son 
cercle osculateur a un contact du troisième ordre avec elle , on dit que le point 

« 

m est un sommet de la courbe G. 

4"" Lorsque deux courbes G et G", à simple ou à double courbure, auront 
(n+i)'Points successifs communs, ou, en d'autres termes, n éléments rectilignes 
successifs, communs , on dit que cea deux courbes ont un contact du vi^"^ 
ordre. 

Gela posé,, venons aux point» sifîguliers qu'une courbe plane peut présenter 
dans son cours. 

hespoinis sing^diers qu'une courbe plvne peut présenter dans son cours sont 
au nombre de quinze. 

L'existence de onze de Cl» points se démontre en considérant la courbe plane 
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comme ia projection d'une courbe à double courbure ; t'existenee des quatre 
derniers se démontre au moyen de la développée de la courbe plane. 

Les quinze points sinfiuliers se divisent en cinq séries : 

V* SÉRIE. 

l"" Les points en lesquels plusieurs branches viennent se croiser: 
Points multiples de première et de deuxième espèce. 

2' SÉRIE. 

2'' Les points pour lesquels le rayon de courbure est nul : 
Points de rebroussement de première et de deuxième espèce. 
Point aigu y point dHr^exion simple et point d'arrêt. 

3* SÉRIE. 

3* Les points pour lesquels le rayon de courbure est infini : 
Point méplat et point d'inflexion double. 
Points de rebroussement de première et de deuxième espèce pour lesquels le 

rayon de courbure est infini. 
Point d'arrêt pour lequel le rayon de courbure est infini. 

4* »ÉRIE. 

4'' Le point de rebroussement de seconde espèce pour lequel le rayon de cour- 
bure est fini. 

5' SÉRIE. 

5" Point isolé. — Point asymptote. 

DES POINTS MULTIPLES. 

L Dupointmulilpte de première espèce. 

i** Une courbe à double courbure G peut toujours être considérée comme étant 
située sur deux cylindres, et Ton peut prendre ceux qui projettent horizontalemenc 
et verticalement cette courbe G. 

On peut donc considérer une courbe G située dans l'espace comme étant Tin- 
tersection des deux cylindres projetants et ayant dès lors pour section droite , le 
premier la courbe G^ et le second la courbe G^; G^et G^ étant les projections 
horizontale et verticale de la courbe G. 

2'' Une courbe G située dans Tesnace oeut toujours être considérée comme 
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étant rintersectioa de deux cônes qui auraient l'un et l'autre pour directrice 
commune cette courbe G, les sommets de ces cônes étant, d'ailleurs, arbitraire- 
ment placés dans l'espace. 

3* Deux cônes peuvent se couper suivant des courbes ayant des branches infinies, 
ces branches ayant chacune ou non une asymptote. ( On sait , en géoméirie 
descriptive, reconnaître si la courbe intersection de deux cônes, a ou non des bran- 
ches infinies, et si chaque branche infinie a ou non une asymptote). 

Gela posé : 

L'on sait, par la construction même de V épure y que deux cylindres 2 et 2. qui 
ont un plan tangent commun, se coupent suivant une courbe à double courbure 
S formée de deux branches au moins et se croisant au point m en lequel se cou- 
pent les génératrices G et G. de contact du plan 6 et des surfaces 2 et 2,. 

Ainsi l'on sait qu'une courbe à double courbure peut présenter un point multi- 
ple y c'est-à-dire un point en lequel plusieurs branches de la courbe viennent se 
croiser. 

Pour ce point chaque branche aura une tangente distincte , puisque pour ce 
point les éléments rectilignes des branches de la courbe ne se confondent point , 
mais s'entrecoupent. 

Si l'on projette la courbe G sur le plan @ , on aura une courbe plane G, formée 
d'autantde branches que la courbe G et dont les branches se croiseront au point m. 

Ainsi une courbe plane peut présenter un point muUiple. 

On donne au point multiplequi est tel que les branches qui passent par ce point, 
s'y croisent, et que dès lors on a pour ce point autant de tangentes que de bran- 
ches de courbe , on donne, dis«je, à ce point, le nom de potnl multiple de première 
espèce {fig. 431). 

II. Du point multiple de deuaAème espèce. 

Traçons sur un cône 2, ayant pour courbe directrice une courbe fermée , une 
spirale G ; cette courbe G coupera chacune des génératrices droites du cône en une 
infinité de points. 

Désignons par n , n\ n\ vl"j les points en lesquels une génératrice droite G 

du cône 2 est coupée par la spirale G. 

Gonstruisons le plan tangent au cône 2 le long de la génératrice G. 

Menons un plan N perpendiculaire à G et coupant cette droite en un point p. 

Projetons la spirale G sur le plan N, suivant une courbe G". 

Gela posé : 

Tous les points n, n", vl\.... se projetteront sur le plan N en un seul et môme 
point qui ne sera autre que le point p. 
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i£t la cautbe G" sera évklemmeni formée d'une infinité de spires passant 

toutes par le point p, et les diverses tangentes en n , n'y n'\ k la courbe G 

se projetteront en une seule et même droite i qui sera la tangente commune en p 
à toutes les sjÀTe9 de la courbe plane G". 

Une courbe plane peut donc offrir un point mtUHple tel que toutes les branches 
dont cette courbe se compose aient en ce point même tangente. 

On donne à ce point le nom de point multiple de deuxième espèce (fig. 132). 

On peut parvenir à une courbe plane offrant un point multiple , par une autre 
considération : 

l"" Goncevons deux cylindres ayant chacun pour section droite une courbe fer- 
mée y et se coupant suivant une courbe G d* arrachement. On pourra faire rouler sur 
cette courbe G un plan tangent P à cette courbe et ayant avec elle deux points dé 
contact pet q situés à distance finie l'un de l'autre. 

La droite G qui unira les points p et 9 sera une des génératrices droites de la 
surface développable engendrée par le plan P. 

Si l'on projette la courbe G sur un plan N perpendiculaire à G, on aura une 
courbe G", et les deux points p et </ se projetteront en un seul et même point r sur 
la courbe G% et les tangentes en p et 9 à la courbe G se projetteront en une seule 
et même droite 6 tangente à G' au point r. On obtiendra ainsi une courbe plane 
ayant un point multiple de deuxième espèce. 

2"" Au lieu de faire rouler un plan P sur la courbe G, on peut prendre deux 
points arbitraires m et n sur la courbe G , et tels que la tangente en n et la tan- 
gente en m ne soient pas situées dans un même plan. 

Projetant la courbe G sur un plan N perpendiculaire à la droite D qui unit les 
points m et n, on aura une courbe plane G" ; les deux points m et n se projetteront 
en un seul et même point r, et les tangentes en m et n se projetteront suivant deux 
droites 6 et 6' qui se croiseront au point r et seront respectivement tangentes 
aux deux branches de la courbe G" qui se croisent au point' r. On obtiendra ainsi 
une courbe plane ayant un point multiple de premère espèce. 

Lorsque l'on construit ¥ épure de ces projections , on donne ordinairement à 
ces points le nom de nœuds de deuxième ou de première espèce. 

Des points pour lesquels le rayon de courbure peut être nul ou infini. 

Étant donnée une courbe G à double courbure , construisons pour un de ses 
points m le plan oscuktteuV O, et traçons dans ce plan Ole cercle oaculateur Ten 
m à la courbe G. 
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Désignons par p le rayon da oercle r et par la tangente en m à la courbe C. 

Gela posé : 

Menons par p un plan M perpendiculaire à la tangente 6 et par 9 un plan T per- 
pendiculaire au rayon de courbure p. 

Projetons orthogonalement la courbe G sur les trois plans , N et T, et dési- 
gnons ces projections par G% G" et C. 

Examinons maintenant ce que doivent être les rayons de courbure des trois 
courbes planes G% G% G* au point m. 

Il est évident que pour le point m le rayon de courbure de la courbe G"" n*est 
autre que p y puisque le cercle F et cette courbe G'' ont en commun avec la 
courbe G trois points successifs m , m\ m\ 

Mais pour les courbes planes G" et G* le rayon de courbure au point m n'aura 
pas une valeur /ni^, il sera toujours infini pour la courbe G% et pour la courbe 
G" il pourra être mU , fini ou infini. 

Et en effet : 

Goncevons dans Tespace un cercle r du rayon p, et tel que son plan oblique , 
par rapport à un plan P, fasse avec ce plan P un angle a* 

Le cercle r se projettera sur le plan P suivant une ellipse E, dont le demi- 
grand axe sera égal à p et dont le demi-petit axe sera égal à : p cos ». 

L'expression analytique du rayon de courbure i pour le sommet de Fellipse E 
qui est à l'extrémité de son grand axe sera (^) : 

Et l'expression analytique du rayon de courbure d' pour le sommet de l'ellipse E 
qui est à l'extrémité du petit axe sera : 



COBX 



Si l'angle a est nul , on aura : cosa=3l ; et dés lors on aura 



C) f^oyez mon mémoire de géométrie deicriptiTe qui a peur litre : Sur la eamH^ction du rayon âe 
courbure en un point d'une eeetion conique , dans le Journal de maihémaiiqueê purée et appUquéeê , 
publié par M. Liouyille ; ayril 1839. Foyez aufln le Bulletin de la Société phihmatique de Paris , 
séance du 5 mai 1838. 
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Si l'angle a est droit, on aura : cos a=0 ; et dés lors on aura : 

^x=i et ^=0 


Par conséquent, si Ton considère, en même temps, un point m sur le cercle r 
et le diamètre 2p de ce cercle r passant par le point m et la tangente 6 au point m 
de ce cercle r, on voit : 

l"" Que le cercle F se projettera sur le plan N ( passant par p et perpendiculaire 
à 9) sur le rayon de courbure p prolongé ; 

2** Que le cercle F se projettera sur le plan T ( passant par 8 et perpendiculaire 
à p) sur la tangente prolongée. 

Et en vertu de ce qui précède, le rayon de courbure j^ au point m de la pro- 
jection du cercle F sera t*it/!m pour cette projection. 

Et le rayon de courbure 6 au point m de la projection 2p du cercle F sera nul 
pour cette projection, si le rayon de courbure p est la normale en m , à la projec- 
tion C". 

Plus loin nous démontrerons que si la courbe à double courbure G est projetée 
sur le plan normal N suivant une courbe G" ayant le rayon de courbure p pour 
tangente et non pour normale, alors au point m la courbe G" peut avoir un rayon 
de courbure nul ou fini ou infini. 

Ainsi, nous verrons plus loin que le rayon de courbure peut être itu/au point m 
de la courbe G", mais il est démontré qu'il est infini au point m de la courbe C. 

Il existe donc des courbes planes qui peuvent présenter dan leurs cours, des 
points singuliers tels que pour les uns le rayon de courbure est nul et que pour 
les autres le rayon de courbure est infini. 

Il nous reste à examiner, quelle relation de position il dok exister ayant et 
après le point singulier, entre la courbe et sa tangente en ce point, ou entre la 
courbe et sa normale en ce même point. 

HT. Du point d'inflexion double. 

Imaginons un cylindre ayant pour section droite une courbe telle qu'en chacun 
de ses points le rayon de courbure a une longueur )!m^; en d'autres termes telle 
qu'en aucun de ses points le rayon de courbure ne soit nul ou infini. 

Traçons sur ce cylindre une hélice G et en un point m de cette conrbe C con- 
struisons le plan osculateur , le plan normal N et le plan T perpendiculaire à la 
fois aux deux plans et N , et passant par la tangente en m à la courbe G. 

En construisant la projection de la courbe G sur le plan T, on reconnaît que la 
courbe G^ est divisée au point m en deux arcs , tel que l'un est à droite au-des- 
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sous de la tangeiïte et que l'autre «st à gauche au-dessus de la tangente 9 , ou 
vise versd suivant le sens du rampant de Thélice C. 

Et en vertu de ce qui a été dit, ci-dessus, la courbe plane C* a au point m un 
rayon de courbure infini. 

On donne au point m, dans ce cas, le nom de point d'inflexion double. 

Ainsi , une courbe plane peut présenter dans son cours un point d'inflexion 
double (fig. 133). 

IV. Du point méplai. 

On sait qu'une surface de révolution a pour lignes de courbure ses parallèles et 
ses méridiens. 

On sait que si par la normale en un point m d'une surface de révolution, on 
mène deux plans rectangulaires entre eux, l'un étant le plan méridien , les 
rayons de courbure maximum et minimum de la surface en ce point m sont le 
rayon de courbure de la courbe méridienne pour le point m et la partie de la 
normale, à la surface de révolution , comprise entre l'axe de rotation et le point m. 

Et ces rayons de courbure sont ceux des sections principales données dans la 
surface par ces deux plans normaux et rectangulaires entre eux. 

On peut toujours prendre une courbe méridienne telle qu'en un de ses points 
m , la normale soit parallèle à l'axe de révolution/, le plan normal qui passera par 
cette normale et sera perpendiculaire au plan de cette courbe méridienne, cou- 
pera dès lors la surface de révolution suivant une courbe G qui aura pour le point 
m un rayon de courbure infini'^ et il est évident que cette courbe G sera située, 
avant et après le point m , au-dessus ou au-dessous de sa tangente en ce point 
m> en un mot du même côté de cette tangente 0* On donne, dans ce cas, au 
point m , le nom de point méplai. 

Ainsi , d'après ce qui précède, une courbe plane peut présenter dans son cours 
un point méplat (fig. 434 ). 

V. Point de rebromsement de première espèce. 

V Traçons dans le plan O une courbe G"" ayant pour tangente au point m la 
droite 9 et un rayon de courbure égal à p pour ce point m. 

Traçons dans le plan T une courbe G* ayant 9 pour tangente au point m et ayant 
en ce point m un point d'inflexion double. 

Supposons que la courbe G"" n'offre aucun point singulier et qu'elle est avant 
et après le point m située d'un même côté par rapport à sa tangente 9 (fig. i35 , 
i36 et 137 ). 

Rappelons-nous que les trois plans , N et T se coupent deux à deux, O et N 

52 
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suivant le nyon de courbure p, Oet T suivant la tangeMe 9, et Net T suivant une 
droite Z. 

Prenons la droite 6 pour me des x, le rayon ppour axe des jf et la droite Z pour 
axe des z. 

Les courbes C et C" auront pour axe des x la droite 9 , et alors il pourra arriver 
deux cas 9 car les 2 de la courbe G* peuvent être supposés, croître plus vite ou 
moins vite que les y de la courbe C. 

Concevons deux cylindres ayant respectivement pour section droite les courbes 
C et G^, ces deux cylindres se couperont suivant une courbe à double *cotirbure 
G qui pour le point m aura un rayon de courbure fim^ en d'autres termes lerayon 
de courbure de la courbe G ne sera ni nul ni infini pour le point m , puisque le 
plan sera osculateur en m à la courbe G et que le rayon de cette oourbe G sera 
égal à p, puisque cette couii>e G a deux éléments rectiliguessuecessifii en commun 
avec la courbe G"" ; en projetant cette courii^ G sur le plan N , n^us aurons une 
courbe plane G**. 

Maintenant si les s de la oour be G* croissait plus vite que les y de la courbe G"", 
les 2 de lacourbeG"€rottrontplu8viteque les y de cette courbe G"; dès lors la 
courbe G" tournera sa ctmvexité vers la droite p ou axe des y. 

Gette courbe G" sera donc composée de deux branches placées l'une en dessus 
et l'autre en dessous dep , ainsi que l'indique la {fig. 435 ). On donne à ce point 
le nom de point de rebrcmsement de première ^pèce. 

Ainsi, d*aprèsce qui a été dit ci-^dessus , une courbe plane peut présenter dans 
son cours un peint de rebrous$ement de première espèce. 

Si les 2 de la eourbe G' croissent moins vite que les y de la courbe G^, les 2 de 
la courbe G" croîtront moins vite que les y de cette courbe G' ; dès lors , la courbe 
G" tournera sa concavité vers la droite p ou axe des y. 

Gette courbe G" sera donc composée de deux branches placées Tune en dessus 
et Tautre au-dessous de p, ainsi que l'indique la (/y. 138). 

Mais dans ce cas comme dans le précédent , la normale p à la courbe à double 
courbure G , se projette sur le plan N suivant une tangente i la courbe G^ pour 
le point m , puisque la courbe G a deux éléments rectiligaes suoeessife situés dans 
le plan osculateur O et que le plan N est perpendiculaire au premiec^de ces deux 
éléments rectilignes. 

Le rôle de la droite p est donc interverti quand an4D0Bsidère alternati'veHient les 
courbes G"" et G", puisque la droite p est normale au point ^ à la courbe C et 
qu'elle est tangente au point m à la courbe G". 

Tandis que la droite Z est toujours normale au point m, soit à la courbe G* soit 
à la courbe G". 
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Le rayon de cottrbnre pour une conrbe plane doit toujours être compté sur sa 
normale ; le rayon de courbure pour le point m de la courbe C" devra donc être 
compté sur la droite Z et non sur la droite p. 

En sorte que dans ce cas la méthode des projections est en défaut. 

D'après ce qui vient d'être dit, la valeur du rayon de courbure pour le point 
m de la courbe C", dépendra donc de la manière d'être, ou , en d'autres 
termes , de la relation de position qui existera entre les points successifs de la 
courbe C après le point m" et les points successifs de la courbe C avant le point 
m , désignant par m , m\ rn\ les points successifs de la courbe C situés dans son 
plan osculateur 0. 

Ainsi pour le point de rebroussement de première eipèce la courbe plane G" peut 
présenter deux formes: l"" elle peut tourner sa convexité vers la tangente p au 
point m , et continuer à tourner sa convexité après le point m , ou S"* elle peut , peu 
après le point m, tourner sa concavité du côté de la tangente p au point m, de telle 
sorte qu'en passant du point m à un point situé à distance finie, la courbe G" 
aura plus ou moins près du point m changé de direction et se sera infléchie, de 
manière à tourner sa concavité vers la droite p après avoir pendant un trajet plus 
ou moins court tourné sa convexiié vers cette droite p ( puisque cette droite p est 
la tangente au point m de cette courbe G"). 

VL Point de tebrouêiement de deuxième espèce. 

2"* Traçons dans le plan une courbe G* ayant pour tangente au point m la 
droite 9 et un rayon de courbure égal à p. 

Traçons dans le plan T une courbe C^ ayant 9 pour tangente au point m et ayant 
en ce point un point méplat. 

Supposons que la courbe G"" n'offre aucun point singulier dans son cours et 
qu'elle est avant et après le point m située d'un même côté par rapport à sa tan- 
gente e {fig. 136 et 137 ). 

Goncevons deux cylindres ayant respectivement pour section droite les courbes 
G"" et G' ; ces deux cylindres se couperont suivant une courbe Cà double courbure 
et qui n'offrira aucune particularité au point m; cette courbe G aura évidemment 
le plan O pour plan osculateur au point m , et son rayon de courbure en m sera 
égal à p. 

Projetons cette courbe G sur le plan N, nous aurons une courbe G", qui, en vertu 
de ce qui a été ci-dessua, aura pour tangente au point m la droite p et pour nor- 
male la droite Z. 

De plus, il est évident que la courbe G" sera composée de deux branches 
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réunies en m et toutes deux situées d*un même côté par rapport à la ' droite p 
(y!^. i36etl37). 

Il pourra arriver deux cas. 

Les 2 de la courbe C^ pourront croître plus vile que les y de la courbe C% ou bien 
croître moins vite. 

Dans le premier cas, la courbe C" tournera sa convexité vers la droite p^î^. 137). 

Dans le deuxième cas , la courbe C" tournera d'abord ssi convexité vers la droite 
p, pour très-peu après le point m tourner sa concavité vers cette droite p; il y 
aura donc après le point m un changement de direction. 

Dans les deux cas on donne au point m le nom de point de rebroussement de 
deuxième espèce. 

Ainsi, d'aprèsce qui vient d'être dit, une courbe plane peut présenter dans son 
cours un point de rebroussement de deuxième espèce. 

Vil. Point d^ inflexion simple. 

3** Traçons dans le plan une courbe C ayant au point m, la droite 6 pour 
tangente et ayant en ce point m un point d'inflexion double. 

Traçons dans le plan T une courbe C^ ayant au point m la droite pour tan- 
gente et ayant en ce point m un point dHnflexion double. 

Concevons deux cylindres ayant respectivement pour section droite les courbes 
C^et G'; ces deux cylindres se couperont suivant une courbe à double courbure 
G qui aura au point m un rayon de courbure infini. 

Gar il est évident que la droite G est tangente commune au point m aux trois 
courbes G, G"", G*, et qu'en ce point m cette tangente 9 a un contact du deuxième 
ordre avec chacune de ces trois courbes. 

Projetons cette courbe C sur le plan N , on aura une courbe G" qui auraau point 
m un rayon de courbure nul et qui sera située avant le point m au-dessus ou au- 
dessous de la droite p et après le point m au-dessous ou au-dessus de cette droite p. 

Si pour la courbe G" lesz croissent plus vite que les y, cette courbe G' tournera 
sa convexité vers p. 

Si pour la courbe G', les z croissent moins vite que les y, cette courbe G" tour- 
nera sa concavité vers p, et cela très-peu après le point m. 

Dans le premier cas , la droite p sera la tangente de C" au point m (fig. i39 ). 

Dans le deuxième cas^ la droite p sera encore la tangente de C" au point m 
{fig. 140). 

Dans l'un et l'autre cas, le point m sera dit : point d'tn/?ertoii simple. 
D'après ce qui précède une courbe plane peut présenter dans son cours , un 
point d'inflexion simple. 
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VIII. Paint aigu. 

i"" Traçons dans le plan O une courbe C ayant au point m la droite 6 pour 
tangente et ayant en ce point un point méplat. 

Traçons dans le plan T une courbe C* ayant au point m la droite pour tan- 
gente et ayant en ce point m un point d'inflexion ^buble. 

Concevons deux cylindres ayant respectivement pour section droite les courbes 
C^et C*, ces deux cylindres se couperont suivant une courbe à double courbure 
C qui aura au point m un rayon de courbure infini y puisqu'elle aura en m un 
contact du second ordre avec sa tangente 0. 

Projetons cette courbe G sur le plan N, on aura une courbe C" qui sera située 
avant le point m au-dessus ou au-dessous de la droite p et après le point m au- 
dessous ou au-dessus de cette droite p , ainsi que l'indiquent les {fig. 141 et 142 ). 

La courbe G" présentera en m un point auquel on a donné le nom de point aigu 
(fig. 142), lorsque la courbe G" tourne sa concavité vers la droite p; et Ton 
retombe sur le point de rebroussement de première eupèce si la courbe G" tourne sa 
convexité vers la droite p {fig. 141 ). 

Et il est évident que l'on aura l'une ou l'autre des formes 141 et 142, suivant 
que les z de la courbe G^ croîtront plus ou moins vite que les y de la courbe C. 

D'après ce qui précède une courbe plane peut présenter dans son cours un 
point aigu. 

Mais en prenant pour les courbes G* et G* des courbes qui au point m ont un 
contact du second ordre , comme ces courbes sont au nombre de deux , quant à 
la forme, il sera possible de faire trois combinaisons. 

Première combinaison : 

La courbe G*^ ayant un point (tinflexion simple. 

— G* ayant un point d'inflexion double. 

— G" aura un poiftt d'inflexion simple. 

Deuxième combinaison : 

La courbe G"" ayant un point méplat. 

— C ayant un point d'inflexion double. 

— G" aura un point aigu ou un point de rebroussement de première 

espèce, 

Troisiètne combinaison : 

La courbe G"" ayant un point méptai. 

— C ayant un point méplai. 

— G" aura un point de rebroussement de seconde espèce. 
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. Par la combinaison des courbes qui ont un contact du second ordve'avec leur 
tangente 9 on peut avoir quatre espèces de points singuliers* 

Et remarquons que pour le point m le cercle osculateur à la courbe C comme 
à la courbe C^ a un rayon de courbure infini, ou, en d'autres termes, que ce 
cercle osculateur n'est autre que la tangente 9. 

Or, cette droite 6 se projette en entier sur le plan N en le point m, de sorte 
qu'à la première vue on ne peut dire si les droites p et Z sont forcément la première 
tangente et la seconde normale en m à la courbe G", car pour le point m , la courbe 
G% tout comme la courbe G% tout comme la courbe à double courbure G, ont 
une infinité de plans R osculateurs ( puisque tout plan passant par la tangente 6 , 
peut être considéré et rigoureusement, comme un plan osculateur des courbes 
G"", G^, et G ) ; mais si Ton prend le plan 0, passant par les quatre points successifs 
m, m'y vfi\ m'" de la courbe G, ce plan 0. sera le véritable plan osculateur et Ton 
voit que la droite p sera la tangente à la courbe G" pour le point m; le plan 0' sera, 
entre tous les plans R, celui qui approche le plus près de la courbe G. 

Par conséquent , le point m étant complètement la projection du cercle oscu- 
lateur et ce cercle (ou droite 9) ayant une infinité de rayons de courbure, et 
tous infinis et dirigés suivant les diverses normales à cette droite 9 , il s'ensuivra 
que pour le point m le rayon de courbure de la courbe G" sera nul. 

Ainsi, pour le point A' inflexion simple et pour le point aigu, existant sur une 
courbe plane , le rayon de courbure de cette courbe est nul. 

Et pour certains points de rebroussement de première et de deuxième espèce , le 
rayon de courbure peut être nul. 

En combinant maintenant deux à deux les quatre espèces de courbes G"", et 
G' qui ont un rayon de courbure nul à leur point singulier m, onretonbei^sur 
des courbes G" qui seront du même genr.e et auront aussi un ray^o de courbure 
nul au point m. 

IX. Du point d'arrêt. 

Nous avons vu que lorsque Ton projetait une courbe à double courbure 
G sur un plan N perpendiculaire à l'une de ses tangentes 9 , la courbe G" passait 
par le point en lequel le plan N coupait la droite 9 , et que la courbe G' ne 
s'arrêtait pas brusquement en ce point , mais cheminait après être arrivée en ce 
point, ou en présentant une inflexion on en présentant un rebraussement , ou en 
présentant un point aigu. 

Si l'on conçoit une courbe à double courbufe G formée d'vne sente JMrandie 
infinie et ayant une asymptote A , et que l'^û^projetie celle cmifbe G sur un plan 
N perpendiculaire à la droite A , mt pratjeetkMi G" paseer» |»ar 1« point r en lequel 
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le plan N coupe Fasymptoie A, et H est évident que la cofurbe C" ne pourra pas 
aller ^u delà du point r, puisque ce point r est la projectioii du point de la 
courbe C situé à l'infini et sur cette courbe G et son asymptote A. 

A la première vue , il semblerait que la courbe C" a en effet un point d'arrêt 
au point r. 

Pour que ie point d'arrêt existe réellement au point r, il faut que la courbe G 
seit telle que la supposant divisée en deux ares infinis à droite et à gauche d'un 
point X, son asymptote A ne soit asymptote qu'à Tun de ces deux arcs et non à 
tous les deux. 

Or, la géométrie descriptive ne peut nous conduire à trouver des courbes à 
double courbure jouissant de cette propriété par rapport à son asymptote, à moins 
que nous ne présupposions l'existence du point d*arrèt, 

£t en eff^ : concevons deux cônes A et A, ayaat pour sommet , le premier un 
point « et le second un point s, et pour base sur le plan horizontal de projection , 
le premier une courbe B et le second une courbe B,. 

Nous pouvons toujours prendre pour B et B,, une courbe composée d'une 
seule branche infinie, et ainsi une parabole par exemple. 

Lorsque l'on transportera le cône A. parallèlement à lui-même pour super- 
poser les sommets 4 et f , et que ce cône aura pris la position A, en laquelle il 
a même sommet avec le cône A resté immobile , ce cône A» sera coupé par le plan 
horizontal suivant une courbe B, semblable et semblablemént placée par rap- 
port à la courbe B,, le pôle de similitude étant le point p en lequel la droite ««. 
coupe le plan horizontal. 

Évidemment on pourra toujours s'arranger de manière à ce que les deux 
courbes B et B^ ne se coupent qu'en un seul point x qui y lorsque le cône A, re- 
prendra la position A. , viendra se placer en x^ sur la base B,. 

Dès lors les génératrices sx et sp^, seront parallèles , et les deux plans tangents 
menés aux cônes A et A, suivant ces génératrices se couperont suivant une 
droite A qui sera l'asymptote de la courbe à double courbure G intersection des 
deux cônes, et cette courbe G sera composée d'une seule branche infinie. 

Or, en construisant Vépure des projections de la courbe G sur un plan per- 
pendiculaire à l'asymptote A, on voit que cette courbe G doit affecter et ne peut 
affecter que les deux formes indiquées {fig. 443 et 114 ), c'est-à-dire que la 
droite A est toujours asymptote aux deux arcs infinis qui composent la branche 
infinie et qu'elle ne peut pas être asymptote à l'un des arcs seulement. 

Pour que la droite Â pûtn'être asymptote qu'à l'un des arcs infinis de la courbe G, 
il faudrait que i'ime des bases B eu B, eût un point d'cmrét prôeisémiNit au point 

xoxx X,. 
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Nous ne pouvons donc pas, par la géométrie descripiivei rendre compte de l'exis- 
tence ou de la non-existence du point (farréi dans les courbes planes, YamUyse peut 
seule apprendre s'il existe en effet des courbes qui jouissent de la propriété d'a- 
voir un point darrêt. 

Mais si V analyse le dit, on peut par la géométrie descriptive conclure qu'il existe 
des courbes composées d'une seule branche infinie qui ont une asymptote qui 
n'est asymptote qu'à Tun des deux arcs infinis qui forment la branche infinie et 
unique de cette courbe* 

Et vice versa si Vanalyse nous apprend quMI existe des courbes composées d'une 
seule branche infinie pour lesquelles l'asymptote n'est asymptote que d'un seul 
côté , la géométrie descriptive nous permet de conclure aussitôt qu'il existe dés 
lors des courbes planes qui ont un point d'arrél. 

La courbe à double courbure G, formée d'une seule branche infinie et ayant 
une asymptote A à cette branche infinie, a pour chacun de ses deux points situés à 
l'infini un plan osculateur passant par Tasymptote Â, le rayon de courbure pour 
chacun de ces deux points sera perpendiculaire à l'asymptote A. 

Le cercle osculateur pour chacun de ces deux points se projettera dès lors sur 
le plan N, perpendiculaire à la droite A , suivant une droite. 

Or, chaque plan osculateur se projettera sur le plan N suivant une droite 9 , 
tangente à la courbe G" au point r qui est le point en lequel le plan N coupe l'a- 
symptote A de la coqrbe à double courbure G. 

On aura donc en ce point r deux tangentes successives 6 et 6' à la courbe G". 

Or, le rayon de courbure ne pouvant être porté sur la tangente, mais devant 
l'être sur la normale à la courbe , la méthode des. projections se trouve. en défaut. 
Ainsi jusqu'à présent nous ne pouvons dire autre chose sinon que la courbe G 
se projette sur le plan N suivant une courbe fermée G", ou , en d'autres termes , 
suivant une courbe G" qui vient se fermer au point r {*). 

X. Des points isolés. 

Goncevons deux surfaces gauches, l'une 1 engendrée par une droite G se mou- 
vant dans l'espace en s'appuyant sur deux courbes G et B et sur une droite K, 
l'autre 1, engendrée par une droite G. se mouvant dans l'espace sur deux courbes 
G, et B. et sur la même droite K. 



{*) Noos démontrerons à la fin du § rv de ce chapitre Vil que la courbe C" a pour le point r un 
rayon de courbe qui est nul ; la courbe G" présentant en ce point ou un point aigu on un point d*^- 
flexion simple ou un point de rêbroussemeni. 



— 447 — 

Ces deux surfaces se couperont suivant une courbe D el leur intersection se 
trouvera dès lors composée de la droite K et de la courbe D. 

Si l'on projette le système ( D» K ) sur un plan N perpendiculaire à la droite K, 
l'on aura une courbe D" et un point a section de la droite K par le plan N. 

Le point a sers lié à la courbe D", comme la droite K l'était à la courbe D , et 
l'on dira que le point a est un point isolé. 

La géométrie descriptive ne peut pas concevoir autrement l'existence du point 
iêolé. 

Les deux surfaces 2 et 2, pourraient tout en restant des surfaces gauches avoir 
deux directrices droites communes K et K' et une troisième directrice différente 
C pour la surface 2 et C, pour la surface 2,. Mais, tant que les surfaces 2 et 2^ 
seront des surfaces réglées , les deux directrices droites K et K' ne pourront pas 
être parallèles. 

Mais on peut concevoir deux surfaces courbes 2 et 2, engendrées par une courbe 
mobile et variable de forme et se mouvant sur plusieurs droites parallèles K , K', 
K", et sur des courbes C, C, C". 

Si les droites sont des directrices communes à l'une et à l'autre surface, les cfirec- 
/rice» courbes étant différentes pour chacune de ces surfaces, on aura une inter- 
section composée des directrices droites et d'une courbe D. 

Et dès lors en projetant la courbe D sur un plan perpendiculaire aux droites 
parallèles K^ K', K'', on aura autant de points isolés qu'il y avait de direc- 
trices droites parallèles entre elles. 

XL Du point asympêole. 

Concevons un cylindre 2 ayant pour section droite une courbe fermée , traçons 
sur ce cylindre 2 une hélice E; prenons dans Tespaceun point arbitraires et regar- 
dons ce point s comme le sommet d'un cône A ayant la courbe E pour directrice. 

Il est évident que le cône A aura une de ses génératrices parallèles aux géné- 
ratrices droites du cylindre 2, et cette génératrice G passera par les points de la 
courbe E qui sont situés à l'infini ; coupons le cône A par un plan N perpendicu- 
laire à G ; ce plan N donnera pour section dans le cône une courbe G et coupera 
la droite G en un point o. 

Et il est évident que la courbe C circulera autour du point o en s'en rappro- 
chant sans cesse, pour ne l'atteindre qu'après avoir fait un nombre infini de 
circonvolutions. 

Le point a est dit point asymptote de la courbe plane C. 

Une courbe plane peut au lieu à' un point^asytnptote avoir une courbe^symptote , 
qui sera une courbe fermée. 

53 
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Et en effet : 

Prenons un axe A et un cylindre 2 à section droite fermée et ajant ses généra- 
trices parallèles à Taxe A. 
Traçons sur le cylindre 2 une hélice E. 

Concevons dans l'espace une surface quelconque A , mais telle que le cylindre 
J, qui lui sera tangent et dont les génératrices seront parallèles à Taxe A, ait 
pour section droite une courbe fermée. 

Gela posé : 

Menons par l'axe A un plan M , ce plan coupera la surface A suivant une 
courbe C, et le cylindre 2 suivant un nombre Uni de génératrices droites G, G\ 

G^\.... chacune de ces génératrices G, G', coupera Fhélice en un nombre 

infini de points, et chacune d'elles contiendra deux points de Thélice situés à 
l'infini ; car on conçoit que l'hélice E coupe à l'infini toutes les génératrices du 
cylindre 2. 

Dès lors, si Ton conçoit une surface réglée B engendrée par une droite D se 
mouvant dans l'espace en s'appuyant sur l'axe A, sur l'hélice E et tangentielle- 
ment à la surface A , on voit que dans le plan M on aura une infinité de géné- 
ratrices droites D de la surface B , lesquelles seront tangentes à la courbe G et 
passeront respectivement par les points de l'hélice E situés dans le plan M. 

Parmi toutes ees génératrices droites D , il y en aura une qui sera pal'alléle 
aux génératrices droites du cylindre 2 , et ce sera celle qui passera par les points 
situés à l'infini sur l'hélice E. 

On voit donc que si l'on conçoit un cylindre J tangent à la snrlace A et dont 
les génératrices soient parallèles à Taxe A, un plan N parp^Mlieuiaire à Taxe A 
coupera ce cylindre J suivant une courbe i et la surface réglée B suivant une 
courbe X qui sera telle q[u'elle tournera indéfiniment autour de la courbe 8 
pour lui devenir tangente. 

La courbe à est dite courba aêffmpiale de la oourbe X. 

La géométrie descriptive peut encore nous faire concevoir d'une autre manière 
Texiatence des courbes asymptotes. 
Et en effet : 

Concevons un eône A tel que k sphère Z » qui aura pour œntre le sommet < de 
ce cône A, oo«pe ce cAoe suivant une courbe à double courbure M fermée i. 

Traçons sur ce cône A une hélice ou une courbe rampante E; prenons dans 
l'intérieur du cône A un point arbitraire m, et regardons ce point comme le 
sommet d'un cône A. parallèle au côae A. 

Les deux cônes A et A. se couperont suivant deux ocNirbea, l'une située à 
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distance finie et Fâutre située à l'infini, et sur lafquelle sera placé le point de la 
courbe E situé à l'infini. 

Dès lors , 61 Ton regarde le point m comme le sommet d'un cône 2 ayant la 
courbç E pour directrice , la sphère Z coupera le cône A, suivant une coui4>e 
fermée 3, et le cône 2 suivant une courbe à double courbure X ; et les deux 
courbes X et i, seront telles Tune par rapport à l'autre que la courbe X tournera 
sur la sphère Z autour de la courbe d, en Tenveloppant par un nombre infini de 
circumvolutions sans pouvoir atteindre cette courbe d., qui sera alors dite : 
aiytnptote de la courbe X. 

§ ni. 

Des points singuliers de la développée d'une courbe plane. 

Lorsque Ton a une courbe G à simple ou à double courbure, on part toujours 
d'un point m de cette courbe en marchant sur la courbe dans le même sens, et 
ainsi sur l'arc mi par exemple {fig. 145). 

Ainsi, on dit les points successifs et infinim ent wis ins m, m\ m"t rtt"\ et 

les éléments rectilignes successifs mm\ mm\ tn'm'\ d'unie courbe C. Mais 

on est souvent obligé de marcher sur cette courbe G et à partir d'un point m 
donné, d'abord sur l'arc mi et ensuite en sens inverse, et dès lors /sur l'arc mi\ 

Si l'on ne considère que des points successifs sur la courba G, on dira (en 
marchant dans un sens) : le point m' de l'arc i est le successif .et infiniment voisin 
du point m, et l'on dira (en marchant en sens inverse) : le point n' de l'arc i 
est le successif et infiniment voisin du point m. 

Mais lorsque l'on considérera des tangentes ou des normales successives de la 
courbe G^ on sera obligé de considérer non plus un point m mais un élément 
rectiligne de cette courbe G et alors on devra dire : l'élément rectiligne de l'arc d 
successif de l'élément rectiligne mxn\ qui sert de point de départ, es t mW ; et l'é- 
lément rectiligne de l'arc d" successif de l'élément rectiligne mm' est mn\ 

Par la même raison lorsque l'on considérera un plan oseuJateur ou le cercle, 
osculateur, d'une courbe G, on devra considérer deux éléments rectilignes suc'^ 
cessifs on nn élément curviligne et ^lors on devra dire : l'élément jcwrviUgne de l'arc 3 
successif de l'élément curviligne mm'm" qui sert de point de dé part est m WV; 
et l'élément curvili^e de l'arc d" successif de l'élément curviligne mm'm" est mW. 

Toutes fois on se ^apellera qu'on est convenu de dire, pour abréger le discours, 
emMruire : la tangente, la normale, le plan osculateur, le cercle osculatisur, le 
rayon de courbure en un .point m d'une courbe G et que ce point m est le premier 



— 420 — 

des points successifs et iiifiniment voisins que l'on doit considérer sur la courbe 
C, quel que soit le sens {on la direciUm) suivant lequel on suppose que Ton 
marche sur cette courbe G à partir de ce point m. Et ce sera k partir de ce pre- 
mier point m que nous considérerons les points successifs et infiniment voisins ^ 
que la théorie nous amène à employer dans la solution des problèmes que nous 
venons d'énoncer. 

Gela posé : 

Examinons les points singuliers que la développée d'une courbe plane peut 
présenter. 

Et d'abord, d'après la théorie des infiniment petits précédemment exposée, 
établissons les relations qui existent entre la développée D d'une courbe 
plane G et cette courbe G. 

De la développée d'une courbe plane. 

« 

Étant donnée une courbe plane G (fig. i45), imaginons ses normales successives 
et infiniment voisines N , N', N", N'", 

N et N' se couperont en un point o 

N' et N'' o' 

N" et N"' o" 

Et ainsi de suite. 

Puisque les normales sont successives , les points o , o", o'\ seront des points 

successifs et infiniment voisins qui détermineront une courbe D, pour laquelle 
les éléments rectilignes et successifs seront oe/, oW\ 

On doit donc conclure de là que les tangentes à la courbe D sont normales à la 
courbe G , et vice versa. 

On donne à la courbe D le nom de développée et à la courbe G le nom de déve- 
loppante. 

On a donné, comme on le sait, le nom de développée à la courbe D, parce qu^en 
enroulant un fil sur cette courbe D et en le tendant suivant une tangente à cette 
courbe, un point du fil tendu décrit, paidant qu'on déroule le fil de dessus la courbe 
D, une courbe B qui coupe sous l'angle droit toutes les tangentes à cette courbe D. 

C'est ce qui prouve qu'une développée plane peut avoir une infinité de dévelop- 
pantes planes et tracées dans son plan . 

La courbe D étant l'enveloppe des normales à la courbe G , et de plus la courbe 
D devant servir à tracer^ à décrire la courbe G au moyen du fil enroulé sur elle, 
on voit de suite que les relations de forme et de position que G et D doivent 
avoir entre elles , sont celles indiquées parles {fig. 446et 447 ). 
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Toutefois on doit remarquer, que si les rayons de courbure de la courbe G vont 

en grandissant pour les points successifs m , ml y m"j m"\ on aura la forme 

indiquée {fig. 146 ). 

Et que si au contraire les rayons de courbure vont en diminuant, on aura la 
forme indiquée {fig. 147 )• 

En sorte que c*est toujours la même forme que Ton obtient en supposant qu'à 
partir d'un point m de la courbe G , on marche sur cette courbe G à droite, auquel 
cas les rayons de courbure vont en diminuant ; ou i gauche, auquel cas les rayons 
de courbure vont en grandissant. 

Cela posé : 

Il est évident que lorsque Ton considérera sur la développante G une suite de 

points m, m\ m^, qui n'offriront aucune particularité, les points o, o\ o'\ 

en lesquels la développée D sera touchée par les normales menées aux points m, 
m\ fn\.....' à la courbe G , n'offriront ausn aucune particularité. 

Mais, si en un point m, la courbe G offre un point singulier, la courbe D 
offrira-t-elle aussi un point singulier et en son point o qui est le correspondant du 
point m? 

Nous allons résoudre en détail cette question et ainsi qu'il suit : 

1*" Le poini m éiani un sommet sur la courbe G, le point o sera sur la courbe D un 
point de rebroussement de première espèce. 
Le point m étant un sommet sur la courbe G, les éléments rectilignes successife 

mm\ m'm"j m''m"\ {fig. 150) de cette courbe appartiendront à son cercle oscula- 
teur T construit pour le point m. 

En ce point m, et dans ce cas particulier (comme on l'a dit ci-dessus) le cercle 
osculateur a un contact du troisième ordre avec la courbe G. 

Les trois normales successives N, N\ N^' à la courbe G se coupent donc en un 
même point o centre du cercle oscuiftteur T. 

La courbe G a donc en m ses deux rayons de courbure, successifs et infiniment 
voisins, égaux. 

La courbe G devant être décrite au moyen de sa développée D , cette développée 
D ne pourra évidemment offrir que les deux formes indiquées par les {fig 148 
et 149). 

Si les rayons de courbure de la courbe G vont en diminuant de m en p et de m 
en p\ on aura la forme donnée par la {fig. 149). Les arcs oq et oqàe la développée D 
serviront à décrire respectivement les arcs mp et mp' de la développante G. 

Si les rayons de courbure de la courbe G vont en augmentant de m en p et de m 
en p\ on aura la forme donnée par la {fig. 148 ) , les arcs oq et oq' de la déve- 
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ioppée serviroBi à décrire respedîvenieiit les arcs ntp et mp' de la développante. 
La développée D offrira donc en o un point de rebroassetnent de première espèce. 

S** Le point m éianl un poini multiple de deuxième espèce sur la courbe G , la nor- 
male au point m de la courbe C aura autant de points de contact ( séparés entre eux ) avee 
la courbe D y qu'il y aura de branches de la courbe C passant par ce point m. 

Il suffit de jeter les yeux sur la (fig. i51 ). 

3"" Lorsque le rayon de cowrbure de lacourbe G est infini pour lepoint m , le point o 
de la courbe D est situé à IHnfini et de plus cette courbe D a une asymptote en ce p^nut o 
et qui nest autre que la normale à la courbe G pour le point m. 

Puisqu'un point de la développée est l'intersection de deux normales succes- 
sives de la développante, la développée aura un point situé à l'infini toutes les fois 
que deux normales successives de la développante seront parallèles. 

Lors donc que la développante G (fig. 152) aura au point m un rayon de cour- 
bure infini , auquel cas le cercle osculateur ne sera autre pour le point m que la 
tangente 6 en ce point m , les deux éléments rectilignes successifs mm' et mm" 
seront en ligne droite et dès lors les deux normales successives N et N^ seront 
parallèles. 

Le point o de la développée D correspondant au point m de la développante G, 
sera donc dans ce cas situé à l'infini. 

Et comme les normales à la développante- sont tangentes à la développée , il s'en 
suit que la normale au point m de la développante G sera une asymptote à la déve- 
loppée D. 

Ainsi : 1** lorsque la courbe G aura un point inéplat au point m, la développée 
D aura la forme indiquée {fig. 153 )• 

Et 2"" lorsque la courbe C aura un point d'inflexion double au point m , la déve- 
loppée D aura la forme indiquée {fig. 154). 

Dans le premier cas , la courbe D sera con^sée de deux branches infinies ayant 
même asymptote N , et le point situé à l'infini sur l'une et l'autre branche qui 
composent la développée D sera le même. 

Dans le deuxième cas, les deux branches de la courbe D auront leur poiat situé 
à l'infini , placé l'un à droite et l'autre à gauche de la tangente S. 

Toutes les fois qu'une courbe G offrira un point singulier m pour lequel le 
rayon de courbure sera nul , il est évident que la développée D , de cette courbe 
G , passera par le point m. 

Dès lors 

A"* Lorsque la courbe G a tin point de rebroussement de première espèce en un point 
m , la courbe D offre en ce point m une fi^me convexe. . 



5*" Lonque la conrbe Caun point de rebraussemefU de deuxième e9péce en un point 
m y la cmarbe D ùffre en ce point m , un point de rebrouesemeni de deuxième espèce. 

&" Lorsque la cotarbe Caun point d'it^exian simple en un point m , la courbe D offre 
en ce point m , un point d'inflexion simple. 

Il suffit de jeter les yeux sur les {fig. 155, 156 , 157). 

Lorsqu'une courbe G est telle qu'elle a quatre sommets comme Tellipse par 
exemple {fig. 158), alors la développée G offrira quatre points de rebroussement 
de première espèce. 

Gette déyeloppée D /ayant une infinité de développantes, on peut {fig. 159) 
enrouler un fil sur la branche om^ ce fil étant fixé au point- o et en le déroulant 
le point m décrira la courbe me; en enroulant le fil «ur la branche om, ce fil étant 
fixé au point o\ le point m en déroulant le fil décrira la courbe me'. 

Les deux arcs me et me forment une même courbe GC' qui a pour développée la 
courbe DD'^ et Ton reproduit ainsi une courbe qui a au point m un point aigu. 

Ainsi : 

T Lorsque la courbe C aun point aigu en un point m , sa développée D passe par ce 
point m et offre en ce point m un point de rebroussement de première espèce. 

Il est évident d'après la construction dé la développée et la manière dont la 
développée peut reproduire la développante , que si la développante a un point 
asymptote m , à ce point m correspondra sur la développée un point o situé à Tin- 
fini et lequel sera un point asymptote de là développée. 

Ainsi : 

8^ la développante G ayant un point asymptote situé à distance finie , la déve- 
loppée D a toi point asymiptote situé à l'infini. ' 

Nous avons vu précédemment que Vanalyse seule pouvait démontrer Texistence 
pour certaines courbes planes , d'un point d'arrêt, et qu'on pouvait par la géomé- 
trie descriptive concluFC de Texistence du point d'arrêt , l'existence de certaines 
courbes composée d'une branche infinie, ayant une asymptote à l'un des arcs 
seulement de cette branche. Or , Ton sait que Vanalyse démontre que pour cer- 
taines courbes, il existe en effet un point d! arrêt. 

En ce point d'arrêt la courbe pourra avoir un rayon de courbure nul. C'est ce 
que l'on peut démontrer par la méthode des projections. 

Et en eflfet : 

Goncevons sur le plan horizontal deux courbes C et Ç, ayant un point d'arrêt, 
la première au point m et la seconde au point m,, prenons dans l'espace deux points 
s et s^ pour sommets de deux cônes ayant respectivement pour bases les courbes 
C et G . 
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« 

Nous pourrons toujours prendre les poinls «et «, dans une position telle que la 
droite qui les unit perce le plan horizontal en un point p situé sur la droite qui 
unit les points m et m,. 

Et telle encore qu'ayant transporté le cône («,, C.) parallèlement à lui-même 
jusqu'à ce que son sommet s, coïncide avec le. sommet s, la courbe intersection 
de la nouvelle position du cône («,, C.) par le plan horizontal soit une courbe 
G, passant par le point m et ayant en ce point m un point A'arrêL 

Dès lors, la courbe intersection des deux cônes {s ^ C)et(s, CJ sera formée 
d'une seule branche B qui sera infini et qui aura une asymptote A, laquelle 
droite A ne sera asymptote qu'à Tun des deux arcs seulement qui forment la 
branche infinie B. 

En projetant la courbe B sur un plan P perpendiculaire à Tasympiote A , on 
aura une courbe plane B'qui aura un point A' arrêt, et ce point sera celui en lequel 
le plan P coupe la droite A , et en ce point la courbe B' aura un rayon de 
courbure nul (*). 

Dès lors : 

9"* la développée D, dune courbe plane C qui a un poini d arrêt m et qui a en ce point 
m un rayon de courbure nul , passe aussi par ce point m et a aussi en ce point m un 
point d'arrêt (fig. 160^. 

Passons maintenantà la démonstration de l'existence, sur une courbe plane, des 
trois points singuliers , savoir : points i"" A' arrêt y 2"" Aerebroussement de première 
espèce, 3* de rebroussement de deuxième espèce , pour lesquels le rayon de courbure 
est infini. 

XII. Une courbe plane C peut avoir un poini d* arrêt pour lequel le rayon de courbure 
est infini. 

D'après ce que nous avons dit ci-dessus, il existe des courbes D(/îj. 161), 
formées d'une seule branche infinie et ayant une asymptoteN, qui n'est asymptote 
qu'en un seul point o (situé à Tinfini) de la branche infinie D. 

Dès lors , considérant cette courbe D comme une développée , nous trouverons 
pour développante une courbe C ayant un point A'arrêt en m, et ayant en ce point 
m un rayon de courbure infini. 

XIII. Une courbe plane C peut avoir un point de rebroussement de pretnière espèce 
pour lequel le rayon de courbure est infini. 



(*) Foirae qui a été dit au sujet du point aigu , page 413 de ce chapitre. 
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D*aprè3 ce qui a été dit ci^lessus, on sait que Ton peut obtenir une courbe D 
(fig, 462) composée d'une seule branche infinie dont les deux arcs ont une même 
asymptote N , les points o situés à l'infini étant à une distance infinie Tun de 
l'autre (cette distance étant comptée sur la droite N). 

Si l'on considère cette courbe D comme une développée, on obtiendra pour sa 
développante une courbe C offrant un point m de rebroussemeni et de première 
espèce; ce point m sera situé sur l'asymptote N , et en ce point m la courbe C 
aura un rayon de courbure infini. 

XIY. Une courbe plane C peut avoir un point de rebroussemeni de deuxième espèce 
pour lequel le rayon de courbure est infini. 

On sait que l'on peut obtenir (fig. d63) une courbe D composée d'une seule 
branche infinie , ayant une seule asymptote N , et les points o situés à l'infini étant 
superposés. 

Dès lors, regardant la courbe D comme une développée, on obtiendra pour sa 
développante une courbe G offrant un point de rebroussement de deuxième 
espèce; ce point m sera situé sur l'asymptote N et en ce point m la courbe G aura 
un rayon de courbure infini. 

XV. Une courbe plane peut avoir un point de rebroussement de seconde espèce pour 
lequel le rayon de courbure a une valeur finie. 

Goncevons une courbe ( D , D' ) ayant au point o un rebroussement de seconde 
espèce et ayant la droite N pour tangente en m {fig. i64). 

Si l'on considère la courbe (D, D") comme une développée, on pourra toujours, 
en considérant un fil tendu suivant la droite N et fifxé en osur la courbe (D, D') , 
enrouler ce fil sur l'une et l'autre branche D et D', et un point m de ce fil décrira 
une courbe (G, G") qui offrira en m un point de rebroussement de seconde espèce. 

Dans ce qui précède nous avons démontré l'existence des onze premiers points 
singuliers pour une courbe piano, en considérant cette courbe plane comme la 
projection d'une courbe à double courbure ; et la seule hypothèse que nous ayons 
faite et dont nous avons démontré la réalité, ou, en d'autres termes, l'exactitude , 
c'est qu'une courbe à double courbure pouvait avoir, en un de ses points m , un 
rayon de courbure infini , ou , en d'autres termes , avoir en ce point m deux élé- 
ments rectilignes successifs en ligne droite, ou, en d'autres termes encore, avoir 
en ce point m un contact du second ordre avec sa tangente. 

Et l'existence des quatre derniers points singuliers pour une courbe plane a 
été démontrée ^ en se servant de la développée de cette courbe plane. 

Voyons , maintenant , en passant de ce qui est sur le pUm à ce qui peut être 

5« 
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dans Yespace, et ainsi de la courbe plane C* à la courbe à double courbure C dont 
la courbe C* peut toujours être supposée la projection , quel genre d'inflexion la 
courbe à double courbure doit présenter en un point, lorsque ce point se pro- 
jette sur la courbe plane en l'un des quatre derniers points êinguliers que nous 
avons examinés ci-dessus, n~ XII, XIII, XIV et XV. 



§1V. 



D'après la théorie des infiniment petits exposée ci-dessus , on peut dire : 

1 "" Étant donnée une courbe G à double courbure , si l'on projette orthogona- 
leroent cette courbe sur un plan horizontal H , on aura une courbe plane C^. 

Les points successifs et infiniment voisins m, m\ m'\ m"\ de la courbe C 

se projetteront sur la courbe C* en des points m*, m'*, m"*, m''"*, qui seront 

aussi des points successifs et infiniment voisins de la courbe plane Ç*. 

2'' Les tangentes de la courbe C se projetteront sur le plan H suivant des tan- 
gentes à la courbe C^; et les projections des tangentes successives de la courbe G 
seront des tangentes successives pour la courbe C*. 

3"" Deux tangentes successives et 9' de la courbe C se coupent en un point m 
de cette courbe C , dès lors les projections 9* et S'* de ces tangentes 9 et B' se cou- 
peront en un point m* qui appartiendra à la courbe plane C*, et ce point m* sera la 
projection du point m de la courbe à double courbure C. 

Cela posé : 

Les tangentes 9* et 9'^ comprendront entre elles un angle qui ne sera nul qu'au- 
tant ou 1* que ces deux droites 9* et 9'^ seront superposées, qu'autant dès lors que 
les tangentes 9 et 9' à la courbe G seront situées dans un plan O perpendiculaire 
au plan H de projection , ou 2"* que ces deux droites 9* et 9'* seront parallèles. 

Dans le premier cas : la courbe G* aura au point m* un contact du second ordre 
avec sa tangente. 

Dans le deuxièmecas : la courbe G^ aura le point m* situé à l'infini et la tangente 
9* sera une asymptote de cette courbe G*. 

Le plan O passant par deux tangentes successives de la courbe G , ne sera autre 
que le plan osculateur au point ma cette courbe G. 

Mais il faut distingua* deux cas de superposition pour les droites 9^ et 9'*. 

D'abord, celui où l'on ne considère que les parties des tangentes 9 et 9' qui 
appartiennent & une des deux nappes ou supérieure ou inférieure de la surface déve- 
loppable 2 dont la courbe G est l'arête de rebroussement. 
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Alwft €66 parties des taoïgeiites 9 et fi' se superposent réellement, elles ne se 
placent pas bout à bout sur une même ligne droite. 

Ensuite, le cas où Ton considère pour la tangente 9 sa partie appartenant à Tune 
des nappes , la supérieure ( par exemple ) de la surface 2 et pour la tangente B\ sa 
partie appartenant à la nappe inférieure de la surface 2, alors les projections sur 
le plan H de ces parties considérées sur les tangentes 9 et 9', se placeront bout à 
bout sur une même ligne droite. 

4* Lorsque l'on donne une courbe à double courbure C et qu'on la regarde comme 
engendrée par le mouvement de translation d'un point , on peut toujours supposer 
que le point mobile s'est mû sur cette courbe C , dans un sens ou en sens con- 
traire. 

De sorte, que si Ton prend deux points successifs et infiniment voisins m et m- 
sur la courbe C et que Ton mène perpendiculairement à l'élément rectiligne 

mm le plan normal N, ce plan divisera la courbe C en deux arcs d et d^ qui se 

soud^ont l'un à l'autre par l'élément tmn', et Ton pourra supposer que la courbe 
C est engendrée par deux mobiles placés l'un en m et l'autre en m' et marchant en 
sens inverse l'un de l'autre , pour parcourir le premier l'arc d et le second 
l'arc d'. 

Et imaginant les points successifs m', m", m'^\ de l'arc d" et les points suc- 
cessifs m, m! y m!\ de l'arc 9 , lorsque nous mènerons une tangente au point 

in de i\ nous considérerons seulement la partie de eetté tangente qui est le 

prolongement de l'élément rectiligne mW du côté du point m'\ prolongement qui 
appartient à la nappe supérieure de la surface développable I dont la courbe G est 
l'arête de rebroussement ; et lorsque nous mènerons une tangente au point m,' 
de la courbe d , nous considérerons seulement la partie de cette tangente qui est le 

prolongement de l'élément rectiligne m, m/' du côté du point m'S prolongement 
qui appartient à la nappe inférieure de la surface 2. 

&" Si l'on a une surface gauche $ et que l'on mène un cylindre K tangent à cette 
surface 9 suivant une courbe X; si l'on coupe ce cylindre K par un plan H per- 
pendiculaire à ses génératrices droites , on aura une courbe X* qui sera sur le 
plan H la projection orthogonale de la courbe X. 

Les génératrices droites successives et infiniment voisines G , G', G^\ G"\ 

de la surface réglée $ se projetteront sur le plan H suivant des droites G*, G^ , 

G''\ G"'\ qui seront les tangentes successives et infiniment voisines delà 

courbe X*. 

Les droites G\ G'*, G"*, G'"\ se couperont deux à deux et successivement 
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en des points qui seront les points successifs et infiniment voisins de la courbe X^. 
Ainsi G* coupera G'* en un point m'* 

Et ainsi de suite. 

Et les points m'*, m"*, m'"*, seront les points successifs et infiniment voi- 
sins de la courbe }!". 

Lors donc l"" que deux génératrices successives G et G' de la surface réglée $ se 
projetteront sur le plan H suivant deux droites G* et G'* parallèles entre elles , 
ces deux droites G'^ et G'^ seront successives et infiniment voisines et se couperont 
an un point situé à Tinfîni et qui appartiendra à la courbe X*. 

La courbe X^ aura donc une branche infinie et aura pour asymptote la 
droite G*. 

Étant donnée une surface gauche 9 on peut toujours donner au plan H et par 
suite au cylindre K des positions telles que ce que nous venons de dire puisse 
avoir lieu et en effet : 

Une surface gauche étant une surface réglée telle que deux génératrices droites 
successives ne se coupent pas , on pourra toujours, étant données deux généra* 
trices droites successives G et G' de la surface $, faire passer par G un plan L et 
par G' un plan L\ de telle manière que ces deux plans soient parallèles entre eux ; 
ensuite menant un plan H perpendiculaire à ces deux plans L et L\ le cylindre 
K aura ses génératrices perpendiculaires au plan H. 

Dès lors, le cylindre K, ainsi construit, touchera la surface $ suivant une 
courbe X dont la projection X^ sur le plan H aura pour asymptote la droite G^ pro- 
jection de la droite G sur le même plan H. 

Lors donc 2*" que deux génératrices succeœives G et G' de la surface réglée $ se 
projetteront sur le plan H suivant deux droites G* et G^ superposées et ne faisant 
alors qu'une seule et même droite G^ alors il est évident que les trois points suc- 
cessifs m, m\ m' de la courbe G se projetteront sur le plan H suivant trois points 
m*, m'*, m''* en ligne droite. 

Dans ce cas la courbe X* offrira au point m* un rayon de courbure infini. 
Mais dans ce cas , on peut se demander : comment la surface^auche $ devrori-elle 
être comtUuée tout le long de la génératrice G ? C'est ce que nous allons examiner. 

Les deux génératrices droites successives d'une surface gauche ne pouvant être 
situées dans un même plan , ce qui a été dit précédemment ne pourra avoir lieu , 
qu'autant que la surface 9 sera développable tout le long de la génératrice G , 
car les deux droites successives G et G' ne pourront se projeter sur le plan H 



\ 
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suivant une seule et mÂnie droite qu'autant qu'elles seront dans un même plan , 
qu'autant dès lors qu'elles se couperont , ce qui est le caractère distinctifde la 
surface développable. 

Remarquons que le plan T passant par G et rélément rectiligne mm est tangent 
au cylindre K; que le plan T' passant par G' et l'élément rectiligne mW est tan- 
gent au cylindre K et que ces deux plans T et T' sont deux plans tangents succes- 
sifs du cylindre K. Il faudra donc, pour que les projections des droites G et G' se 
confondent, que les deux plans T et T' se confondent aussi ; par conséquent il 
faudra que les trois points successifs m, m', m'' de la courbe X soient dans un même 
plan T, lequel sera le plan osculateur de la courbe X au point m. 

6"* Étant donnée une courbe à double courbure G, on peut en chacun de ses 
points successifs et infiniment voisins :m, m\ m", m"\ mener un plan oscu- 
lateur. 

Oii aura donc les plans osculateurs successifs. 

passant par les points m, m% m' 



m , 171 , m 



— m ^ m ^ mr 

Et ainsi de suite. 

On peut en chacun des points successifs de la courbe G mener un plan tangent 
perpendiculaire au plan qui est osculateur au même point ; on aura donc les 
plans tangents successifs. 

T passant par les points m et m! 

r — m et m 

T - m" et m'" 
Et ainsi de suite. 

On peut en chacun des points successifs de la courbe G mener un plan normal ; 
on aura donc les plans normaux successifs. 

N perpendiculaire au point m à l'élément rectiligne mm' 



— m — mm 



— m — mm 

Et ainsi de suite. 

Les plans O, T et N se couperont deux à deux suivant trois droites rectangu- 
laires entre elles. 

Savoir: 

4^ O et T suivant une droite 9 tangente en ma la courbe G ; O'et T' suivant une 
droite 0' tangente en xd à la courbe G ; 

Et ainsi de suite. 
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Les droites 9 , B'j 9'\ seront les tangentes sucee^ives de la courbe C. 

2*" et N suivant une droite p sur laquelle sera compté le rayon de courbure de 
la courbe C au point m. 

O' et N' suivant une droite p', etc. ; 

Et ainsi de suite. 

Les droites p, p', p", seront les directions des rayons de courbure succes- 
sifs delà courbe G. 

S"* T et N suivant une droite Z passant par le point m 
ï' et N' suivant une droite II passant par le point m\ 

Et ainsi de suite. 

Cela posé : 

Toutes les tangentes 0, 9", 6'^ formeront une surface gauche Â, ; et toutes 

les droites Z, Z', Tl\ formeront une surface gauche A. 

Les deux surfaces A, et A se couperont recta ngubirement entre elles suivant la 
courbe à double courbure G. 

Gela posé : 

Imaginons dans Tespace une courbe à double courbure X. 

Gonsidérons les points successifs m^m^ m", m", de cette courbe X, et au 

point m canstruTsoiis le plan oseulateur de cette courbe \, le pian normal N et 
le plan tangent T perpendiculaire au rayon de courbure p de celte éourbe X pour 
ce même point m. 

Les deux plans N et se couperont suivant le rayon de courbure p. 

N et T suivant la tangente G en m à la courbe X. 
O et T suivant la droite Z qui sera une des normales de la 
courbe X pour le point m. 

Gela dit : 

Projetons la courbe X sur le plan N (pris pour plan horizontal de projection ) 
nous aurons la courbe X*. 

Goncevonsensuite pour la courbe X, les plans osculateurs successifs O, 0', 0'\ 

et les plans normaux successifs N , M^ N''^ et les plans tangents successifs T, 

r, r'. 

Nous aurons les rayons de courbure successifs p , p", fy les normales suc- 
cessives Z, Z'j Z'\ et les tangentes successives 9, 6\ Ô^ à la courbe X. 

Par chacune des tangentes successives 9 , 9\ 9'\ de la courbe X, menons un 

plan P perpendiculaire au plan N sur lequel la courbe Xse projette en la courbe X^. 

Nous aurons une suite de plans P, P", P'', V^'\ et nous supposerons que le 

premier plan P qui passe par la tangente 9 menée au premier point m de la 
courbe X , se confond avec le plan T ; hypothèse que rien n'empêché d'admettre. 
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Ces plans P, P\ V^\ seront les plans tangents successifs du cylindre K qui 

projette snr le plan N la oourbe X en la courbe 1^. 

Le plan P étant un plan tangent à la courbe X au point m » si par ce point m on 
mène une droite G perpendiculaire à ce plan P , cette droite G sera normale à la 
courbe X et sara dès lors située dans le plan N normal au point m à cette courbe X. 

ConcoYons une suite de droites G, G', G'', G'"',.... menées respectivement per- 
pendiculaires aux plans P 9 P', P"^ P'", et en les points respectifs, m , m\ m\ 

m'", de la courbe X. 

Ces droites G , G", G"", étant perpendiculaires aux plans P, P', P"", se 

projetteront sur le plan N en des droites G*, G'\ G''\ qui seront perpendiculaires 

aux traces sur le plan N des plans P, P^ P'", mais comme ces plans P, P", 

P'") projettent orthogonalement sur le plan N, les tangentes 6) B', Q'\ de 

la courbe X , il s'ensuit : 

Que les droites G* et 8*, G'* et 9'*, G''* et 9"* seront perpendiculaires entre 
elles. 

Par conséquent les droites G*, G'\ G''\ seront des normales à la courbe 

X'', elles envelopperont donc comme tangentes la développée D de la courbe X*. 

Les droites G^ G", G'\ G''\ formeront une surface gauche ^^ et comme les 

droites G 9 G", G", sont parallèles au plan N, ce plan N sera le plan directeur 

de la surface 4^. 

Avant d'aller plus lœn nous devons faire remarquer que nous avons dit , lorsque 
nous avons examiné les points singuliers d'une courbe plane , que la courbe X 
pouvait se projeter sur un plan H (passant par son rayon de courbure p ) suivant 
une courbe X^ ayant au point m (par lequel on a mené ce plan H), ou l"" la 
droite Z, ( intersection du plan H et du plan T tangent à la courbe et perpen- 
diculaire à p) pour tangente et la droite p pour normale, ou 2* la droite Z (inter- 
section du plan H , qui n'est autre dans ce cas que le plan normal N , et du plan T ) 
pour normale et la droite p pour tangente. 

Dans le premier cas , le rayon de courbure au point m de la courbe X* est yîni , 
parce qu'alors la méthode des projections n'est pas en défaut, puisque lorsque Ton 
considère les projections de la courbe X et de son cercle osculateur r au point m, 
ce cercle F se projette sur le plan H (qui est oblique dans ce cas au plan oscu- 
lateur ) suivant une ellipse. 

Mais dans le deuxième cas , la méthode des projections est en défaut, puisque la 
droite p n'est plus normale , mais tangente en m à la courbe X\ le plan H étant 
dans ce cas supposé être le plan N normal au point m à la courbe X. 

Dans ce second cas , que nous supposerons exister pour la courbe X'^, en vertu 
d'uneeertaine manière d'ètrede cette courbeX, nous devrons, puisque les rôles(pour 
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le point m) sont interverlis entre h normale et Idi Êangente, prendre pour les deux 
premiers plans successifs P et P', le plan osculateur O et pour les deux premières 
droites successives G et G' nous devrons prendre, savoir : pour G passant par 
le point m la droite Z et pour G' passant par le point m une droite Z' parallèle 
à Z , et la projection de la droite Z' sur le plan N se confondra avec la droite Z. 

En sorte que les normales successives de la courbe X*, seront les droites Z, 

G"*, G'"*, en remarquant que les deux premiers points successifs m et m de 

la courbe X se projettent sur le plan N en un seul et même point qui n'est autre 
que le point m. 

Cela posé : 

Concevons une courbe à double courbure C et désignons par m, m, m\ m"\ 
ses points successifs et infiniment voisins. 

Prenons le plan N normal à la courbe C au point m. 

Nous avons en m la droite Z 

en m la droite G' 

en ni' la droite G" 

en m'" la droite G'" 
Et ainsi de suite. 

Et toutes ces droites seront parallèles au plan N. 
Cela posé: 

V Concevons le plan O osculateur en m à la courbe C, ce plan contenant dès 
lors les trois points successifs m , m\ m" de la courbe C. 



La droite G' sera perpendiculaire à 1 élément rectiligne mm 
La droite C sera perpendiculaire à Télément rectiligne m"m 



tt tn 



La droite ^'" sera perpendiculaire à l'élément rectiligne m'm^ 

Dès lors la droite G' sera la seule qui sera perpendiculaire au plan O, les deux 
autres droites C et Qt" seront obliques à ce plan 0. 

Nous pourrons donc en faisant mouvoir sur les trois droites G", G'^, Q^" une 
droite Y , engendrer un paraboloide hyperbolique 2. osculateur à la surface 
gauche 2 tout le long de G'. 

Dès lors, en construisant un cylindre K^ tangent au paraboloide 2., les géné- 
ratrices de K. étant perpendiculaires au plan N, ce cylindre K. touchera ce para- ^ 
boloîde 2x suivant une parabole X,, qui aura un contact du second ordre avec la 
courbe X, contact de la surface réglée 2 et du cylindre K. 

Or, les courbes X et X( se projetteront sur le plan N suivant deux courbes X^ et X,'' 
qui auront nécessairement au point mun contact du second ordre. 

Ces deux courber X'^ et X.^ auront donc au point m même rayon de courbure \ 
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or, le rayon de courbure de X,^ a une valeur finie pour le point m, donc 
la courbe X^aura au point m un rayon de courbure qu' sera finij ou en d'autres 
termes qui ne sera ni nul ni infinU 

2r Pour que la droiteG^^soit parallèle à la droite G", il faudra que Télénient recti- 

ligne tn'tn'' soit dans le plan O; il faudra donc dans ce cas que le plan O ait un 
contact du troisième ordre avec la courbe à double courbure C et au point m. 

Si G' et G'^ sont parallèles , elles se projetteront sur le plan N suivant deux 
droites Z et G'^^qui seront parallèles et qui se coupant dès lors à Finfini nous 
indiquent que la droite Z sera asymptote à la développée de la courbe X'^; dans ce 
cas la courbe X* aura donc un rayon de courbure infini pour le point m. 

Dans ce que nous venons de dire, nous ayons eu égard à la relation de position 
qui pouvait exister au point m entre la courbe à double courbure C et son plan 
osculateur en ce point m. 

Or, il est évident que cette relation doit avoir une influence sur les résultats 
géométriques j en effet : 

Nous savons que la courbe G ne peut affecter que deux manières d'être par rap- 
port à son plan osculateur en le point m. 

i"" Cette courbe C peut être située (avant et après le point m) d'un même côté 
du plan 0. 

2*" Cette courbe G peut être située , avant le point m, au-dessus du plan O et 
après le point m au-dessous du plan 0, ou vice versa. 

Dans le premier cas, nous avons vu précédemment que la courbe C se proje- 
tait) sur son plan normal N mené au point m, suivant une courbe offrant au 
point m un point de rebroussement de seconde espèce. 

Dans le deuxième cas, nous avons aussi vu, précédemment que la eourbe C se 
projetait , sur son pian normal N mené au point m , suivant une coifrbe offrant au 
point m un point de rebroussement de première espèce. 

Et nous avons aussi vu que ces points de rebroussement ne pouvaient exister 
qu'autant que la courbe à double courbure C était située avant et après le point 
m d'un même côté par rapport au plan T, qui passant par la tangente 9 à cette 
courbe C pour le point m, était (ce plan T ) perpendiculaire au plan osculateur O. 

Et nous avons encore vu que si la courbe à double courbure C était, avant le 
point m , située à droite du plan T et après le point m située à gauche de ce plan 
T (ou vice versd) , la courbe C" projection de la courbe C sur son plan normal N , 
offrait au point m un point d'inflexion si la courbe Q était avant le point m au- 
dessus de son plan osculateur (en ce point m) et après ce point m au-dessous de 
ce plai) ; et que la courbe G" offrait au point m un point aigu^ si la courbe C 

55 
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était avant et après le point m au-dessus ou au-dessous de son plan osculateur 
en ce point m. 

Rappelons-nous, aussi, que par la considération de la développée D d'une 
courbe plane X, nous avons reconnu que : 

1** Si la courbe X a en un de ses points m un point de tebromsemeM de prenàére 
espèce^ elle peut avoir en ce point m un rayon de courbure nul ou infini, mais 
jamais jSnr.- 

2^ Si la courbe X à en un de ses points m, un point de rebroussement dé 
seconde espèce , elle peut avoir en ce point m un rayon de courbure nut ou fini ou 
infini. 

3** Si la courbe X a en un de ses points m un point d'inflcûcion simple y elle aura 
toujours en ce point m un rayon de courbure nul. 

i"" Si la courbe X a en un de ses points m un point à^inflexUm double , elle aura 
loujùun en ce point m un rayon de 'Oourbure infini. 

Nous devons donc conclure que la courbe C" projection de la courbe à double 
courbure C sur son plan normal N , ne pourra avoir au point m un rayon de 
courbure fini , qu'autant que cette courbe G" offirira en ce point m on point 
de rebroussement de seconde egpèce , et que la courbe C" en ce point m de r6- 
broussement aura un rayon de courbure fini , toutes les fois que la courbe à 
double courbure C aura en ce même point m un rayon de courbure )ïm* 

Dans les considérations géométriques précédemment développées, nous avons 
supposé qu'une courbe à double courbure C pouvait avoir en un de ses points m 
un contact du troisième ordre avec son plan osculate«ir O en ce point m:; nous 
allons justifier l'exactitude de cette hypothèse et de la manière suivante : 

Nous avons vu en considérant la développée D d'une courbe plane G" que cette 
courbe plane pouvait avmr en un de ses points un point de rebroussement de pre^ 
mière et de deuxiètne espèce , et pour ce point un rayon de courbure mfini , et nous 
venons de démontrer ei-dessus que pour que le rayon de coorbure soit infini la 
courbe à double courbure C ayant C" pour projection, doit avoir au point m un 
contact du troisième ordre avec son plan osculateur; nous pouvons donc affirmer 
qu'une courbe à double courbure peut en un de ses points avoir un contact du 
troisième ordre avec son plan osculateur, et par suite et dans ce cas avoir un 
contact du troisième ordre avec une section conique. 

Nous avons vu qu'une courbe à double courbure G pouvait avoir un rayon de 
courbure îi^iit en un de ses points m ^ ou en d'autres avoir un oontact du 
second ordre avee sa tangente en ce point m. 

Noos avons vu aussi qu'une courbei double courbure C pouvait avoir un rafyon 
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de courbure nul en un de ses points m , et que cela avait lieu lorsque ses 
projections C** et C avaient l'une et l'autre un rayon de courbure nul en ce 
point m. 

Deœquipnéeàdfiondott concltme: qu'on ne» peut pas prendre deux courbes 
C" et C* ayant Tane «n rayon de courbure nui et l'autre un rayon \de courbure 
fini pour projections d'une courbera iiouble courbure C, parce que ces conditions 
sont incompatibles en projections. 

^Nous pouvcMDSy en nom riêumaniy énoncer ce- qui suit : 

l'* Toutes les fois qu'une courbe à double courbure C a un rayon de courbure 
nul on infini en un de ses points m, sa projection G" sur son plan normal au point 
m, aura en ce point m un rayon de courbure nul. 

2* Toutes les fois qu'une courbe à double courbure C a un rayon de courbure 
fini en un de ses points m , sa projection C" sur son plan normal au point m, aura 
en ce point m un rayon de courbure )îiiî si cette courbe C" offre au point m un 
rebroussement de seconde espèce. 

3^ Toutes les fois qu'une courbe à double courbure C a en un de ses points m un 
plan osculateur qui a avec elle et en ce point m un contact du troisième ordre , ou 
en d'autres termes, toutes les fois qu'en un point m d'une courbe à double cour- 
bure C on pourra construire une section conique ayant en ce point m un contact 
du troisième ordre avec cette courbe C . la projection C de la courbe C sur son 
plan normal en m, aura en ce point m un rayon de courbure infini. 

Nous avons vu que lorsque l'on avait une courbe à double coubure C composée 
d'une branche inûnie et ayant une asymptote A aux deux arcs composant cette 
branche infinie, si Ton projetait cette courbe G sur un plan N perpendiculaire à 
l'asymptote A et coupant cette droite A en un point r, on avait une courbe fermée 
G" passant par le point r. 

Ge qui précède nous permet de démontrer que la courbe G" a toujours au point 
r un rayon de courbure nul. 

Et en effet : 

Désignant par m le point situé à l'infini sur la courbe G, il est évident que pour 
ce point m le rayon de courbure de la courbe G est infini; Tasymptote A peut 
donc être considérée comme étant le cercle osculateur en m à la courbe G. 

Cette courbe G sera projetée sur tout plan passant par Ja droite A suivant 
une courbe ayant A pour asymptote^ ^yant dés lors on rayon de courbure it^im 
pour son point m situé à l'infini. 

L'asymptote A se projetant en entier ^n.le poînt r et sur le plan N, le rayon de 
courbure de G" sera nu/ en ce point m. 
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|V. 



La suffaee du filet de vis carré est la seule surface gauche qui jouisse de la propriété 
remarquable d'avoir en chacun de ses points des rayons de courbure égaux. 

Désignons par 2 une surface gauche ; par G, G', G", G"\ ses génératrices droites 
successives et infiniment voisines. 

Trois droites à distance finie ou à distance infiniment petite les unes des autres 
déterminent le mouvement d'une génératrice droite. 

Ainsi y en faisant mouvoir une droite sur les trois génératrices successives 
G, G^ G"" de la surface 1 , on engendrera une surface gauche et du second ordre S 
laquelle sera osculatrice à la surface 2 tout le long de la génératrice G y puis- 
qu'elle aura en commun avec cette surface deux éléments superficiels successifs 
qui seront compris, le premier entre G et G' et le second entre G' et G''. 

On sait que : 

i" Si les trois droites G^ G', G" sont parallèles à un plan P, la surface S sera un 
paraboUnde hyperbolique. 

2"" Si les trois droites G , G', G'' ne sont pas parallèles à un même pian , la sur- 
face S sera un hyperboldtde à une nappe. 

L'on sait encoreque si l'on veut construire la surface S du second ordre osculatrice 
tout le long d'une génératrice G d'une surface réglée 2, il faut mener en trois 
points arbitraires m, m, , m, de G les plans T, T,, T, tangents à la surface 2; chacun 
de ces plans coupera la surface 2 suivant une courbe, savoir : 



Le plan 



T suivant une courbe 

T, 

T 



y ayant en 
7. — 

y. — 



m une tangente 
m, — 
m, — 



6 

e. 



Et en faisant mouvoir la droite G éur les trois tangentes 6, 6., S>9 ^^ engen- 
drera la surface osculatrice demandée S. 

Cela posé : 

1^ Si Ton considère un paraboloide hyperbolique, on remarque que les 
diverses génératrices du système 9 , ne coupent point toutes sous l'angle droit 
une génératrice quelconque du système G , à moins que le paraboloide ne soit 
rectangulaire, c'est-à-dire n'ait ses deux plans directeurs perpendiculaires entre 
eux et que, de plus, la génératrice G considérée ne soit celle qui passe par le 
sommet de cette surface. 

Ainsi, lorsque l'on a un paraboloide hyperbolique rectangulaire S, si l'on 
construit le plan tangent T en son sommet m, ce plan T coupe cette surface S 
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suivant deux généralrices droites G. et 9 qui se coupent en ce point m sous l'angle 
droit et toutes les génératrices 9,^9^ 0„ etc. du système 6 coupent la droite G sous 
Fangle droit. 

2* Si Ton considère un hyperboloîde à une nappe S, on sait que toutes les géné- 
ratrices droites du système 9 ne coupent pas sous Fangle droit une génératrice 
quelconque du système G. 

Et en effet : 

Concevons Thyperboloide à une nappe et non de révolution S ; désignons son 
axe non transverse par A et son cône asymptote par G. 

Menons un plan P perpendiculaire à Taxe A, il coupera le cône G suivant une 
ellipse E. 

Désignons par o le centre de la surface S ; ce point o sera le sommet du cône G. 

Gonsidérons une génératrice droite G de la surface S , cette génératrice aura 
pour parallèle sur le cône G une droite K. 

Menons par le point o un plan Q perpendiculaire à la droite K , ce plan Q 
pourra avoir trois positions spéciales par rapport au cône G. 

1"* Il pourra le couper suivant deux génératrices droites I et T. 

2'' Il pourra lui être tangent suivant une génératrice J. 

3"* n pourra ne le couper qu'en son sommet o. 

Dans le premier cas , il existera sur la surface S deux génératrices du système 
9 9 savoir : 9 et 9' respectivement parallèles aux droites I et T. 

Dans le deuxième cas , il existera sur la surface S une seule génératrice 9. du 
système 9 parallèle à la droite J. 

Dans le premier cas, les droites 9 et 9' couperont la droite G sous l'angle droit. 

Dans le deuxième cas, la droite 9, coupera la génératrice G sous l'angle droit. 

Et dans le troisième cas , il n'existera sur la surface S aucune génératrice du 
système 9 , coupant la génératrice G sous l'angle droit. 

Gela posé : 

On sait que pour un point m d'une génératrice droite G d'une surface réglée 2, 
on peut toujours construire un paraboldde hyperbolique 0, osculateur par son 
sommet à la surface 2. 

Ainsi donc, pour que la surface O se trouve avoir au point m des rayons de 
courbure maximum et minimum égaux , il faudra que ce paraboloîde O soit 
rectangulaire. 

Et pour que la surface réglée 2 ait en tous les points m, m,jm^, etc. de sa 
génératrice droite G des rayons de courbure maximum et minimum égaux , il 
faudra que les paralK>loides 0, 0,, 0,, etc. (respectivement osculateurs par leur 
sommet à la surface 2 et aux points m, m,, m,, etc. ) soient tous rectangulaires. 
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Dès loffft il faïuira que Us plaos tengents T, T. , T,, etc.^ menés k la turfiice 1 
el aux poiot$ m , m,, m,, etc., de la génératrice G coupent respectiveHMnt cette 
surface I suivant des courbes 7 » y., 7, » etc., telles que leurs tangentes 6 en m^ 9, 
en m. y 9, en m, , etc., coupent sous un angle droit la génératrice G, 

Et comme 0, 9., 6,, seront les génératrices, du second système de la aurfiiee 
réglée et du second ordre S , laquelle est osculatrice à 2 tout le long deH ^ion*vok 
que ces droites 6,0,, 6, , etc., étant toutes parallèles à un même plan , formeront 
un paraboloide hyperbolique S qui sera recUmgubire. 

Ainsi la surface réglée 2 qui jouira de la fHroprîété d'atoîr en chacun de ses 
points des rayons de courbure égaux , aura nécessairement un plan dinecteur. 

Ainsi toutes les génératrices G , G', G", etc., de la surface 2 seront parallèles à 
un plan X. 

Gela posé : 

Le paraboloide osculateur S ayant en commun avec la sur£ice réglée 2^ les trois 
génératrices G , G^ G"^ aura pour plan directeur un plan X. 

Dès lors , il existera parmi les génératrices du système de ce paraboloide S 
une certaine génératrice qui sera perpendiculaire au plan X; désignons celte droite 
par 80. 

Si après avoir considéré le paraboloide S osculateur tout le long de G » je oonsi- 
dère le paraboloide S' osculateur tout le long de G' génératrice successive de G, 
je vois que les paraboloîdes S et S' auront en commun les génératrices G' et G", 
par conséquent la droite q^ s'appuiera en même temps sur les génératrices succes- 
sives G, G', G", G'". 

Et en poursuivant le même raisonnement , on voit que la surface 2 doit avoir 
nécessairement pour directrice du mouvement de sa génératrice droite G » une droite 
6« perpendiculaire à son plan directeur X. 

Ainsi la surface 2 sera un conouÈe. 

Cela posé : 

Lorsqu'on a deux sur&ces réglées Set 2 ayant une osculatîon du second ordre 
suivant une génératrice droite G , sa l'on laèae par un point m de G un planquel- 
conque R, ce plan coupera la surface S suivant une courbe d et la surface 2 jui* 
vant une courbe S, et ces deux courbes 3 et Saurontau moins, et nécenmrÊmem^ un 
contact du premier ordre au point m. 

Par conséquent, si je mène au point m le plan T tangent à la surface 2, eefrfan 
coupera la surface 2 suivant une courbe 7 et la surface paraboloide S suivant une 
génératrice droite et du second système 6 i^et la droite sera .tangente à la oottihe 7 
au point m. 

Or, si l'on prend une surface de filet 4e vis anré ( que je désigne par M) ayant 
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un plan X pour plan directeur et une droite 9^ perpendiculaire au plan X pour 
dSaf€ùtrwBj on aaU que ai l'on coupe cette surface II par un cylindre de révolution Y 
ayant 60 pour axe , la courbe X que l'on obtiendra sera une hélice. 

Considérant une génératrice droite G de la surface M, cette droite G coupera 
la courbe X en «n point m, et si en ce point m on mène un plan T tangent à la 
surface M, on sait quece plan T sera le plan oeculaleur de l'hélice X; et de plus 
l'hélice X a pour tangente en m une droite 9 coupant rectangulairement la 
droite G. 

Il est donc évident , par ce qui précède « que le paraboloide S osculateur à la 
surface M tout le long de la génératrice droite G sera rectangulaire. 

Et dès lors il est démontré que la surface du filet de vis carré jouit de la pro- 
priété d'avoir en chacun de ses points des rayons de courbure égaux (*). 

Démontrons maintenant que cette surface est la seule entre toutes les surfaces 
réglées qui jouisse de cette propriété remarquable. 

Nous avons vu que la sur&ce réglée 2, pour jouir de la propriété énoncée, devait 
avoir un plan directeur Xet une droite directrice ff" perpendiculaire au plan X. 

Si donc nous pouvons construire tin filet de vis carré M osculateur tout le long 
de la génératrice G à la surface donnée 1 , nous serons assuré que la surface 1 a 
des rayons de courbure égaux en chacun des points de sa génératrice droite G. 

Or, pour que cela ait lieu, il faut que le cylindre de révolution Y coupe la 
surface 2 suivant une courbe y et la surface M suivant une hélice X et la droite G 
en un point m , de telle sorte que les courbes 7 et X aient au point m une oscu- 
lation du second ordre. 

Il faudra donc, en Gonsidérant trois génératrices successives G, G', G'' de la 
surfiaice 2> lesquelles couperont la courbe y, et respectivement , en les points m, 

m\ m\ il faudra donc, dis-je, que les éléments pectilignes successifs mm\ mWde 
la courbe y faèseni des angles égaux avec la droite 9«; désignons cet angle par a. 

Lorsque nous considérerons hi génératrice G' successive de G et appattenant à 
la surfece 2> il faudra que nous pwatioas construire un filet de vis carré M' oscu- 
lateur à 2 tout le long de 6'. 

Et l'on voit que les courbes y et X' (cette courbe X' étant l'hélice intersection 
du cylindre Y et de la surface M') devront être osculatrices l'une à l'autre; mais 
comme y et X' seront en effet osculatrices Tune à l'autre au point m\ et comme 



(*) Voir le BuUeHn de la Soeméphikmmêêpiê , iéi&o» du rtjitàn ISSIw 
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aussi les surfaces M et M' auront en commun ks génératrices successives G' et 
G"j il s'ensuit que l'élément rectiligne mV successif de l'élément reetiligne 

mm" de la courbe y devra faire avec la droite 9» un angle qui sera encore égal 

à a. 

Par conséquent, la courbe y ne sera autre qu'une liélice tracée sur le cylindre Y, 

_^^_^^^ •■«>^^B»i^ «•aaaai^BBaHiV 

puisque ses éléments rectilignes succesifs mm\ m'm'\ m"m"\ etc. feront tous le 
même angle a avec l'axe 9o du cylindre Y. 

Et dès lors il se trouve démontré, savoir : que la surface du filet de vis carré est 
la seule surface gauche qui jouisse de la propriété <f avoir en chacun de ses points ^ des 
rayons de courbure maximum et minimum qui soient égaux. 

MoNGE essaya de résoudre la question précédente, lorsqu'il professait à l'École 
polytechnique (on peut voir les feuilles qui à cette époque furent distribuées aux 
élèves); alors il ne parvint pas à la solution du problème; plus tard, dans un 
mémoire publié dans les actes de l'Académie des sciences, il démontra que la 
surface du filet de vis carré jouissait de la propriété énoncée , mais il ne démontra 
point que cette surface était la seule entre les surfaces réglées qui pût jouir de 
cette propriété remarquable. 

MoMGE, dans ses diverses recherches, employa V analyse; depuis on a démontré 
par la géométrie descriptive que la surface du filet de vis carré jouissait, en effets 
de la propriété d'avoir ses rayons de courbure maximum et minimum égaux (^). 

M. Catalan , dans ces derniers temps , a publié dans le Journal de mathématiques 
pures et appliquées de M. Liouville, la démonstration complète du théorème, et 
cela en se servant de Vanalyse; ayant lu la démonstration de M. Catalan, il me 
sembla aussitôt que la géométrie descriptive pouvait avoir assez de puissance pour 
résoudre aussi et complètement la question ; et je crois que la démonstration que je 
viens d'exposer est en effet à Tabri de toute objection. 

Ceux qui cultivent Vanalyse regardent la géométrie descriptive comme étant une 
science bornée , et avec raison , puisque la langue graphique ne comporte pas et ne 
peut comporter la même puissance que la langue algébrique; mais si l'on cultivait 
de nos jours la géométrie descriptive ou graphique avec autant d'ardeur qu'on cul- 
tive Vanalyse y très-certainement on serait surpris des résultats utiles et nouveaux 
que l'on obtiendrait. 

Sans doute I la géométrie descriptive ne comporte pas la généralité de V analyse , 



(*} Voir le Bulletin de la Société Philomatique , téuice dn 22 jain 1833, 



en ce sens qu'elle ne peut pas dire en toutes circonstances comme celte dernière , 
il n'y aque tant de coiir6ef ou tant de^tii/ac^^quijouissentde telles propriétés; car si 
dans certains cas Vanalyse ne peut pas répondre aujourd'hui , ce n'est pas qu'il y 
ait en eMe impuissance réelk, c'est qu'elle n'a pas encore atteint la perfection qui 
lui permettra de répondre un jour; mais très-certainement elle sera en état de 
répondre un jour, parce qu'en elle existe virluellement la faculté de répondre, 
et que si elle ne le peut en ce moment, c'est que les formules au moyen des- 
quelles elle le pourra, ne sont point encore trouvées. 

Et touterois , la géùinétrie descriptive , comme on vient de le voir, a pu , dans la 
question précédente, atteindre à la puissance de Y analyse ^ et très-certainement 
dans beaucoup d'autres questions , la géométrie descriptive atteindra à la puissance 
de Vanalyse^ mais ce ne pourra être, en général^ que dans les questions où il s'agira 
de la forme, ce ne pourra être que dans les problèmes de relation de position-^ 
et je serai bien trompé, si pour ces problèmes elle n'avait presque toujours 
un avantage sur Vanalyse , en ce sens que ses démonstrations seront plus promptes 
et plus simples, et que les résultats seront obtenus dans des termes et sous 
des formes plus immédiatement applicables par les ingénieurs aux travaux 
dart. 

La gémnétrie descriptive est réellement bornée^ puisqu'elle ne peut atteindre, 
en général, à la solution des problèmes de relation métrique^ problèmes bien plus 
nombreux et plus importants sous le point de vue scientifique et des applications 
que les problèmes de relation de position; mais la géométrie descriptive peut 
acquérir toute puissance lorsqu'il s'agira des problèmes de relation de position, 
et en ce sens elle n'est point bornée , et les efforts qu'elle fera dans cette direction 
seront toujours utiles. 

Terminons ce chapitre par les considérations suivantes : 

Les anciens géomètres ne purent, en vertudes méthodes qu'ils avaient inventées, 
démontrer qu'un cône ayant pour base une section conique était coupé par un 
plan et, quelle que fût sa direction, suivant une section conique. 

^eiie question ne fut résolue que lorsque Descartes eut exposé sa nouvelle 
méthode, qui consistait dans l'application de l'algèbre à la géométrie. 

La méthode de Descartes conduisit aux propriétés des surfaces dites du second 
degré ou du second ordre , mais ce ne fut que lorsque l'algèbre eut été perfec- 
tionnée et transformée en algèbre infinitésimale que l'on démontra le théorème 
relatif au plan tangent en un point d'une surface, savoir : que toutes les courbes 
tracées sur une «ur/ace (quelle que soit cette surface) et se croisant en un même point 

ont leurs tangentes en ce point situées dans un plan unique. 

56 
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Plus tard , les propriétés relatives à la courbure des courbes et des surfaces 
fureot découvertes au moyen de Vanalyse infinUésimale ^ etc. , etc. 

Et cependant , si la méthode de Descartes était encore ignorée , mais si ia 
méthode des projections qui constitue la géométrie descriptive que nous devons à 
Monge était connue, nous pourrions résoudre complètement la plupart des 
questions dons nous venons de parler. 

Et en effet : en ne me servant que de la géométrie descriptive , j'ai démontré 
qu'un cône ayant pour base une section conique était coupé par tout plan sui- 
vant une section conique , et j'ai établi presque toutes les propriétés des sections 
coniques sans avoir recours à Vanalyse (^). 

Et c'est aussi en ne me servant que de la géométrie descriptive que dans le 
chapitre VII de cet ouvrage, je suis ci-dessus parvenu à démootrer le théorime 
reUaif4mplan tangent. 

J'espère pouvoir, l'aa prochain , publier mon cours complet de géométrie 
descriptive, et j'y démontrerai en ne me servant que des méthodes de la 
géométrie descriptive, qu'il ne peut exister que cinq surfaces (en mettant en 
dehors les suriaces coniques et cylindriques) qui puissent être coupées par un 
plan, et quelle que soit sa direction, suivant une section conique. 

En sorte que les propriétés des surfaces dites du second ordre seront reconnues 
et démontrées sans avoir besoin de recourir à Vanalyse. 

Ce qui vient d'être dit nous doit donner à penser que dans beaucoup de cas , 
la géométrie descriptive peut être aussi puissante que Vanalyse , et ces cas sont ceux 
où les problèmes proposés étant examinés de près seront reconnus être des 
problèmes de relation de position, ou seront reconnus pouvoir être ramenés à des 
problèmes de forme et de position. 

Et on doit le reconnaître, la question du plan tangent , celle des sections planes 
d'un cône ayant pour base une section conique , celle des surfaces du second 
ordre , quand il s'agit de leur mode de génération , de leurs sections planes , de 
leurs cônes et cylindres enveloppes, etc., etc., et aussi la question résolue dans 
ce § V^ au sujet de la sur&ce ihi filet de vis carré , ne sont en définitive que des 
questions àe forment de positàm, la géométrie deecriptive doit donc pouvoir les 
résoudre et elle les résout en effet. 



(*} Voir mon Coun 4e géométrie descriptive, liâiogrtphië pour rasage des éléres de VtjixÀt centrale 
dea arli et raann&otarea. 
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ERRATA. 

Page 2 , ligne 24. faisant avec C, lisez : faisant arec G. 

Page 9, arant-dernière ligne, les deux hélices E et £ , lisez : les deux hélices E et E'. 

Page iS , dernière ligne, aux cercles G et G , lisez : aux cercles G et G^ 

Page 41,4* ligne de la note, le centre de ce centre G , lisez : le centre de ce cercle G. 

Page 48 , ligne 10. le plan T au cône B , lisez : le plan T tangent an cône B. 

Page 99 , ligne 3?. du cylindre H , lisez : du cylindre A. 

Page 100, ligne 11. dans la spirale d^Arehmêàe la saus^tangente est constante ^ lisez: dans la 

spirale d^Archiméde la sùus-normale est constante. 
Page 100» ligne 17. la sous-tangente t^q^ lisez: la sous-normale ^q. 
Page 148, ligne 29. une droite 2, lisez : une droite Zi 

Page 160 y ligne 18. parallèles à celui de la surface, lisez : parallèles à celles de la surface. 
Page 208, ligne 2. (ooeV, «a^W, V", «", y', «), ^M«2 ; (cosV, 8in«<;.', y", a:", y', x'). 
Page 208, ligne 28. dit dessus, tisex .- dit ci-dessus. 
Page 214. Le dénominateur de Téquation (1) doit être écrit ainsi: 

\/D«+r«-2(y'Y-fa:^+j«'Z).V/a?»+y« + ;s« — 2(yY+a'X+«Z)+r» 

Page 2^2, ligne 7. la tangente mq^ lisez :\tL tangente m^'. 
Page 232 , ligne 8. on a mq^^mp^ lûez : on a ffig' :» mp\ 
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